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Aufgabe 1 (Vollständigkeit von Vektorfeldern). (4 Punkte)

1. Gebe auf R ein glattes Vektorfeld an, welches nicht vollständig ist.

2. Sei V ein glattes Vektorfeld auf Rmit limx→±∞ V (x) = 0 und außerdem
limx→±∞

∂nV (x)
∂nx

= 0 für alle n ≥ 1. Zeige, daß V vollständig ist.

Aufgabe 2 (Eigentliche Abbildungen). (5 Punkte)

Es seien, k ≤ n, U ⊂ Rk offen und f : U → Rn eine Untermannigfaltigkeit.
Zusätzlich sei f eine eigentliche Abbildung, d.h. für alle kompakten Teilmen-
gen K ⊂ Rn ist f−1(K) kompakt. Zeige, dass f eine Einbettung ist.

Aufgabe 3 (Flüsse kommutieren nicht). (4 Punkte)

Definiere im R2 die Vektorfelder

V = x
∂

∂y
+ y

∂

∂x
, W = x

∂

∂x
− y ∂

∂y

Berechne die Flüsse θ und φ von V undW . Zeige, daß sie nicht kommutieren,
d.h. daß es Zeiten t und s gibt mit θs ◦ φt 6= φt ◦ θs.

Aufgabe 4 (Kontraktion). (4 Punkte)

Sei V ein k-dimensionaler Vektorraum. Für jedes ω ∈ Λp(V ∗) definieren wir
ιa(ω) ∈ Λp−1(V ∗) (die Kontraktion von ω bezüglich a ∈ V ) durch

ιa
(
ω
)
(v1, . . . , vp−1) = ω(a, v1, . . . , vp−1).

Für p = 0 definieren wir ιa(ω) als 0. Man zeige, daß

ιa
(
ω ∧ η

)
= ιa(ω) ∧ η + (−1)pω ∧ ιa(η)

für alle p-Formen ω und q-Formen η auf V gilt.


