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Aufgabe 1 (Oberfläche einer Rotationsfläche). (5 Punkte)

Sei r : (0, 1) → R+ eine beschränkte glatte Funktion mit beschränkter
Ableitung und

X :=
{
(x, y, z) ∈ R3

∣∣x2 + y2 = r(z)2, z ∈ (0, 1)
}

die zugehörige Rotationsfläche. Diese bildet eine Riemannsche Mannigfaltigkeit,
dessen Metrik vom R3 induziert wird. Beschreibe das Integral der Volumen-
form in Abhängigkeit von r.

Aufgabe 2 (Integralsatz von Gauß (4.16)). (5 Punkte)

Sei G ⊂ Rn Integrationsgebiet, U ⊂ Rn offen mit G ⊂ U und F : U → Rn

ein C1-Vektorfeld. Für y ∈ ∂rG sei ν(y) der äußere Einheitsnormalenvektor.
Dann gilt ∫

G

divF (x)dx =

∫
∂rG

〈
F (y), ν(y)〉dµ∂rG(y)

Zeige dies mit Hilfe des Satzes von Stokes.

Hinweis: Verwende dazu die (n− 1)-Form∑
i

(−1)i+1F i dx1 ∧ . . . ∧ d̂xi ∧ . . . ∧ dxn,

wobei F i die Komponenten von F sind.

Aufgabe 3 (Überlagerung). (4 Punkte)

Seien M und N kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten und π :M → N
eine n-fache Überlagerung. Hat N eine Volumenform α, so erhält man auf
M durch π∗(α) ebenfalls eine n-Form. Beweise, dass∫

M

π∗(α) = n ·
∫
N

α.



Aufgabe 4 (Fundamentalgruppe). (5 Punkte)

Sei πg1(M ; p) die glatte Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit M zum
Punkt p ∈M , d.h. die Menge der stückweise glatten Kurven, die in p anfan-
gen und enden, modulo entsprechender Homotopien (d.h. solcher, die stück-
weise eine glatte Homotopie von glatten Kurven sind). Zeige, dass die Abbil-
dung

πg1(M, p)×H1(M ;R)→ R

(γ, α) 7→
∫
γ

α

wohldefiniert ist.


