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Uber die Homologiegruppen der Vereinigung
zweier Komplexe.

Von L. Vietoris in Wien.

Wir wollen hier die folgende Aufgabe losen:

X,, ¥y seien zwei kombinatorische Komplexe, X; der Durchschnitt
von %, und X,, ¥ die Vereinigung X, 4%, von X, und X;. Wir
fragen: Was muf man von den Homologiegruppen von X, X, X
wissen, um die Homologiegruppen von £ angeben zu kionnen, und
wie gibt man diese dann an?

W. Mayer, dem ich das Problem samt vermutungsweisen An-
gaben iiber Weg und Antwort mitgeteilt habe, hat das Problem in
diesen Monatsheften, Bd. 36 (1929), S. 1—42 (insbesonders 31—42),
soweit es sich anf die Bettischen Zahlen bezieht, anf zum Teil an-
derem Weg gelost [Formel (96)]. Im folgenden will ich den von
mir damals ins Auge gefaften Gedankengang wieder aufgreifen und
zur allgemeinen Losung verwenden.

Aus: Monatshefte fiir Mathematik und Physik 37 (1930), Nr. 1, 159-162.

Aufgabe 61. (Mayer-Vietoris-Sequenz)
Es sei X = U UV eine offene Uberdeckung eines topologischen Raumes X durch zwei Mengen U und V.

(a) Wir bezeichnen mit SY"V' (X) denjenigen Untermodul von S,,(X), der von allen singuléiren Simplizes A" —
X erzeugt wird, deren Bild ganz in U oder ganz in V liegt. Beweisen Sie, dass die Inklusionen sV : UNV —
U,i: UNV =V, iV S,(U) = SYV(X) und jV: S,(V) = SYV(X) eine kurze exakte Sequenz von

Kettenkomplexen
5
SV G ") .

0=-8SU0NV) ——=SU)pS(V) ——= 57" (X) =0

induzieren.
(b) Folgern Sie aus (a), dass es eine natiirliche exakte Sequenz
,L'U
5. <2V> (@ —i) 0.
o> Hop1 (X)) > H,(UNV)—— H, U)o H,(V) ——— > H,(X) = H,1,(UNnV) - ...

gibt, die sogenannte Mayer-Vietoris-Sequenz, benannt nach Walther Mayer (1887-1948) und Leopold
Vietoris (1891-2002).

(¢) Berechnen Sie mittels (b) die Homologie der n-Sphére S™, indem Sie diese in eine leicht vergréfierte obere
und eine leicht vergrofierte untere Hemisphére zerlegen.

Aufgabe 62. (Abbildungsgrad)

Der Abbildungsgrad einer Abbildung f: S™ — S™ ist definiert als die eindeutig bestimmte ganze Zahl d, fiir
die die in ganzzahliger Homologie induzierte Abbildung f.: H,(S") 2 Z — H,(S™) = Z gegeben ist durch
z +— d - z. Hierbei muss natiirlich in beiden Fillen derselbe Isomorphismus H, (S") & Z gewihlt werden.



(a) Esseis:S"™ — S" die Spiegelung an der Hyperebene z,, 11 = 0 in R"*!. Bestimmen Sie den Abbildungsgrad
von s unter Verwendung der Natiirlichkeit der Mayer-Vietoris-Sequenz aus Aufgabe 61. (Hinweis: Man
sollte sich hier genau iiberlegen, wie der Randoperator in der Mayer-Vietoris-Sequenz aussieht.)

(b) Nun sei f: R — R eine orthogonale Abbildung. Zeigen Sie, dass diese sich auf eine Selbstabbildung
der S™ einschrénkt, und bestimmen Sie den Abbildungsgrad dieser Selbstabbildung. (Tipp: Falls det(f) =
1, dann ist f homotop (in der Welt der orthogonalen Abbildungen) zur Identitéit. Falls det(f) = —1, dann
kann man s o f betrachten.)

(c) Bestimmen Sie den Abbildungsgrad von g: S™ — S™ mit g(z) = —x fiir alle x € S™.

(d) Esseinun f: R™ — R" eine orthogonale Abbildung; geben Sie die induzierte Abbildung f.: H, (D", S""1) —
H, (D" S""1) an.

Aufgabe 63. (Homologie des Abbildungskegels)
(a) Essei f: X =Y eine stetige Abbildung und C der Abbildungskegel von f. Man zeige, dass es eine lange

exakte Homologiesequenz

e Ho 1 (C) = Ho(X) 25 Hy (V) = Ho(C) = Hoyo1(X) — ...

gibt. (Tipp: Man definiere U als das Bild von X x (0,1] in C und V als das Komplement des Bildes von
X x {1} in C; dann ist U NV ~ X und man nutzt die Mayer-Vietoris-Sequenz. Alternativ kann man den
Abbildungszylinder Zy = X x [0,1] Uxxo Y betrachten; dann gilt geméB eines Satzes aus der Vorlesung
H.(Z;, X x {1}) = H.(Z;/X x {1}) = H.(C), und nun nutzt man die lange exakte Homologiesequenz. )

(b) Berechnen Sie mit (a) die Homologie von RP? fiir K = Z. (Tipp: RP? ist der Abbildungskegel der Abbildung
St — S, 2+ 22)
Aufgabe 64. (Homologie von Flichen)
Berechnen Sie fiir K =7
(a) die Homologie einer zusammenhingenden Summe von Tori,
(b) die Homologie einer zusammenhiingenden Summe von projektiven Ebenen.

*-Aufgabe 65. (Simpliziale und singuldre Homologie)

In dieser Aufgabe wollen wir beweisen, dass fiir jede A-Menge X die simpliziale Homologie von X und die
singuliire Homologie der geometrischen Realisierung |X| isomorph sind. Wir bezeichnen mit S*™P(X) den
simplizialen Kettenkomplex aus Aufgabe 35. Mit H,(X) bezeichnen wir die Homologie dieses Komplexes; im
Gegensatz dazu bezeichnet H, (] X|) die singuléire Homologie des topologischen Raumes | X]|.

(a) Fiir z € X,, definieren wir f,: A™ — |X| als die Komposition A" = {z} x A" — | |5, X; x A" — |X].
Beweisen Sie, dass die Zuordnung = — f, eine Abbildung von Kettenkomplexen ®: SmP(X) — S(|X]|)
induziert. Von dieser wollen wir nun beweisen, dass Sie ein Quasiisomorphismus ist.

Es sei Y eine A-Menge mit Y; = @ fiir ¢ > n + 1; zudem sei X C Y die Unter-A-Menge mit X; = Y; fiir i <n
und X, 11 = 0.

(b) Man beweise, dass man eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen 0 — S™P(X) — SSmP(Y) —

KY,,+1 — 0 hat. Es gilt H;(X) = H;(Y) fiir ¢ # n,n + 1, und man hat eine exakte Sequenz

0— Hy1(X) = Hy1 (V) > K41 — Hy(X) — Hy(Y) — 0.
(c) Essei U das Bild von Y41 X An+l i |Y|, und V sei das Komplement des Bildes von Y, 1 x {b} in |Y],
wobei b € A™*! den Baryzenter bezeichne. Man zeige, dass U NV ~ Y, 1 x A" und V ~ | X|. Mit

Hilfe der Mayer-Vietoris-Sequenz zeige man H;(|X|) = H;(|Y|) fiir alle ¢ # n,n + 1; auflerdem erhélt man
eine exakte Sequenz

0= Hpi1(1X]) = Hopr(JY]) = KYg1 — Ho(|X]) = Ha(]Y]) = 0.

(d) Geben Sie ein Diagramm an, das @, sowie die Sequenzen und Isomorphismen aus (b) und (c) in Beziehung
setzt. Zeigen Sie: Wenn @, fiir X ein Isomorphismus ist, dann auch fiir Y.

(e) Zeigen Sie nun, dass @, fiir jede A-Menge X ein Isomorphismus ist.



