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Aufgabe 56. (Zykeltest)

Es sei A ein Kettenkomplex und a € A, ein Zykel. Es geht darum zu testen, ob a ein Rand ist oder nicht.
Man betrachte den Kettenkomplex B mit By,41 = Apt1 @ Z (b) und By, = Ay, fiir alle k # n+ 1 mit 9(b) = a.
Auflerdem setze man C' = B/A.

(a) An der langen exakten Homologiesequenz zu 0 — A — B — C — 0 lese man ab, ob a ein Rand ist oder
nicht.

(b) Angenommen, H, B ist endlich erzeugt und frei. Zeigen Sie, dass auch H, A endlich erzeugt und frei ist.
Wie kann man anhand der Rénge von H, A und H, B erkennen, ob a ein Rand ist?

(¢) Angenommen, K = Z und H,B ist endlich erzeugt; zeigen Sie, dass auch H,A endlich erzeugt ist. Die
Struktur (Rang und p-Torsion fiir alle Primzahlen p) von H,A und H.B sei bekannt; entscheiden Sie
hiermit, welche Vielfachen von a Rénder sind.

Aufgabe 57. (Lange exakte Homologiesequenz eines Tripels, Retrakte und reduzierte Homologie)

(a) Esseien X DY D Z topologische Rdume. Konstruieren Sie aus einer geeigneten kurzen exakten Sequenz
von Kettenkomplexen eine natiirliche lange exakte Homologiesequenz

o Hy(X,Y) = Hoy (Y, Z) = Ho(X, Z) = Ho(X,Y) 25 Hy (Y, Z) — ...

Zeigen Sie, dass die Abbildung d, als H,(X,Y) — H,_1(Y) — H,_1(Y, Z) faktorisiert.

(b) Es sei X ein topologischer Raum und A C X ein Retrakt, d.h. es gibt eine stetige Abbildung r: X — A
mit 7| 4= id4. Beweisen Sie, dass man fiir alle n eine spaltende kurze exakte Sequenz

0— H,(A) = H,(X)— H,(X,A) =0

hat.



(c) Es sei (X, ) ein punktierter Raum; wir definieren die reduzierte Homologie von X durch H,(X) =
H,(X,{z}). Beweisen Sie, dass es einen natiirlichen Isomorphismus H,(X) = ker H,(e) gibt, wobei
€: X — x die konstante Abbildung ist. Insbesondere hingt die reduzierte Homologie nicht von der Wahl

des Basispunktes ab. Zeigen Sie auflerdem, dass H,(X) & H, (X) fiir alle n > 1.

(d) Es sei Y C X ein Teilraum von X und x € Y ein Basispunkt. Konstruieren Sie mittels (a) eine lange
exakte Homologiesequenz, welche die Gruppen H,,(X), H,(Y) und H,(X,Y) in Beziehung setzt.

Aufgabe 58. (Einhingungsisomorphismus)
Fiir jeden Raum X ist die Einhéngung ¥X definiert als der Quotient

X x [0,1]/{(361,2') ~ (x9,7) fiir alle z1,29 € X und i =0, 1}.
Beweisen Sie, dass H,,1(XX) = H,(X) fiir alle n > 0.
Tipp: Sei CX das Bild von X x [0, 3] in £X, und C'X sei das Bild von X x [0, %). Zeigen Sie, dass CX
zusammenziehbar ist. Die lange exakte Homologiesequenz liefert eine Beziehung zwischen H,(XX) und den
relativen Homologiegruppen H, (XX, CX). Benutzen Sie dann die Ausschneidung von C'X.

Aufgabe 59. (Relative Homologie versus Homologie des Quotienten)
Es sei Y die reelle Gerade mit zwei Urspriingen (siehe Aufgabe 13), und A C Y sei die Menge dieser beiden
Urspriinge, also das Bild von {0} x {0,1}. Bestimmen Sie H; (Y, A) und H;(Y/A).

*-Aufgabe 60. (Topologisches Kiinneth-Theorem, schwache Version)
Die Kategorie C = Top x Top hat als Objekte die Paare (A4, B) von topologischen Rdumen, und als Morphismen
(A, B) — (A4', B’) die Paare (f,g) von Morphismen f: A — A" und g: B — B’.

(a) Es seien X und Y augmentierte Kettenkomplexe; zeigen Sie, dass X ® Y auf kanonische Weise wieder ein
augmentierter Kettenkomplex ist. Wenn X und Y azyklisch sind, dann auch X ® Y (Tipp: Man wende
Aufgabe 53 (e) auf die Augmentationen an).

(b) Beweisen Sie, dass F': (X,Y) — S(X xY) und G: (X,Y) — S(X) ® S(Y) Funktoren von C nach Ch,y,e
sind.

(c) Essei My = {(AY,AV)}; jen und Mo = {(A", A™)},,en als Teilmengen der Objekte von C. Beweisen Sie,
dass F' und G azyklisch sind auf M. Zeigen Sie, dass F' frei ist auf My, und dass G frei ist auf M;.

(d) Folgern Sie, dass es eine natiirliche Kettendquivalenz F' — G gibt, die eindeutig ist bis auf natiirliche
Homotopie. Zeigen Sie dann, dass H.(X x Y) = H.(X) ® H.(Y) fiir topologische Rdume X,Y, sofern K
ein Koérper ist.



