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Eine Schleife zu Weihnachten

Aufgabe 51. (Simpliziale Homologie fiir Sphéren)
Es sei D = A"*! das Standard-(n + 1)-Simplex, aufgefasst als Simplizialkomplex; ferner sei S = 9D der Rand
von D.

(a) Beweisen Sie, dass die Inklusion S < D eine injektive Abbildung der zugehorigen simplizialen Ketten-
komplexe i : SSMP(S) — SSMP( D) induziert.

(b) Berechnen Sie die Homologie von coker(7).
(¢) Bestimmen Sie mit Hilfe der langen exakten Homologiesequenz die Homologie von S™.

Sie diirfen als bekannt voraussetzen, dass die simpliziale und die singulére Homologie eines Simplizialkomplexes
iibereinstimmen.

Aufgabe 52. (Beispiel fiir Transfer) )
Es sei K = Z/2Z, und X sei ein wegzusammenhéngender topologischer Raum mit universeller Uberlagerung
p: X - X und m(X) 2 Z/2Z.

(a) Beweisen Sie, dass es zu jedem singuliren n-Simplex f: A" — X genau zwei singuldre n-Simplizes
f1, f21 A" — X gibt mit po f; = f. Wir definieren die lineare Abbildung Tr: S, (X) — S,(X) durch
() = (f1) + (f2). Zeigen Sie, dass Tr: S(X) — S(X) eine Kettenabbildung ist.

(b) Beweisen Sie, dass 0 — S(X) BN S(X) 2% S(X) — 0 eine kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen
ist.

(c) Folgern Sie, dass man eine lange exakte Sequenz

oo Hy 1 (X)) > Hy(X) > Hy(X) 5 Hy(X) 2 Hy 1 (X)) = Hyp1(X) — .

hat, und berechnen Sie damit H, (RP*).



Aufgabe 53. (Algebraisches Kiinneth-Theorem, schwache Version)
Es seien A, B, X und Y freie Kettenkomplexe iiber K, f: A — B und g: X — Y seien Kettenabbildungen. Wir
fassen die Homologie eines Kettenkomplexes als Kettenkomplex mit trivialem Differential auf. Beweisen Sie:

(a) Fiir den Abbildungskegel der Kettenabbildung f ® X: A® X - B® X mit a ® 2 — f(a) ® z gilt
CfeX)2C(f)® X.

enn Y azyklisch ist, dann ist Y zusammenziehbar.
b) Wi Y klisch ist, d ist Y iehb
(¢) Wenn Y azyklisch ist, dann ist auch Y ® X azyklisch.

(d) Wenn f ein Quasiisomorphismus ist, dann ist auch f ® X ein Quasiisomorphismus. (Tipp: f ist genau
dann ein Quasiisomorphismus, wenn C(f) azyklisch ist.)

(e) Wenn f: A — B und g: X — Y Quasiisomorphismen sind, dann auch f® g: AQ X - BRY.

(f) Wenn K ein Korper ist, dann gibt es einen Quasiisomorphismus H,A — A, und es gilt H.(A ® B) =
H.A® H,B.
Aufgabe 54. (Abbildungskegel von A-Mengen)
In dieser Aufgabe werden wir sehen, warum man den Abbildungskegel von Kettenkomplexen so definiert wie
in der Vorlesung beschrieben. Gegeben sind A-Mengen X und Y. Eine Abbildung f: X — Y von A-Mengen
ist eine Folge f,,: X,, — Y, von Abbildungen mit der Eigenschaft f, o d; = d; o f,41 fiir alle i,n € N mit
0<7<n+1.
(a) Beweisen Sie, dass ein solches f eine stetige Abbildung |f|: |X| — |Y| auf den geometrischen Realisierun-
gen induziert.

Wir definieren nun den Abbildungskegel von f durch C, =Y, U X, fiir n > 1 und Cy = Yy U {x}. Die
Randabbildungen C,, — C),_1 sind gegeben durch

dS (y) = dY (y) firyeY,undi=0,1,...,n,

dS§ (z) = f(x) fir z € X,,—1,

d9(z) = d¥ | (z) firn>1,ze€X,yundi=1,2,...,n,
d¥ (z) = * fir n =1 und z € X,.

(b) Zeigen Sie, dass C eine A-Menge ist und |C| = C(|f]).
Fiir jede A-Menge X bezeichnen wir nun mit S (X) denjenigen Kettenkomplex, der in nicht-negativen Graden
wie in Aufgabe 35 definiert ist; auerdem ist S(X)_; = K, und 9 : S(X) — S(X)_; bildet jeden Erzeuger im
Grad 0 auf den Erzeuger im Grad —1 ab.

(¢) Zeigen Sie: f induziert eine Abbildung S(f): S(X) — S(Y), deren Abbildungskegel isomorph ist zu 5(C).

*-Aufgabe 55. (Simpliziale Linsenriume)

Es seien n, k teilerfremde natiirliche Zahlen. Wir definieren eine A-Menge X wie folgt: die 0-Simplizes sind
Xo ={ag,a1,...,an-1,b0,b1,...,b,_1}, wobei wir die Indizes ,,modulo n* betrachten (also insbesondere a,, = ag
und b, = bg). Zudem sei

X1 ={(ai,ait1), (bi, bit1), (@i, 05) }i j=0.1,... .n—1
Xa = {(ai, @iy1,b5), (ai b, 0541) }ij=01,...m-1
X3 = {(as ait1, 65, 0541) }ij=01,... 1
Die Randabbildung d, : X; — X;_; ldsst hierbei von einem (¢ + 1)-Tupel den (s + 1)-sten Eintrag weg.

(a) Zeigen Sie, dass X eine A-Menge ist, deren geometrische Realisierung | X| homdomorph zu S? ist. (Tipp:
man bilde a; auf (e~ ,0) und b; auf (0,e %" ) in C2 ab.)

(b) Zeigen Sie, dass die Operation a; — a;41, b; — bjii eine G = Z/nZ-Wirkung auf X beschreibt (in
dem Sinne, dass die Gruppenwirkung und die A-Mengen-Struktur vertriiglich sind); folgern Sie, dass X/G
wieder eine A-Menge ist.

(c) Beweisen Sie, dass die G-Wirkung auf X eine G-Wirkung auf |X| induziert, die der G-Wirkung auf S3
von Aufgabe 17 entspricht. Folgern Sie, dass | X/G| der Linsenraum L(n, k) ist, und berechnen Sie seine
Homologie.



