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D

Netz des Csédszar Polyeders, eines Polyeders ohne Diagonalen

Aufgabe 46. (Homologie via A-Mengen)
Es sei X eine A-Menge im Sinne von Aufgabe 35 (wir verwenden in dieser Aufgabe auch die Notation von dort,
die leider nicht mit der Notation der Vorlesung iibereinstimmt). Die geometrische Realisierung von X sei der
Raum

X[ =TT xn x A"/ ~,

neN

wobei ~ diejenige Aquivalenzrelation ist, die von den Relationen (z,;(\)) ~ (d;x, \) fiir alle z € X,,, A € A"
und i = 0,1,...,n erzeugt wird. Hierbei steht &§;: A"~ — A™ fiir die Inklusion der i-ten Seite.

(a) Beweisen Sie, dass durch

Yo = {ao}, Y1 = {bo, b1, b2}, Yo ={co,c1}, Yi=0firallei> 2,
dl(b_l) = ao, di(C1) = bi7
do(co) = b1, di(co) = b2, da(co) = bo
und
ZO = {0,0,0,1}7 Zl = {bo,bhbg}, Z2 = {Co,Cl}, ZZ = @ fir alle 7 > 27
dl(b]) = a; furj = O7 1, dl(bg) = ai, dz(Ci) = bg,

di(Cl) :bifﬁrizo,l, di(CO) :bl,ifﬁri:(),l.

zwei A-Mengen gegeben sind. Welche Thnen bekannten topologischen Riume sind zu |Y'| bzw. | Z| homoo-
morph?



(b) Einer A—Me_nge X haben wir in Aufgabe 35 einen Kettenkomplex zugeordnet; dessen Homologie bezeichnen
wir mit H;""P(X). Wir werden spéter sehen, dass H;""?(X) = H,(|X|). Berechnen Sie damit H,.(|Y])
und H,.(|Z|). (Hinweis: Sie diirfen K = Z annehmen.)

Aufgabe 47. (Baryzentrische Unterteilung)
Man betrachte die affine Abbildung b: A™ — A™ mit b(ex) = eg+e1+---+eg fiir k =0, ..., n. Die symmetrische
Gruppe &,,41 operiert auf A™ durch die Vorschrift oe(to, ..., tn) = (to(0); - - > to(n)), und wir setzen

B AT 5 A", b (t) = aub(t).

Man definiere B?: S,,(X) — S, (X) durch B (a) = awob?, und B: S, (X) — Sp(X)durch B= > sign(o)B°.
0'667L+1
(a) Man zeige, dass B eine Kettenabbildung ist, also o B = B o 9.

(b) Man zeige, dass B Kettenhomotop zur Identitdt von S(X) ist.

Aufgabe 48. (Csdszér-Polyeder)

Das Csdszar-Polyeder ist neben dem Tetraeder das einzige bekannte Polyeder ohne Diagonalen (das heifit,
je zwei Ecken sind durch eine Kante verbunden). Eine Bastelanleitung fiir die Oberfléiche ist in der Grafik
gegeben; dabei sind gleich bezeichnete Ecken sowie entsprechende Kanten zwischen gleich bezeichneten Ecken
zu verkleben. Wenn Sie dies praktisch durchfithren, erhalten Sie einen 2-dimensionalen simplizialen Komplex
im 3-dimensionalen Raum. Berechnen Sie die Homologie dieser Polyederoberflache.

Tipp: Fiir Ho und H; ist es hilfreich, sich zu iiberlegen, zu welchem Ihnen bekannten Raum die Polyedero-
berfliche homdomorph ist. Aufierdem diirfen Sie ohne Nachweis verwenden, dass H.,(|X|) = H{™P(X) fir
A-Mengen X.

Aufgabe 49. (Singuldre Homologie und Kolimes)

Es sei X ein topologischer Raum und Xy C X; C --- C X eine Folge von Teilrdumen derart, dass jede kompakte
Teilmenge von X komplett in einem X; enthalten ist. Man zeige, dass H,(X) = hng*(Xl) Tipp: Man zeige
S(X) = li_n)lS(Xi) und nutze Aufgabe 40.

*-Aufgabe 50. (Normalisierter Kettenkomplex)
Fiir alle i,n € N mit 0 < i < n definieren wir die i-te Ausartungsabbildung o;: A"*! — A" als diejenige affine

Abbildung mit
iles) = { =t
ej—1 fir j >
Ferner definieren wir s;: S, (X) — Sp41(X) durch o — a o g;. Schliefilich definieren wir D, (X) C S,(X) als
den K-Untermodul erzeugt von |J!_, s;(Sn—1(X)).
(a) Beweisen Sie die Relation 0;s; = s;_10; fiir ¢ < j. Uberlegen Sie sich, dass die simplizialen Relationen
id 1=7,7+1
67;Sj = sj_16i 7 <j
Sjaz'_l i>5+1

(92‘83‘ = 8j_18i 1<

SiS5 = Sj4+15i ) Sj

gelten; der Nachweis dieser Relationen ist hier jedoch nicht verlangt.

(b) Zeigen Sie, dass D(X) ein Unterkomplex von S(X) ist. Wir definieren den normalisierten Kettenkomplex
N(X) als den Quotientenkomplex S(X)/D(X); £: S(X) — N(X) sei die Projektionsabbildung.

(¢) Wir definieren 7, : S,,(X) — S, (X) als die Komposition
Tn = (id —s0901) o (id —s102) 0 - - 0 (id —8,,—19,)-

Beweisen Sie, dass 7 eine Kettenabbildung ist, die auf D(X) verschwindet; also induziert sie eine Ket-
tenabbildung n: N(X) — S(X).

(d) Zeigen Sie, dass &n = id, und dass n¢ kettenhomotop zur Identitit von S(X) ist (Tipp: azyklische Modelle).
Insbesondere sind S(X) und N (X) natiirlich kettendquivalent.



