
Übungsaufgaben zur Topologie I
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Aufgabe 41. (Erste Homologiegruppen via Fundamentalgruppe)

(a) Es sei K die Kleinsche Flasche; berechnen Sie H1(K). Durch die Grafik in Aufgabe 22 sind zwei Abbil-
dungen K → K gegeben; berechnen Sie die induzierten Abbildungen H1(K)→ H1(K).

(b) Es sei T = S1 × S1 der Torus und A = {(x, y) ∈ T | x = 1 oder y = 1}. Berechnen Sie H1(A) und H1(T )
sowie die von der Inklusion A ↪→ T induzierte Abbildung.

(c) In der Grafik von Aufgabe 24 ist eine Überlagerung p : X → Y gegeben. Berechnen Sie H1(X) und H1(Y )
sowie den Kokern der Abbildung H1(p). (Hinweis: Hierfür muss man die Abbildung H1(p) nicht konkret
angeben. Kann man aber natürlich, wenn man will.)

Aufgabe 42. (Simplizes halbieren)
In dieser Aufgabe bezeichnen wir für Punkte p0, p1, . . . , pk in ∆n mit (p0, p1, . . . , pk) diejenige affine Abbildung
∆k → ∆n, welche ei ∈ ∆k auf pi abbildet für i = 0, 1, . . . , k. Mit ∂∆n bezeichnen wir die Vereinigung der
Seitenflächen von ∆n, aufgefasst als Teilraum.

(a) Beweisen Sie, dass durch z = (e1, e2, e3)−(e0, e2, e3)+(e0, e1, e3)−(e0, e1, e2) ein Zykel in S2(∂∆3) gegeben
ist; die zugehörige Homologieklasse bezeichnen wir mit ζ ∈ H2(∂∆3). Beweisen Sie, dass i∗ζ = 0, wobei
i : ∂∆3 ↪→ ∆3 die Inklusion ist.

(b) Es sei m = 1
2 (e1 + e2) der Mittelpunkt der Kante e1e2. Beweisen Sie, dass z homolog ist zu (e0, e2,m)−

(e0, e1,m)+(e1,m, e3)−(e2,m, e3)+(e0, e1, e3)−(e0, e2, e3). Skizzieren Sie geometrisch, was hier passiert.

(c) Es sei f : ∂∆3 → ∂∆3 die Einschränkung der Abbildung (e0, e2, e1, e3) auf ∂∆3. Beweisen Sie, dass dann
f∗ζ = −ζ.
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Aufgabe 43. (Augmentierte Kettenkomplexe)
Ein augmentierter Kettenkomplex ist ein nicht-negativer Kettenkomplex C zusammen mit einer Kettenabbildung
ε : C → K[0], welche Augmentation genannt wird. Ein augmentierter Kettenkomplex heißt azyklisch, wenn ε
ein Quasiisomorphismus ist. Ein Morphismus von augmentierten Kettenkomplexen (C, ε) → (C ′, ε′) ist eine
Kettenabbildung f : C → C ′ mit ε′ ◦ f = ε. Die Kategorie der augmentierten Kettenkomplexe nennen wir
Chaug.

(a) Beweisen Sie: Es gibt genau eine Möglichkeit, den singulären Kettenkomplex S∗ so zu einem Funktor
Top→ Chaug zu machen, dass (id∆0) ∈ S0(∆0) durch ε auf 1 ∈ K abgebildet wird.

(b) Einem augmentierten Komplex C können wir einen Komplex Ĉ zuordnen, indem wir Ĉn = Cn für alle
n ≥ 0, C−1 = K und ∂0 = ε : Ĉ0 → Ĉ−1 setzen. Man zeige, dass C genau dann azyklisch ist, wenn
H∗Ĉ = 0 ist.

(c) Es sei A ⊆ Rn eine nicht-leere konvexe Teilmenge. Man gebe explizit eine Kettenkontraktion von Ŝ∗(A)
an; insbesondere ist also S∗(A) azyklisch. (Tipp: Es sei a ∈ A fest; man wähle beispielsweise eine
Kontraktion, die das singuläre n-Simplex f : ∆n → A auf die folgende Abbildung ∆n+1 → A schickt:

(x0, . . . , xn, xn+1) 7→ (1− xn+1) · f
(

1
1−xn+1

(x0, . . . , xn)
)

+ xn+1 · a.)

Aufgabe 44. (Abspalten von Komplexen)
Es sei C ein Kettenkomplex, und für alle n sei Cn = An ⊕ Bn; das Differential dn : Cn → Cn−1 habe die
Matrixgestalt

dn =

(
αn βn
γn δn

)
wobei αn : An → An−1, βn : Bn → An−1 und γn : An → Bn−1 beliebige Abbildungen sind, aber B mit den
Homomorphismen δn : Bn → Bn−1 ein Kettenkomplex sei.
Man zeige: Ist B zusammenziehbar mit der Zusammenziehung hn : Bn → Bn+1, dann ist

(a) ∂n := αn − βn ◦ hn−1 ◦ γn : An → An−1 ein Differential, und

(b) (idAn
,−hn−1 ◦ γn) : An → An ⊕Bn ist ein Quasiisomorphismus A→ C.

*-Aufgabe 45. (Azyklische Modelle)
Es sei C eine Kategorie und M eine Menge von Objekten in C (die sogenannten Modelle), und es sei F : C →
Chaug ein Funktor. Dann heißt F azyklisch (auf M), wenn für alle M ∈ M der Komplex F (M) azyklisch
ist. Der Funktor F heißt frei (auf M), wenn es eine Familie {Ma}a∈A (für eine Indexmenge A) von Objekten
Ma ∈ M und für jedes a ∈ A ein ma ∈ F (Ma) derart gibt, dass für alle X ∈ C die Menge {F (f)(ma) | a ∈
A, f ∈ C(Ma, X)} eine Basis für F (X) ist.

(a) Es sei C = Top und M = {∆n |n ∈ N}. Beweisen Sie, dass der Funktor S∗ : Top → Chaug frei und
azyklisch auf M ist. Zeigen Sie außerdem, dass der Funktor S∗(−× I) : Top→ Chaug azyklisch ist.

Für eine Kategorie C mit Modellen M seien nun zwei Funktoren F,G : C → Chaug gegeben. Der Funktor F sei
frei, der Funktor G sei azyklisch.

(b) Beweisen Sie, dass es eine natürliche Transformation η : F → G gibt, das heißt für jedes X ∈ C hat man
eine Abbildung ηX : F (X) → G(X) von augmentierten Kettenkomplexen so, dass für jede Abbildung
f : X → Y in C die Gleichung ηY ◦ F (f) = G(f) ◦ ηX gilt.

Tipp: Angenommen, für alle X wurde ηX bereits im Grad 0, 1, . . . , n − 1 definiert. Für alle ma im Grad n
betrachte man ηMa

(∂ma) ∈ G(Ma) und zeige, dass dies ein Zykel ist; wegen Azyklizität von G ist dies also
gleich ∂ba für geeignetes ba ∈ G(Ma) vom Grad n. Nun nutze man diese Elemente, um η im Grad n auf der
gewählten Basis von F (X) zu definieren für alle X.

(c) Beweisen Sie, dass je zwei natürliche Transformationen F → G natürlich kettenhomotop zueinander sind.

(d) Die Inklusionen i0, i1 induzieren natürliche Transformationen S∗ → S∗(− × I). Folgern Sie aus (a) und
(c), dass homotope Abbildungen zwischen topologischen Räumen kettenhomotope Abbildungen der zu-
gehörigen singulären Kettenkomplexe induzieren.
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