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§ 8. — HoxoLocrss.

Considérons une variété V i p dimensions; soit maintenant W une
variété 4 ¢ dimensions (¢ p) faisant partie de V. Supposons que la
frontiere compléte de W se compose de & variétés continues & ¢ —1

diniensions
Poo Pay oo B

Nous exprimerons ce fmt par la notation
vy 0,
Plus généralement la notation
koo, 1= Rggunbe, + kv,

ol les 4 sont des entiers et les o des variétés & ¢ — 1t dimensions, signi-
fiera qu'il existe une variété W i ¢ dimensions faisant partie de ¥ et donl
Ia frontiére compléte se composera de k, variétés peo différentes de v, de
k, variétés peu différentes de v,, de &, variétds peu différentes de la va-
riété opposée a v, et de &, variétés peu différentes de la variété opposée
o,

Les relations de cette forme pourront s'appeler des Aomologies.

Erste Definition von Homologie. Aus: H. Poincaré, Analysis Situs, 1895.

Aufgabe 31. (Einige Kettenkomplexe)
Weisen Sie nach, dass durch
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Kettenkomplexe gegeben sind und berechnen Sie ihre Homologie. Hierbei steht das unterstrichene Objekt jeweils
im Grad 0, und nach links und rechts ist durch 0 fortzusetzen.

Aufgabe 32. (Konstruktionen mit Kettenkomplexen)
Es seien X und Y Kettenkomplexe mit Differentialen dx und Oy .

(a) Die direkte Summe von X und Y sei der Kettenkomplex gegeben durch (X @ Y), = X, ® Y, sowie
Oxgy = Ox @ Oy. Beweisen Sie, dass dies in der Tat ein Kettenkomplex ist, und dass er die universelle
Eigenschaft des Koproduktes von X und Y in der Kategorie der Kettenkomplexe hat. Konkret heifit das:
X &Y kommt mit Abbildungen ix: X - X ®Y undiy: Y — X @Y, und fir jeden Kettenkomplex T
mit Abbildungen tx: X — T und ty: Y — T gibt es genau eine Abbildung f: X ®Y — T mit fix =tx
und fiy = ty.

(b) Es sei f: X — Y eine Abbildung. Definieren Sie Kettenkomplexe kerf und cokerf und weisen Sie nach,
dass sie die jeweiligen universellen Eigenschaften in der Kategorie der Kettenkomplexe haben.

(¢) Wir definieren die Einhingung XX als den Kettenkomplex mit (XX),, = X,,—1 und 9sx = —9x. Man be-
weise, dass dx : X — XX ein Morphismus von Kettenkomplexen (vom Grad 0) ist. Was ist das Differential
des Komplexes Z(X) = ker0x?



Aufgabe 33. (Quasiisomorphismen und freie Kettenkomplexe)
(a) Es sei i € Z eine ganze Zahl und M ein K-Modul. Man beweise, dass es einen Kettenkomplex

F: o . >F,—>F_,3—> - —=F-=>0—-20—...
derart gibt, dass F} ein freier K-Modul ist fiir alle k, H; ' = M und HiF = 0 fir k # i.

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir zwei Kettenkomplexe A und B mit H,A = H, B an, fiir die es keinen Quasiiso-
morphismus A — B und keinen Quasiisomorphismus B — A gibt. (Hinweis: Ein Quasiisomorphismus ist
eine Abbildung f: X — Y von Kettenkomplexen, fiir welche H,, f: H,X — H,Y fiir alle n ein Isomor-
phismus ist.)

(c) Beweisen Sie, dass es fiir je zwei Kettenkomplexe A und B mit H,A = H, B einen Kettenkomplex C' und
Quasiisomorphismen C' — A und C' — B gibt. (Tipp: Man setze U den Kettenkomplex wie in (a) mit
M = H;A; wihle dann C' = @, , U®.)

Aufgabe 34. (Quasiisomorphismen und Zusammenziehbarkeit)
(a) Esseii: A — B die Inklusion eines Unterkettenkomplexes, und fiir jedes n € Z und jedes b € B,, existiere
ein a € A, und ein bV’ € B, 41 mit i,(a) = b+ (b'). Man beweise, dass i ein Quasiisomorphismus ist.

(b) Es sei A ein azyklischer Kettenkomplex, d. h. H,A = 0. Man beweise, dass A genau dann zusammenziehbar
ist, wenn fiir alle n € Z die Zykel Z,,(A) direkter Summand von A,, sind.

*_Aufgabe 35. (Simplizialkomplexe) Fiir n + 1 affin unabhingige Punkte v, vy, ..., v, in RY bezeichnen wir
deren konvexe Hiille

S(’Uo,’Ul,...,’Un):{)\0U0+-~'+)\nvn | A; >0, )\0—‘1--1-)\”:1}

als das affine Simplex mit Eckenmenge {vy, . .., v, }. Ein solches Simplex wird auch als n-Simplex bezeichnet. Ein
endlicher Simplizialkomplez in RY ist ein Unterraum, der gegeben ist als Vereinigung einer endlichen Menge von
affinen Simplizes, wobei diese endliche Menge von affinen Simplizes den folgenden beiden Bedingungen geniigt:

(i) Die Seiten eines jeden Simplexes der Menge sind ebenfalls in der Menge.

(ii) Der Durchschnitt von je zweien der Simplizes (sofern er nicht leer ist) ist wieder ein Simplex; und er ist
Seite von jedem der beiden.

Polyeder sind wichtige Beispiele fiir Simplizialkomplexe. Ein geordneter Simplizialkomplex ist ein Simplizial-
komplex wie oben zusammen mit den folgenden zusitzlichen Daten: Fiir jedes einzelne Simplex ist eine (totale)
Anordnung seiner Eckenmenge gew#hlt; dabei ist verlangt, dass die Ecken einer Seite immer mit der induzierten
Anordnung versehen sind.

In einem geordneten Simplizialkomplex gibt es zu jedem Simplex der Dimension n genau eine Moglichkeit, die
Ecken von 0 bis n durchzunumerieren. Jedes n-Simplex ist also kanonisch beschreibbar als z = S(vg, ..., v,),
wobei die Ecken gemif ihrer Anordnung aufgefiihrt sind. Dann ist S(vg, . .., v;—1,0;, Vit1, - - - , Uy ) diejenige Seite
von z, die durch das Weglassen der i-ten Ecke entsteht; dieses (n — 1)-Simplex bezeichnen wir mit d;x. Wenn
wir also mit X,, die Menge der n-Simplizes bezeichnen, dann haben wir fiir jedes ¢ mit 0 < ¢ < n eine Abbildung
dii X, = X,_1.

(a) Beweisen Sie, dass hierdurch eine A-Menge gegeben ist, das heifit: fiir jede nicht-negative ganze Zahl n
haben wir eine Menge X,,, fiir jedes ¢ mit 0 < i < n eine Abbildung d;: X,, — X,,_1, und es gelten die
Relationen d;d; = d;—1d; fiir j < 1.

Einer A-Menge X weisen wir nun folgendermafien einen Kettenkomplex zu: wir setzen zunéichst C,, (X) = K[X,,],
der freie K-Modul iiber der Menge X,,. Die Abbildung d;: X,, — X,,_1 induziert einen Morphismus von K-
Moduln C,(X) — Cp—1(X), den wir auch mit d; bezeichnen. Dann definieren wir 9: Cp,(X) — C,,—1(X) als

0= Z?:o(_l)ldi'

(b) Man beweise, dass hierdurch wirklich ein Kettenkomplex definiert wird.

(¢) Man beschreibe ein Tetraeder (d. h., die Oberfliache) als Simplizialkomplex und gebe den hieraus konstru-
ierten Kettenkomplex explizit an. Auflerdem berechne man die Homologie dieses Kettenkomplexes.

(d) Das n-Simplex ist selbst auch ein Simplizialkomplex; die Menge der k-Simplizies entspricht der Menge
der (k + 1)-elementigen Teilmengen von {0,...,n}. Man beschreibe den zugehorigen Kettenkomplex und
berechne seine Homologie. Diesen Kettenkomplex nennt man auch Koszul-Komplex (nach Jean-Louis
Koszul, *¥1921).



