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Aufgabe 16. (Überlagerungen durch Gruppenwirkungen)
Es sei X ein Hausdorffraum und G eine endliche Untergruppe der Homöomorphismengruppe von X. Angenom-
men, die Wirkung von G auf X ist frei (d. h. wenn g(x) = x für ein g ∈ G und x ∈ X, dann folgt g = idX).
Man beweise, dass die Quotientenabbildung X → X/G eine Überlagerung ist.

Aufgabe 17. (Linsenräume)
Man betrachte S3 = {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1}. Für teilerfremde, positive ganze Zahlen n, k sei

ζn = e
2πi
n ∈ C und h : S3 → S3 die stetige Abbildung, die durch h(z1, z2) = (z1 · ζn, z2 · ζkn) definiert ist.

(a) Man zeige, dass h eine Untergruppe G der Homöomorphismengruppe von S3 erzeugt, die zyklisch von der
Ordnung n ist.

(b) Es sei L(n, k) der Raum der Bahnen S3/G (mit der Quotiententopologie). Man beweise, dass S3 → L(n, k)
eine Überlagerung ist, und berechne die Fundamentalgruppe von L(n, k).

(c) Man zeige: Wenn L(n, k) und L(n′, k′) homöomorph sind, dann gilt n = n′.

(d) Man beweise, dass L(2, 1) und RP3 homöomorph sind.
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Aufgabe 18. (Gruppenstrukturen auf Überlagerungen)
Es sei G eine topologische Gruppe mit neutralem Element 1, und es sei p : E → G eine Überlagerung, wobei
E zusammenhängend und lokal wegzusammenhängend ist. Ferner sei e ∈ p−1({1}) gewählt. Beweisen Sie, dass
es auf E genau eine Gruppenstruktur mit e als neutralem Element gibt, so dass E mit seiner Topologie eine
topologische Gruppe und p ein Homomorphismus von Gruppen ist. Ist G abelsch, so ist E auch abelsch.

Aufgabe 19. (Gruppenstrukturen auf dem Kreis)
Es seien µ und µ′ zwei Multiplikationen auf S1 mit neutralem Element 1 ∈ S1. Man beweise, dass µ und µ′

homotop sind.
Tipp: Man kann annehmen, dass µ′ die Standardmultiplikation ist. Nutzen Sie Aufgabe 2, um π1(µ) zu bestim-
men. Betrachten Sie dann die Abbildung S1 × S1 → S1, (s, t) 7→ µ(s, t) · (st)−1 und Aufgabe 14.

*-Aufgabe 20. (Jede Gruppe ist Fundamentalgruppe eines Raumes)
Es sei I eine Menge, und X =

∨
I S1 ein Bouquet von Kreisen, indiziert über die Menge I. Mit ∗ bezeichnen

wir den offensichtlichen Basispunkt von X.

(a) Man beweise, dass π1(X, ∗) ∼= F (I) die freie Gruppe über der Menge I ist. (Tipp: Es kann hilfreich sein,
zunächst endliche Mengen I zu betrachten.)

Nun sei J eine weitere Menge, und für jedes j ∈ J sei eine Abbildung fj : (S1, 1) → (X, ∗) gegeben. Hieraus
werde nun der pushout Y in dem Diagramm

∐
j∈J S1

(fj)j∈J
//

� _

��

X

��∐
j∈J D2 // Y

konstruiert. Y entsteht also durch Ankleben von 2-Zellen an X, für jedes Element von J eine Zelle. Den
Basispunkt von Y nennen wir auch ∗. Wir bezeichnen mit R die Menge {[fj ]}j∈J ⊂ F (I).

(b) Man beweise, dass 〈I,R〉 eine Präsentation der Gruppe π1(Y, ∗) ist. Das heißt, dass π1(Y, ∗) ∼= F (I)/N
gilt, wobei N der von den Elementen von R erzeugte Normalteiler (normal Hülle) in F (I) ist. (Tipp:
Erneut hilft, I und J zunächst als endlich vorauszusetzen.)

(c) Man zeige, dass jede Gruppe Fundamentalgruppe eines topologischen Raumes ist.

(d) Ein Dreieck wird wie im Bild unten in drei Teildreiecke unterteilt. Nun werden gleich bezeichnete Pfeile
in Pfeilrichtung miteinander identifiziert; hieraus ergebe sich der Raum Z. Insbesondere werden die drei
Eckpunkte und der Punkt in der Mitte zu ein und demselben Punkt, den wir mit z0 bezeichnen. Man
bestimme π1(Z, z0).
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