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1 Gleichungssysteme

1.1 Rechnen im R"

1.1.1 Algebraische Aspekte
Definition 1.1. Grundkorper R = reelle Zahlen

Definition 1.2. Der R = R x ... x R besteht aus Elementen, die man sich auf zwei Weisen
vorstellt:
(i) Zahlentupel = Zeilenvektoren: x = (z1,...,zy)

— x; = Eintrage, Koordinaten, Komponenten
z.B. Punkte im R3 : P = (1, 22, 73)

z1
(ii) Spaltenvektoren: z = < : >
Tn

Fiir beide Auffasungen gibt es nun Operationen, wir notieren sie fiir einen Spaltenvektor:

T Y1 T1+Y1
—Addition:x—i—y:(;)—i-(;):( : )
Tn Yn l'n"f’yn

Az
— Skalierung: A€ R: A -z = ( : >

)\"xn

0
— Nullvektor: 0 = ( : >
0

Unterschied: Wird bei der Matrizenmultiplikation deutlich werden.

Satz 1.3. Rechenregeln
r+(y+2)=(r+y)+2

rT+Yy=y+zx
r+0==x
—z=(-1)-z

AMpz) = ()
A+ p)-z= X x+ px

Definition 1.4. Skalarprodukt
(,):R"xR" >R

2 Y1
Fiir x = ( : > und y = ( : ) definiert man ein sogenanntes Skalarprodukt: (x,y) — (x,y) :=
Tn Yn

T1Yy1 + -+ Tnln
(x,y) ist linear in = (bei festem y) und linear in y (bei festem x). Das nennt man bilinear.



Satz 1.5. Rechenregeln

(

(

(,y +y) = (v, y) + (2,9)
(0,y) =0

<)\x,y> =X <l‘,y>

(z,py) = p- (2, 9)

My : (x,y) =0) = =0

Beweis. Angenommen x # 0 = 3i : x; # 0.

0

Setze y = i , also y; = {

0

1 j=i
0 j#i

Dann gilt 0 = (x,y) = z; - y; = x;. Widerspruch.

Das waren algebraische Aspekte (unabhéngig von R, gilt in jedem Koérper K bzw. in seinem Spal-

tenvektorraum K")

1.1.2 Geometrische Aspekte

Definition 1.6.

e Betrag: ||z := \/(z,7) = /27 + 23 + ... Diese Formel ist die Verallgemeinerung des Satzes

des Pythagoras im R"

e Matriz = rechteckiges Zahlenschema A =

x

o Winkelmessung: cos (z,y) = W

ol (xv Y F# O)
all a2 . A1n
a21 az2 ... QG2pn

aml aGm2 ... Omn

Der erste Index zdhlt die Zeilen, der zweite Index zéhlt die Spalten.

Spalte: S;(A) j-te Spalte

Zeile: Z;(A) i-te Zeile

o Nullmatriz alle Eintrége 0

e Skalierung von Matrizen: X - A = jedes Element mit Lambda multiplizieren

e Addition, Subtraktion von Matrizen erfolgt komponentenweise:

aill ai19 e A1n
asy as9 e aon,

aAml Am2 ... mn

bin air + b1 a2+ bia
bay, a1 +ba1  az + b
bmn am1 + bml am2 + bm2

a1p + bin
a2y + bay,

Umn + bmn



Die Matrix A € R™" kann als Riesenspaltenvektor oder Riesenzeilenvektor oder Mittelweg
mit n Spalten und m Zeilen aufgefasst werden.

Das Produkt einer (m x n)-Matrix A mit einem Spaltenvektor x liefert einen neuen Spal-

tenvektor:
ai; a2 ... Gin 1 a11x1 + aipxs + -+ a1pTy
az1 a2 ... Q2p T2 a21x1 + a2T2 + - - - + a2p Ty
A-x= . =
aml Am2 ... Gmn Tn Ap1X1 + @p2T2 + -« - - + GppTn

Satz 1.7. Wir betrachten die Multiplikation mit einem festem A als Funktion als Funktion Ty :
R" - R™ z — Ax.

e T4(0)=0
[ ) TA(A.%') = )\TA(.%')

o Ty(x' +2")=Ta(x") + Ta(z")

1.1.3 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.8. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System von m Gleichungen in n
Unbekannten z1, ..., x, der Art:

(Gl) a11x1 + a1rs + ... + a1pTy, = b1
(Gm) Am1T1 + Ao + ... + GpnTn = by
Die a;; mit ¢ = 1,...,n und j = 1,...,m heiflen Koeflizienten die b; = 1,...,m heilen Werte des

LGS. Wichtig: alles ist durchnummeriert.

Kompakte Schreibweise
A = (ai;) = Matrix der Koeffizienten

x
x = | : | = Spaltenvektor der Unbekannten
In
b
b= : | Spaltenvektor der Werte
bm
A-z=0
Notation:

Gegeben A und b
(A|b) = erweiterte Matrix



z1

Definition 1.9. Ein x = | : |, der simultan alle Gleichungen 16st, heifit Losung des LGS.
T,
z1
LAb)=z=] : | eR"Az =bCR"
Tn

Bemerkung 1.10. 1. AeR"™ x € R" b e R™
2. Alles ist durchnummeriert

3. Es ist moglich, dass alle Koeffizienten = 0 sind: A = 0 ("triviales” LGS)

R, b=0
£(0|b):{® b2 0

4. Es ist moglich, dass eine Zeile von A null ist.
bj = 0 = Diese Gleichung ist iiberfliissig, b # 0 = L(A[b) =0

5. Es kann sein, dass eine Spalte von A null ist
ajp =ag =..=0 = uxz ”iiberﬂiissig”

Definition 1.11. Ist b = 0, so heifit das LGS (A|0) homogen. Ist b # 0 so heifit das LGS inhomogen.

Bemerkung 1.12. Was hat das alles mit Ty : R™ — R™ zu tun?
r—y:=A-x

1. (Alb) hat eine Losung (d.h. L(A]b) # () genau dann, wenn b € Bild(T4) = Ta(R") =
Wertemenge gibt, es also ein x € R™ mit Ty(z) = b gibt.

2. 0 € L£(A|0) (d.h. £(A[0) # 0)

Ein homogenes System hat immer mindestens eine Losung, ndmlich die triviale Losung « = 0.

1.1.4 Struktur der Losungsmenge
Satz 1.13. (homogener Fall)

(i) (A|0) hat immer die triviale Lésung
(i) x € L(A|0) = Az € L(A|0)
(iii) z,2' € L(A|0) = x+ 2’ € L(A|0)
Satz 1.14. (inhomogener Fall)
(i) x,2' € LIA]D) = x — 2’ € L(A|0)

(ii) Sei T € L(AD)



Dann gibt es zu jeder anderen Losung x € L(A|b) genau eine Lisung ¢ des homogenen Systems
mit x =T + &

Beweis. (i) z,2' € L(A|b) = Ax =b,Ax' =
Az — A =b—-b=0
Alz —2')=0
Also x — 2’ € L(A|0)

(ii) Es gilt AT =10
Ist x € L(Ab), also Az = b, so haben wir nach (i) x — 7 = £ € L(A|0)
Also: x =T+ ¢
Und € ist eindeutig bestimmt: x — 7 = ¢
r—xT=¢
= ¢=¢
O

1.1.5 GauB-Algorithmus

Das Ziel des Gau-Algorithmus ist es, ein LGS Ax = b durch Zeilenumformungen in die sogenannte
Zeilenstufenform zu bringen; d.h. am Ende soll unser LGS folgendermaflen aussehen:

iy I3 i,

* r
(A" | b) = L
0 *
0 *
0 0
~—
d

Die Eintréige e sind von Null verschieden, * ist beliebig und alles unter der Treppenlinie ist Null.
Die Groflen d und r werden wichtige Charakteristiken sein.
Weil wir nur Zeilenumformungen verwenden werden, gilt:

L(A|b) = L(A'|Y)
Und wir erhalten rekursiv eine Darstellung der Losungsmenge.

Wir definieren zunéchst den Begriff der Treppenfunktion.

Definition 1.15. Eine Treppenfunktion 7 ist eine Funktion, die Spaltennummern 0,1,...,n auf
Zeilennummern 0, 1, ..., m abbildet, sodass folgende Eigenschaften gelten:

e 7(0)=0

e 7(j) <7(j+1) (1 <j <n) monoton



o 7(j)=7(j —Dodert(j — 1) +1 (1 < j < n) Stufenhthe <1

Eine Matrix A € Maty, ,(R) ist in Zeilenstufenform, wenn es eine treppenfunktion 7 gibt, sodass
gilt:

e (ZSF 1) a;; =0fiir i > 7(j)(1 <i<m,1 < j <n)
e (ZSF 2) a;; # 0 fur i = 7(j), falls 7(j) > 7(j — 1) (1 <j < n)

Bemerkung 1.16. Wir werden zwar den Gauf-Algorithmus auf die erweiterte Matrix (A|b) an-
wenden, aber die Treppenfunktion bezieht sich nur auf A; wie werden sagen, (A|b) sei in Zeilenstu-
fenform, wenn A in Zeilenstufenform ist.

Bemerkung 1.17. e Wir nennen die Stellen 1 < j; < ... < j, < n, an dem 7 springt (also
7(jr) = 7(jr — 1) + 1 die Sprungstellen.

e Die Anzahl der Sprungstellen nennen wir den Rang rg(A) = r der Matrix (oder auch Zeilen-
rang); es ist immer 0 < r < m,n

Gauf3-Algorithmus

Eingabe (Alb)

Ae Maty,,(A),be R™

Start: Setze p — 0,¢ — 0 (Hilfsvariablen)

1. Suche in den Spalten S;(A) in der Reihenfolge j = ¢ + 1,...,n einen Eintrag a;; # 0 in der
Reihenfolge i =p+1,...,m
e Gibt es kein solchen a;;, so gehe zu ENDE.

e Sei a;; # 0 mit j minimal unter ¢ < j < n und ¢ minimal unter p < ¢ <m

2. Vertausche Zeile ¢ mit Zeile p + 1

3. Subtrahiere von Zeile i + 1 das ap“qq -fache der Zeile p.

Subtrahiere von Zeile 7 + 2 das ap“q <_fache der Zeile p.

Subtrahiere von Zeile m das ‘f;:—f—fache der Zeile p.

4. Setzep - p+1,9 — j.
e Ist p = m oder ¢ = n, gehe zu ENDE
e Sonst gehe zu 1.

ENDE.
Ausgabe: (A’|b) in Zeilenstufenform.

Bemerkung 1.18. Man nennt das a;; in 1. ein Pivotelement.

Satz 1.19. Jedes LGS (Alb) wird durch den Gauf-Algorithmus in ein dquivalentes LGS (A'|b') mit
gleicher Lésungsmenge tiberfiihrt.

Beweis. 1. Zunichst ist offensichtlich, dass fiir A = 0 das LGS (0]b) bereits in Zeilenstufenform
ist, und zwar fiir die konstante Treppenfunktion 7(0) = 7(1) = ... = 7(n) = 0. Wie fithren
den Beweis durch Induktion iiber m.

2. Firm = 1 und A # 0 sei a;1 = ... = a1j—1 = 0 und az; # 0. Dann ist A bereits in
Zeilenstufenform mit 7(0) = ... =7(j — 1) =0und 7(j) = ... = 7(n) = L.



3. Fiir m > 1 fithrt ein erster Durchlauf des GauB-Algorithmus fiir A # 0 an einem ersten
Pivotelement a;,;, # 0. Nach Vertauschen und den Subtraktionen haben wir ein System
und eine partiell definierte Treppenfunktion. Der zweite Durchlauf des Gauf3-Algorithmus ist
eigentlich ein erster Durchlauf auf das neue System. Dieses hat noch m — 1 Zeilen. Nach

Induktion wird es in Zeilenstufenform iiberfiihrt.
O
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2 Korper und Vektorraume

2.1 Korper

2.1.1 Korperaxiome und Unterkorper

Definition 2.1. Ein Kdrper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + (Addition),- (Multipli-
kation), die die folgenden Eigenschaften erfiillen:

e Addition K x K —» K
1. a+ (b+c¢) = (a+ b) + ¢ (Assoziativitét)
2. a+b=">b+ a (Kommutativitit)

3. Es gibt ein neutrales Element der Addition & € K, sodass fiir alle x € K gilt £ + z = .
Dieses bezeichnen wir mit 0.

4. Zu jedem Element x € K gibt es ein Element —z € K, sodass = + (—z) = 0. (Existenz
von additiv Inversen)
e Multiplikation K x K — K
5. a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitit)
6. a-b=">-a (Kommutativitét)

7. Es gibt ein neutrales Element der Multiplikation £ € K, sodass fiir alle z € K gilt
Z - x = x. Dieses Element bezeichnen wir mit 1.

8. Zu jedem Element z € K gibt es ein Element 2! € K, sodass z -2~ = 1. (Existenz von
multiplikativ Inversen)

e Zusammenhang zwischen Addition und Multiplikation
9. a-(b+c¢)=(a+b)-c (Distributivitit)
10. 1#0

Definition 2.2. Eine Teilmenge K’ C K eines Kérpers K nennen wir Unterkdrper, wenn sie die
folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. ,ye K =24y e K,z -y e K (Abgeschlossenheit beziiglich Addition und Multiplikation)
2. 0,1eK

3. reK = —xek

4. reK =a21ekK

Bemerkung 2.3. Wie wir es aus der Schule gewohnt sind, schreiben wir vereinfachend x — y statt
z + (—y) und % statt - y~!. Dies sind jedoch erstmal nur Notationen, da wir keine Verkniipfung
—, oder / definiert haben.

Beispiel 2.4. Beispiele fiir Korper, die uns allen geldufig sind sind die reellen Zahlen (R, +,-),
die rationalen Zahlen (Q,+,-), oder auch die komplexen Zahlen (C,+,-), welche wir im néchsten
Abschnitt definieren werden. Ein Beispiel fiir einen Teilkorper von R, der nicht der Kérper rationalen

Zahlen ist, ist (Q [\/5] ,+,+), wobei Q [\/ﬂ = {a + bV2|a,b € 7}

11



2.1.2 Komplexe Zahlen

Definition 2.5. Der Kérper der komplexen Zahlen C besteht aus der Menge R? zusammen mit
den Verkniipfungen

o (zy)+ (@) =@+ y+y)

o (zy) (@ y)=(x 2 —y-yx-y+2"-y)
Es ist:

e Oc =(0,0)

o lc =¢e;=(1,0)

i _(xvy) = (_x7_y)

o (2.9)" = (. )
wie sich jeweils leicht nachrechnen liisst. Des weiteren stellen wir fest, dass (ep)? = (0,1)% = (—1,0)
und nennen eq die imagindre Einheit i. Wir schreiben (x,y) = = + iy.
Dass fiir Addition und Multiplikation die gewiinschten Eigenschaften (Assoziativitidt, Kommutati-
vitdt, Distributivitéit) gelten lasst sich leicht nachrechnen.

Definition 2.6. z = (z,y) € C kann als Zahl in der Gaufischen Zahlenebene interpretiert werden,
die durch einen Winkel und eine Lénge definiert ist.

2i

r= 22+ ¢
i y = rsin(p)
0i ¥
-1 Q 1 2 3 4
x = rcos(yp)

=i

mit 0 < ¢ < 27 und 7 = /22 + 9?2 ist diese Darstellung eindeutig, wobei

x =rcos(p)
y = rsin(p)

r und ¢ nennen wir die Polarkoordinaten von z. Wir schreiben z = (r; ¢)

2.1.3 Endliche Kérper

Bemerkung 2.7. Nachdem alle Korper, die uns bis hier hin begegnet sind unendlich viele Elemente
hatten wollen wir nun versuchen zu einer Primzahl p einen Korper mit genau p Elementen, also
einen endlichen Korper zu finden.

Definition 2.8. Man kann zeigen, dass es zu gegebenen n,z € Z,n > 1 eindeutige Zahlen a,r €
Z gibt mit 0 < r < n, sodass z = an + r. Dies ist die Division durch n mit Rest r. Fiir ein
gegebenes n wollen wir alle Zahlen als gleich auffassen, bei denen r gleich ist und sie in einer Menge
zusammenfassen. Wir bezeichnen die Menge

[z] = {2 € Z|Z =d'n+r,d € Z} = {7 € Z|' — z ohne Rest durch n teilbar}

als die Restklasse von z modulo n. Und nennen 2’ € [z] Reprisentant der Restklasse.
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2.1.4 Inverse in I,

Satz 2.9. Es seien a,b € N mit 0 < b < a, dann gilt:

1. Der ggT'(a,b) ist der letzte nicht verschwindende Rest r, der folgenden Kette von Divisionen-
a=qb+nr mit 0<ri<bq,m1 €N
b=qor1+ro mit 0<re<ry;qa,r2 €N
mit-Rest 11 = q3ra + 11
Tn—2 = qpnTn—1+r, mit 0<7r, <rp_1;qn,m €N
Tn—1 = qn+1Tn mit qn+1 €N

2. Es gibt o, 8 € Z mit der Eigenschaft
99T (a,b) = aa + Bb.

Beweis.

1. Da die r; strikt fallend, denn b > ry > ro > ... > r, > r41 = 0, bricht der Algorithmus ab.
Ist t € Z ein Teiler von a und b, so ist t auch Teiler von r; und damit auch von ro usw. bis
schliefllich 7,,. Umgekehrt gilt: Ist ¢ Teiler von r,, so auch von r,_1,7,_2, usw. bis @ und b.

2. Lose die Gleichung riickwérts auf und setze ein.
O

2.1.5 Charakteristik eines Korpers

Bisher konnte man den Eindruck gewinnen als lige A € N in K, da 6fters schon so gerechnet wurde.
Dies ist nicht so. Zwar gilt NC Z C Q C R C C, aber N C Z sind keine Teilmenge von F,. Daher
soll von jetzt an als Vereinbarung gelten, dass fiir n € Z und z € K gilt

ne =+ + ...+ (n-mal).

Dies ist also nicht die Multiplikation von Koérperelementen. Nun das Ganze etwas genauer in fol-
gender

Definition 2.10. Fiir jedes n € Z gilt:

Also

Definition 2.11. Falls kein ¢, = 0 mit n > 0, so hat K die Charakteristik 0, und schreibt
char(K) = 0.

Andernfalls nennt man das kleinste n > 1 mit &, = 0 die Charakteristik von K, schreibe
char(K) = n.

Beispiel 2.12. 1. char(Q) = char(R) = char(C) =0

2. char(F,) = p (p ist eine Primzahl)

13



Bemerkung 2.13. Ist char(K) = 0, so ist Q ein Unterkorper.
Denn
Q —K

n -1
_— ’H en . En s
m

so ergibt sich e, + & = €445 und &, - €5 = £4p und somit erhélt man ein K' = {z — ¢, - ejnl\n, m €
ZANm # 0} mit g =0 und ¢; = 1.

Definition 2.14. Eine Funktion ¢ : K — K’ zwischen zwei Kérpern heifit Kdrperhomomorphismus,
falls gilt

¢z +y) = o(x) + ¢(y)

oz - y) = o(x) - ¢(y)

#(0) = 0 und damit auch ¢(—z) = —¢(x)

#(1) = 1 und damit auch ¢(z~!) = ¢(z)~!, falls ¢ injektiv und = # 0

Beispiel 2.15. R < C mit z — (z,0) ist ein Kdrperisomorphismus auf einem Unterkorper.

Satz 2.16. Ist char(K) > 0, so ist char(K) eine Primzahl.

Beweis. Sei char(K) =n mit n >0 und n = a-b mit a,b € N sowie 1 < a, b < n. Das heifit n ist
keine Primzahl. Dann wire 0 = &,, = €, - £ mit &4, &p # 0 und somit géib es einen Nullteiler. O

2.2 Vektorraume
2.2.1 Vektorraumaxiome
Im folgenden Abschnitt ist mit K immer ein Korper gemeint.

Definition 2.17. Ein Vektorraum V {iber K ist eine Menge mit einer Verkniipfung und einer
Operation.
Addition:

+:V XV —Vmnit (z,y) —z+y

Skalierung:
KXV — Vmit (\,z) — \-x

mit den folgenden Eigenschaften:

1. Ve,yeV: z4+y=y+=x

2. Vz,y,zeV: z+y+z2)=@+y) +=2

3. 0eVVvVreV: 24+0=2=0+zx

4. VeeVi—-z: x4+ (—x)=0=(-2)+=z

5. VeeV,VaipueK: X (p-z)=0N-p) -
6. VxeV: l-z=x

7.V e K, Vz,yeV: X(z+y)=A-z+A-y

8. VeV, VaueK: (A+p)-z=Xz+p-x

14



Proposition 2.18. 1. 0-2=0

2.2-0=0

3. (1) z=—x

4. VAeKvVzeV: Ax=0 = A=0oderz=0
Beweis. Ubungsaufgabe O
Beispiel 2.19.

1. K™ mit n > 0 ist ein Vektorraum. Denn die Addition ist definiert
T1 Y1 141 1 Az
durch( : ) + : = ( : und die Skalierung durch A - < : ) = < : ) Die

Eigenschaften sind leicht nachzupriifen.

2. Insbesondere ist K = {0} der triviale Vektorraum und K' Vektorraum iiber sich selbst.

3. Auch Mat,, ,(K) mit festem m,n € N ist ein Vektoraum. Auch hier lassen sich Addition
und Skalierung sowie deren Eigenschaften leicht nachweisen.

Bemerkung 2.20. Vektorrdume iiber Q, R bzw. C nennt man rational, reell bzw. komplex.

2.2.2 Unterraum

Sei V im Folgenden ein K-Vektorraum.
Definition 2.21. Eine Teilmenge U C V heifit Unterraum von V, falls gilt
1. u,u/ € U = u+u' € U (abgeschlossen unter der Addition)
2. 0eKueU = X-ueU (abgeschlossen unter Skalierung)
Bemerkung 2.22. Sei u € U beliebig und A = 0, dann folgt daraus 0-u =0 € U.
Beispiel 2.23.
1. U =0 = {0} ist Unterraum in jedem Vektorraum.

2. V=K"i=1,..nU; :={z=(x1,...,x5) € K"|z; = 0} ist Unterraum von V.
Ur={x=(21,...,2n) € K"z; =0 fiiri € I} I C 1,...,n ist Unterraum von V.

3. V=K" U={z=(x1,...,n) € K"z1 + 22 + ... + 2,, = 0} ist Unterraum von V.

4. veV U = {tv|t € K} ist Unterraum von V. Diesen Unterraum bezeichnet man auch als
Spann bzw. lineares FErzeugnis von v. Manchmal nennt man ihn auch lineare Hiille von v.
Doch dazu spéter mehr.

5. Sei u,v,w € V, dann ist U = Span(u,v,w) = {x = A+ pv + vw € V|, uv € K}
6. (A|0) sei homogenes LGS und A € Mat,, ,(K), dann ist L(A|0) C K" ein Unterraum.

7. Uy, Us seien Unterrdume von V', dann ist auch U = Uy N Us ein Unterraum von V.
Allgemeiner: U; C Vi€ I = U :=();c; U;. I muss nicht endlich sein. Achtung! Die
Vereinigung von Unterrdumen sind im Allgemeinen keine Unterrdume mehr. Als einfaches
Beispiel dafiir dienen hier die beiden Koordinatenachsen des R? als Unterrdume. Addiert
man némlich (1,0) aus dem x-Achsen-Unterraum zu (0, 1) aus dem y-Achsen-Unterraum, so
erhélt man (1,1). (1,1) liegt aber nicht in der Vereinigung von den beiden
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Koordinatenachsen. Achtung! Auch das mengenméfiige Komplement ist im Allgemeinen
kein Unterraum. Das orthogonale Komplement allerdings schon. Denn sei V' = R"™ und

ni
n = ( : ), dann ist U = {z € R"|z1n1+, ..., +x,n, = 0}

Nn

2.2.3 Korperwechsel

K X L—L
L X L—L

Nz)—= Az

I

(A x) —— Az

2.3 Lineare Abbildungen

Im folgenden bezeichne K einen Koérper; V' und W seien Vektorrdume iiber K (Man sagt auch:
K-Vektorrdume).

Definition 2.24. Eine Funktion f : V — W ist eine lineare Abbildung, falls gilt:
(i) f(0)=0
(i) f(z+y) = f(z)+ f(y), mit z,y €V

(iii) f(Az) =Af(x), mit \e K,z e V.

Hierbei folgt (i) offensichtlich aus (iii): f(0) = f(0-0) =0- f(0) = 0.

Lineare Abbildungen sind die zentralen Objekte der linearen Algebra; man kénnte diese auch als
Studium der linearen Abbildungen bezeichnen. Wir betrachten nun einige Beispiele:

Beispiel 2.25. 1. Die Multiplikation einer Matrix A mit einem Vektor x, wie wir sie bereits
direkt zu Beginn eingefiihrt haben, ist eine lineare Abbildung: V = K" W = K™; A €
Mat,, » (K)

f=T4: K" — K" x+— A-x

2. Fiir ein A € Maty, ,(K) haben wir ein lineares Gleichungssysteme studiert. Ein Ergebnis
war W = L(A|0) C K", die Losungsmenge im homogenen Fall ist ein Untervektorraum. Mit
r =rg(A) und | = n — r erhalten wir die bekannte Parameterdarstellung des Losungsraums
als lineare Abbildung:

f: K —s £(A]0)
ur— L(u)

Diese lineare Abbildung ist auflerdem bijektiv. (Eine solche Abbildung nennt man auch Iso-
morphismus.)

3. Geometrische Beispiele: Drehung, Streckung, Scherung und Spiegelung im R? lassen sich als
Matrizenmultipliktion darstellen und sind somit lineare Abbildungen.

f=T4: R —SRiz+— Az

16



Die zur Drehung um ¢ assoziierte Matrix ist
_ [cos(¢) —sin(¢)
~ \sin(¢)  cos(¢)

Die Matrix zur Streckung um A; entlang der z-Achse und um Ay entlang der y-Achse ist:

=0 06— 60)

Bei der Scherung bleibt eine Achse erhalten, in diesem Beispiel die z-Achse:

A= (o 9:0) = (o)

( )
y

=L )0

die Spiegelung an der Winkelhalbierenden ist gegeben durch

(0 1\ (=z Y
=006~ C)
Auch die Projektion ist eine lineare Abbildung. Jeder Vektor v € V = R? kann eindeutig
geschrieben werden als v = w + w’ mit w € W und einem Vektor w’, der auf der Geraden
liegt, die von @' aufgespannt wird. Die Projektion 7 : R2 =V — W, w + v’ = v — w ist eine
(surjektive!) lineare Abbildung.

. Analytische Beispiele
Auf dem Vektorraum V = C9TH(R) der (¢+1)-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen
(mit der Addition (f+g¢)(z) := f(x)+g(x), f,g € V) ist die Ableitung eine lineare Abbildung:
D : CT(R) — CY(R)
fr=f

Hierbei bezeichnet f'(x) = -L f(x) die Ableitung von f nach z. Wegen der bekannten Ablei-

X
tungsregeln, dass die Ableitung der Summe gleich der Summe der Ableitungen ist, und dass

die Ableitung einer skalierten Funktion gleich der skalierten Ableitung ist, sind Ableitungen
lineare Abbildungen. Insbesondere gilt fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen (¢ = 00):

D : C®(R) — C™(R)
fr—f

Auf dem Vektorraum V = L'([0,1]) der iiber [0, 1] integrierbaren Funktionen ist die Integra-
tion eine lineare Abbildung.

I:LY[0,1]) —

R
Fr— /af(x)dx
b

mit a,b € [0,1]. Hier gilt die analoge Regel, dass das Integral einer Summe gleich der Summe
der Integrale ist.
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Betrachten wir als letztes Beispeil V' = Fp,,,, den Vektorraum der reellen konvergenten Folgen
a = (ag,ai,...). Die Grenzwertbildung ist eine lineare Abbildung:

lim:V = Frono — R

a = (an) = (ag,a1,...) — lim a,
n—oo

Die Summe zweier konvergenter Folgen ist wieder eine konvergente Folge, also ist die Grenz-
wertbildung eine lineare Abbildung:

(an) — limay,, b, — limb,
(an) + (bp) — lim a,, + lim b,,.
Proposition 2.26. Es seien U, V, W Vektorrdume iiber K, dann gilt:
(i) Die Identitét idy : V — V, & —— x ist linear.

(ii)) Sind f : U — V und g : V — W lineare Abbildungen, dann auch die Verkniipfung go f :
U—-W.

(iii) Die Nullabbildung 0 : V' — W,z + 0 ist eine lineare Abbildung.

(iv) Sind f, f’ lineare Abbildungen, dann ist auch Af, definiert durch (A\f)(z) = A\f(x), mit A € K,
wieder eine lineare Abbildung.

(v) Genauso ist auch f+ f" mit (f + f/)(x) = f(x) + f/'(x) eine lineare Abbildung. Beides folgt
einfach aus der Tatsache, dass f und f’ lineare Abbildungen sind (f’ ist nicht die Ableitung
von f1).

(vi) Sei f : V. — W eine lineare bijektive Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung
f~1: W — V linear.

Beweis von Proposition (vi). Zu zeigen: f~1(z+y) = f~ (z)+f"1(y). Seien x,y € W. Da f bijektiv
ist gilt: ',y € V:x = f(a'),y = f(v); ,3'“ bedeutet ,es gibt eindeutig”. Dann folgt mit der
Linearitét von f:

ety = @)+ W) =@ +y) =" +y = @) + ()
Damit haben wir die Bedingung (ii) aus Definition

Definition 2.27. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen.

(i) Die Teilmenge von W im(f) = f(V) :={z € Wiz = f(2') fiir 2’ € V} C W heiit Bild von f
(engl. image).

(ii) Die Teilmenge von V ker(f) = f~1(0) := {z € V|f(x) = 0} C V heifit Kern von f (engl.
kernel).

Proposition 2.28. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen.
(i) Das Bild im(f) ist ein Untervektorraum in W.
(ii) Der Kern ker(f) ist ein Untervektorraum in V.

(iii) Ist b € im(f) und etwa f(£) = b, so ist f~1(b) ein affiner Unterraum und zwar f~1(b) =
ker(f) +¢&.

Ein Spezialfall von (iii) ist, dass die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems im inhomoge-
nen Fall ein affiner Unterraum ist.
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Beweis. (i) Seien z,y € im(f), sodass x = f(2/),y = f(y) fiir ',y € V. Daraus folgt, dass
x+y=f@)+ fy) = f(2' +v). Also liegt x + y im Bild von f.

(ii) Seien z,y € V mit f(z) = f(y) =0, also z,y € ker(f). Dann gilt f(zx+y) = f(x)+ f(y) = 0.
Damit liegt auch « + y im Kern von f{.

(iii) Sei b € im(f) mit f(§) = b. Fiir x € V mit f(x) = b gilt:
fle =& =flx) - f(§)=b-b=0

Also liegt x — £ im Kern von f.
O

Beispiel 2.29. Betrachten wir wieder die Matrizenmultipliktion: f = T4 : K® — K", x +— Tx(z) =
A -z mit A € Mat,, ,,(K).

- ker(T4) = T;*(0) = L(A|0). Der Kern ist der Losungsraum des assoziierten linearen Glei-
chungssystems im homogenen Fall.

- im(T4) = {b € K™|L(A|b) #}. Das Bild ist die Menge der Vektoren, fiir die das assoziierte
lineare Gleichungssystem im inhomogenen Fall 16sbar ist.

- Falls b € im(T4) mit etwa Ta(£) = b, so ist T ' (b) = L(AJb) = L(A]0) + £, der Losungsraum
des inhomogenen und l6sbaren Falls.

Beispiel 2.30. Die komplexe Konjugation ~ ist ein Beispiel fiir eine Abbildung, die R-linear, aber
nicht C-linear ist.

—:C->C
=4y zZ=T—1y
Die komplexe Konjugation ist ein Kérperisomorphismus, denn
0=0; 1=1; 21 + 20 = 21 + z2; z122 = 71 - 22 (Multiplikativitit).

C-Linearitit wiirde bedeuten zZ1z3 = z1-Z3. Die Abbildung kann also nicht sowohl ein Kérperisomorphismus
sein als auch C-linear. Da die komplexe Konjugation multiplikativ ist, ist sie lediglich R-linear:

Az=XAz& A=)A& \eR=TFix(7)

Definition 2.31. Seien V, W Vektorrdume iiber K. Eine Funktion f : V — W heifit affin, falls es
eine linere Abbildung ¢ : V' — W gibt, und ein b € W mit f(z) = ¢(z) + b.

Beispiel 2.32.

1. Die Translation 7, : W — W mit 0 # b € W, w — +b ist immer eine affine Abbildung

2. Die Abbildung f(x) = mz + b mit m € K ist eine affine Abbildung. Achtung!: In der Schule
und der Analysis werde solche Funktionen als lineare Funktionen bezeichnet. In der linearen
Algebra sind dies aber im allgemeinen affine Funktionen!

3. Wir betrachten die Parameterdarstellung der Losungsmenge L(A[b) eines Linearen Glei-
chungssystems (A|b) der Gréfie m x n, wobei A € Mat,, ,(K),b € K", r =rg(A),l=n—r
Es sei L die Parameterdarstellung fiir den homogenen Fall, also

LR = L(Ab); U = (Up, Uy, ..., U.) — LO°(U) = (Uy, L1, Uy, Ly, Us, . ..., Ly, U,)
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wobei Ly = L1(Uy,Us,...,U,), Ly = Lao(Us,Us, ..., U,),...,L, = L,(U,) Nun suchen wir uns
irgend eine Losung £ € LA|b des inhomogenen Gleichungssystems. Fiir den Losungsraum des
inhomogenen Gleichungssystems gilt nun:

L=L"+&LU)=LU) +¢

4. Es sei f eine affine Abbildung. Offenbar ist f(0) = b die Translationskonstante, wihrend
f(z) —b = ®(x) der so genannte lineare Anteil ist. Damit hat man fiir affine Abbildungen
folgende Gleichungen:

fAz) —b=A(f(z) - b)
fle+y) =b=(f(x) =b) + (f(y) = b) = f(z) + f(y) — 2b

5. Ist f eine lineare Abbildung, so ist Im(f) C W ein linearer Unterraum.
Ist f eine affine Abbildung, so ist Im(f) C W ein affiner Unterraum.

Proposition 2.33. Es sei K C L ein Unterkoérper von L (genau wie Q C R C C) und V ein
Vektorraum iiber L. Wir wissen, dass V' dann auch ein K-Vektorraum ist. Es kommt aber vor, dass
eine Funktion f : V — W zwar linear ist, wenn man V als K-Vektorraum betrachtet, es jedoch
nicht ist, wenn man V als L-Vektorraum betrachtet.

Beispiel 2.34. Ein Beispiel fiir die eben genannten Funktionen ist die komplexe Konjugation iiber
R und C.

Co>Cir4+iy=z—z=x—1y
Diese Abbildung ist R-Linear, da man leicht nachrechnen kann, dass A(z,y) — (x,—y). Sie ist
jedoch nicht C-Linear, wie man leicht am Beispiel der Multiplikation mit i sieht. Es ist:

i (i‘,y) =1 (:Ea _y) = (m,y) 7£ (_:Ea _y) = (—y,:v) =1 (x,y)

Abgesehen von der Linearitéit bei Multiplikation mit einer komplexen Zahl besitzt die komplexe
Konjugation aber viele niitzliche Eigenschaften. Fiir 21, zo € C gilt ndmlich

21t 22 =21+ 22

z1 22

N
AR
N
o}

Il

2.3.1 Morphismen
Definition 2.35. Es sei f: V — W eine lineare Abbildung, dann heifit f

Monomorphismus, wenn f injektiv
Epimorphismus, wenn f surjektiv
Isomorphismus, wenn f bijektiv Endomorphismus, wenn V' = W Automorphismus, wenn V = W,
f bijektiv
Proposition 2.36. Es seien f: V — W, g: W — U linear. Dann gilt
e f ist ein Monomorphismus < ker(f) =0

e go f ist ein Monomorphismus < f ist ein Monomorphismus

e go f ist ein Epimorphismus < f ist ein Epimorphismus
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3 Basen und Dimension

3.1 Erzeugendensystem

Definition 3.1. Es sei V ein K-Vektorraum, v, eq,es,....,e, € V, A, Ao, ..., A, € K und

v=MNe1+ ...+ \en (*)
Wir nennen (%) eine Linearkombination (der ey, ..., e, iiber K), oder eine lineare Darstellung von v
(durch ey, ..., e, iiber K). Ist v = 0, so nennt man (x) eine lineare Relation zwischen den e, ..., e,
(iiber K). Sind alle Ay = A2 = ... = A, = 0, so nennt man (x) eine triviale Linearkombination, oder

triviale Darstellung von v = 0, oder eine triviale Relation.
Definition 3.2. Es sei £ C V eine Teilmenge von V. Dann heifit
Span(§) := {v € V|Es gibt endlich viele ey, ..., e, € £ und A1, ..., A, € Kso dass v = Aje1+...+ \en}
Der Spann, oder das lineare Erzeugnis von £ in V. Wir vereinbaren, dass Span(f)) = {0} = 0.
Beispiel 3.3. 1. Ist £ = {0}, so ist Span(§) =0

2. Ist u e V, #0, so ist Span({u}) die von u aufgespannte Gerade.

3. Sind wuj,uz # 0 nicht kollinear, also weder u; € Span(ug) noch us € Span(uy), so ist
Span(uy,us) eine Ebene.

4. Ist V = K", so nennen wir ¢; = (0,0,..., % N ,...,0) den i-ten Einheitsvektor. Fiir 0 <
i-te Stelle

m < nist &, = {e1,...,en} und Span(&,,) = K™ C K", wobei einfach die letzten n — m
Koordinaten 0 sind.

5. Ist V=R, K=Q,¢={1,v2}, soist Span(¢) = {a + bv2|a,b € Q} = Q [V2]

6. Sind U; C V,i € I Untervektorrdume eines Vektorraumes V und ist £ = U U;, so nennen wir
Span(§) = i—ei—IUi die Interne Summe der U; <

Proposition 3.4. Es Sei £ C V eine Teilmenge von V'

1. 0 € Span(€)

2. £ C Span(&) insbesondere ist Span(V) =V

3. Span(U) = U, falls U ein UVR ist

4. Span(Span(U)) = Span(U)

5. Span(§) ist der kleinste UVR von V, der £ enthélt.

6. Span(§) ist der Durchschnitt aller UVR von V' welche £ enthalten.

Definition 3.5. Eine Teilmenge £ heifit Erzeugendensystem von V, falls gilt: Span(E) = V.
V heifit endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt
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Uns interessiert dabei jedoch nur das kleinste Erzeugendensystem, beziehungsweise das
minimale Erzeugendensystem.

Lemma 3.6. Ist £ ein EZS von V und 0 # X € K,e € &, dann ist auch & = (€ — {e}) U{\ e}
mit

E={e,...,e5,...}

§ Mi[A]

5/:{61,...,)\62‘,...}

Beweis. v=X\e1+ -+ \en
’U:)\1€1+"'+%>\Z’6¢+"‘+>\n6n
]

Lemma 3.7. Sei & = {e1,e2,...,€,...,€j,...} ein EZS. Dann ist &' = (€ — {e;}) U {e; + ¢;}
wieder ein EZS.

5:{61,...,61,...,6]',...}

U2y

5’:{61,...,ei—l—ej,...,ej,...}

Beweis. v =Ae1 + -+ \e; + -+ \pen
=Xher+-FNilei )+ (N —N)ej+ -+ Apen
O

Lemma 3.8. Sei & ein EZS von V. Es gidbe in £ eine nicht-triviale Relation, dh. es gibt
€irorosln €EE A, ..., Ay € K wobei nicht alle \; =0 und es gelte 0 = A\e1 +-- -+ Nie; + - -+ A\pepn
und etwa \; # 0. Dann ist &' = & — {e;} wieder ein EZS von V.

Beweis. Es gilt:
e =—x(Mer+ -+ Aiei + 4 Aney)
[+]
[*] = _)\%()\161 oot Nireim1 + Aigr€ip1 + oo+ Apen)
d.h. e; € Span(&) = Span(€ — e;)
Also: wenn immer e; in einer Darstellung eines v € V' vorkommt gilt:
V=€ o oGl e 0,6,
J
= a6y + a4 4 a6,

3.2 Lineare Unabhangigkeit

V' = Vektorraum iiber K
B C V Teilmenge

Definition 3.9. B heiflt linear unabhdngig in V, falls gilt:
b1,...,b, € B sind paarweise verschieden und Aq,..., A, € K.
Wenn A1by + -+ 4+ A\pb, = 0 gilt, dann nur deshalb, weil Ay =--- =\, = 0.

Bemerkung 3.10. B ist NICHT ”von” etwas unabhéngig! Es IST linear unabhéngig.

Bemerkung 3.11. Oder: Jedes b ist VON ALLEN ANDEREN linear unabhéngig.
(< b kann nicht als Linearkombination der anderen geschrieben werden < b ¢ Span(B,{b}))

Bemerkung 3.12. Man sagt: Es gibt keine nicht-triviale Relation unter den Elementen von B.

Bemerkung 3.13. Die Eigenschaft linearer Unabhéngigkeit kommt in der Menge B vor, nicht in
ihren Elementen.
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Bemerkung 3.14. v ist linear unabhéngig von B < v ¢ Span(B).
v ist linear abhéingig von B < v € Span(B).

Bemerkung 3.15. 0 ¢ B, falls B linear unabhéngig.
Denn sonst 0 =A-0,A# 0 z.B. fir A=1

Bemerkung 3.16. Wir setzen B = () ist linear unabhéngig.
Beispiel 3.17. B = {b} ist linear unabhingig < b # 0. Jede Relation miisste lauten A-b =0

Beispiel 3.18. B = {b, b2} ist linear unabhéngig < by, be # 0 mit by, by nicht kolinear
by = Aab2

by = A101

Beides ist nicht moglich, da p1b1 + pebs =0

Beispiel 3.19. V =K, B={ey,...,en}, m < n, Standardeinheitsvektoren ¢; = (0,...0,1,0,...,0),
wobei 1 an i-ter Stelle steht.
B ist linear unabhéngig.

0
1 0
0 L 0
Angenommen Aje; + -+ Adnem =0= A1 | .| +A2 Of +... +x,, [1]| =0
0 0 f
0

1. Koordinate
A1+ X044+ Xy 0=0= X =0
2. Koordinate
A0+ X144+ X -0=0=X=0

m. Koordinate
MO+ + X, 1=0=X,,=0

Satz 3.20. B C V ist genau dann linear unabhdngig, wenn jedes v € Span(B) genau eine (oder
eine eindeutige) Darstellung als Linearkombination besitzt.
v=A1by + -+ N\, fiir ein geeignetes by,..., b, € B, und A1,..., A\, € K.

Beweis. Angenommen wir héitten zwei Darstellungen

v = )‘i1bi1 + -+ )‘anln

v = Aji by + -+ A b,

Dann gilt:

O=v—v=2»Nbj; +---+ N, bi,, = Aj;bj, +---+Xj. b,

Wir fassen zusammen und kiirzen weg. Deshalb kénnen wir folgendes annehmen:
alle b;, und b;, sind paarweise verschieden und alle A;, und A;. # 0

Sind die Darstellungen verschieden, so gibt es mindestens ein b;, = bj,, aber \;, # Ajj.
Dann ist die rechte Seite eine nicht triviale Relation. Aber I3 war als linear unabhéngig angenommen.

Widerspruch! -
V:Pn(K) Bp(x) :a0+a1x+a2x2+...+anxn
ai € K P (x) := a1 + 2a2x + - - - + na,x™ ist die formale Ableitung

W = P, 1(K) Po(K) = K]
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Poo(K) = K[z]

B={l,z,22,..., 2"} C P,(K) sind Stammpolynome. B ist ein EZS und linear unabhiingig.

3.3 Basen

Definition 3.21. Eine Teilmenge B C V eines VR-V {iiber K heifit Basis von V, falls B ein EZS
und linear unabhéngig ist.

Bemerkung 3.22. Eine Basis ist ein minimales EZS und ein maximales linear unabhéngiges
System.

Beispiel 3.23. V =K", B={ey,...,ey}

Beispiel 3.24. V = P(K): B=1,z,22%,...,2"

V=C/C B={1}

V:(C/R 82{61,62}

V=C/K=Q B =?

B = {log2,log3,logh,...} ist ein EZS und somit linear unabhéngig.

Beispiel 3.25. Anwendung: (A | 0) = homogenes LGS, m x n iiber K
Annahme: Die Matrix ist bereits in ZSF

0
0 =
0 * *
0 0 * *
0 * *
0 * *
0O --- 0
0 R 0
1.Zeile = a;
2. Zeile = as

letzte Zeile vor Nullzeilen = a,

r =rang(A), m; =Pivotelemte, ji,...,J, = Sprungstellen der Treppenfunktion

1. Behauptung: Die ersten r Zeilen a4, ..., a, sind linear unabhéngige Vektoren in K".
2. Behauptung: Die Pivotspalten ji,..., j, sind linear unabhéingig in K™.

Anwenden: ay,...,a, € V=K", U = Span(ay,...,ap)

ai G1n
a21 a2n ) . .

. = Zeilenstufenform mit Treppenfunktion
am1 Amn

Gesucht ist eine Basis.
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Nachtrag:

Lemma 3.26. £ C V. Span(E) ist der kleinste ("kleinste obere Schranke”) Untervektorraum von
V, der £ enthdlt.

Beweis. Alle UVR von V bilden einen ”Verband”= Menge X mit einer Ordnungsrelation.

D.h. wir haben:

zwischen je zwei x1, x2 € X kann eine Relation gelten 1 < x2 oder nicht. Es muss nicht Vergleich-
barkeit herrschen. Es kann sein, dass weder x1 < x9 noch zo < xp gilt. O

Beispiel 3.27. X =R, z; < x5 mit der uns bekannten Bedeutung.
Hier:

x1 < x9 oder x9 < x1 oder beides (= z1 = z2)

Dies nennt man eine totale oder lineare Ordnung.

Beispiel 3.28. M = Menge, X = Pot(M) = Potenzmenge = P = Menge aller Teilmengen von M.
M ={1,2}
xX=0

N

{1} {2} Ordnungsrelation : 1 < x9 & x1 C 29
N
{1,2}

Beispiel 3.29. X = N,a < b < a ist Teiler von b.
Es miissen folgende Axiome gelten:

1. Reflexivitat: x <y
2. Transitivitit: c < yAy<y=z <z
Ein maximales Element in X ist ein x € X, sodass gilt: z > zg = = = x¢

Beispiel 3.30. V = VR iiber K,X = Menge der linear unabhéingigen Teilmengen von V', Ord-
nungsrelation = Inklusion

Lemma 3.31. Zorn’sches Lemma
garantiert ein maximales B € X. Es ist dann leicht zu zeigen: B ist auch ein EZS.

Beweis. Angenommen, das ist nicht so. D.h. es gibt ein UVR W mit € C W C Span(E).

Dann gibt es ein x € Span(€) mit x ¢ W, also gibt es geeignete e1,...,e, € & und A1,..., A\, €K
mit £ = Aey + -+ Anen.

Es ist aber:

allee; e W

alle Ae; e W

ABER z = Me1 + -+ + \en € W = Widerspruch! O

Beispiel 3.32. Span(€) ist der Durchschnitt aller UV R, die £ enthalten.

Beweis. Sei Uy(a € I): alle UVR in V mit € C U,. Nach (1) und (2) ist Span(€) ein solches U,.
Also gilt: | Uy € Span(€).

Sei x = A\je1 + -+ - + e, € Span(€) d.h. e; € ) Uy. O

Nachtrag:
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Lemma 3.33. Ist B eine Basis, b; € B,0 # X € K, dann ist B' = (B — {b;} U{\ - b;}) wieder eine
Basis.

Beweis. Aus Lemma 3.2 und Lemma 3.17. O
Lemma 3.34. Ist B eine Basis, b, b; € B, dann ist B' = (B — {b;} U {b; + b;} wieder eine Basis.
Bewets. Aus Lemma 3.3 und Lemma 3.18. O

Lemma 3.35. Austauschsatz von Steinitz

Es sei B={b1,...,bi,...} eine Basis von V und sei b € V. mit einer Darstellung
b= 0B1by 4+ -+ Bibi + - - - + Bpby fir B1,...,Bn € K und etwa B; # 0.

Dann ist B' = (B — {b;} U {b} wieder eine Basis.

Beweis. Sei v € V' dargestellt durch v = A\b1 + -+ + X\ib; + - - - + A\by.
0O.B.d.A. nehmen an: n = m (Ergénzung durch Nullterme, falls n # m)
Dann kénnen wir schreiben:
= (Al—%)b by +(An— Bgff)bn
weil by = —2tby — oo — Flpi — 1 — Bty g — o = Dy
D.h. v ist auch darstellbar durch B. Ist a1by + -+ aib; + - + apb, = 0 eine Relation in B’, so
erhalten wir durch Einsetzten von b daraus eine Realtion in B :
(a1 —aif1)br + -+ aifib + - + (n — @iBn)by = 0
Weil B linear unabhéngig, muss dies eine triviale Relation sein, also
a; — a1 =0

a;fB;i =0 = «a; = 0 — Also ag, = 0 auch fiir ay,...,an

ap — aif3y, =0
Deshalb ist B’ linear unabhéingig. O

Satz 3.36. Euxistenzsatz von Basen
Jeder Vektorraum besitzt eine Basis

Bemerkung 3.37. Wir zeigen dies hier nur fiir endlich abzdhlbar erzeugte V R iiber K, denn
dafiir geniigt die gewOhnliche Induktion. Fiir V R. die {iberabzihlbar erzeugt sind, braucht man
"transfinite Induktion”. Eine Variante ist das Zorn’sche Lemma, welches zum Auswahlaxiom und
zum Wohlordnungssatz dquivalent ist. (sieche Aufgabe 35)

Beweis. (Im endlichen oder abzéhlbaren Fall)
Wir wihlen ein abzihlbares EZS € = {ey,ea,..., ek, ...}. (Ist V endlich erzeugt, so lauft k nur bis
zu diesem einen endlichen n.) Wir betrachten technisch (algorithmisch) £ als eine geordnete Folge.
Wir setzten & := ()
Er={e1,...,eptfirk=1,...,(n),...
Algorithmus (Basisauswahlverfahren)
B:=10
B - Br_1 falls by, € Span(By_1)
e B Uby falls by, ¢ Span(Bg—_1)
(Falls V endlich erzeugt wird, so lduft k£ nur bis n.)

1. By C Bj_1 - nach Konstruktion

2. Span(By) = Span(&) - nach Konstruktion und Induktion
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3. Bj ist linear unabhéngig - nach Induktion, mit Lemma 3.19.
n

J falls V endlich erzeugt ist
Wir setzten B = { k=0

J falls V' abzdhlbar unendlich ist
k=0

4. Bist ein EZS:
Ist v € V durch die ersten k : eq, ..., ex darstellbar, also v = A\1by + - - - + Apbg, so ist
v € Span(€y) =2 Span(By,) C1 Span(B)

5. B ist linear unabhngig.
Gibt es eine Relation zwischen (endlich vielen) Elementen in B, so liegen diese bereits in
einem By, weil es nur endlich viele sind.
er € Bkl
€9 € BkQ

: =e1,...,e € By, N=mazx{ky,... ky}
e € Bkl
Aber nach 3) ist By linear unabhéngig.

O]

Bemerkung:
Das Basisauswahlverfahren (BAV) aus dem Basisexistenzsatz ist im Wesentlichen ein Algorithmus:

EINGABE: Geordnetes EZS £ = {e1, ..., ey, ...} (endlich oder abzéihlbar)

ABFRAGE: Ist ex+1 € Span({e1,...,ex})?
Wenn nein fiige Thn zur Basis hinzu.
Wenn ja fiige es nicht zur Basis hinzu und betrachte ejyo

AUSGABE: Geordnete Basis B C &

Beispiele:

1) V = Pol(R) (Die Polynomfunktionen f : R — R).

Wihle als EZS die Stammpolynome € = {1, X, X2, ..., X", ...}.

Behauptung: X"*! ¢ Span(1, ..., X™) (Dies ist fiir Polynome trivial aber noch lange nicht fiir Po-
lynomfunktionen!)

Um dies zu zeigen nutzen wir einen Trick der universal einsetzbar ist:

Gabe es eine Linearkombination, so dass

n
b dan= Zaka (3.1)
k=0

so kénnte man (1) n-mal differenzieren (bei Polynomfunktionen wendet man formales Differenzie-
ren an) und erhalt

(n+ 1)!X = apn! (3.2)
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Damit wére aber bereits, wenn X=0 in (2) eingesetz wird

=apn! =a, =0 (3.3)

setzt man nun (3) in (1) ein und iteriert das Verfahren, erhdlt man, dass alle a; = 0 sind, womit
aber X" = 0 wire, was definitiv nicht der Fall ist.

2) Analog sieht man ein, dass B = {e®”*|k € N und aj, € R} linear unabhéngig in C*°(R) ist.
3) Wiederum Analog sieht man ein, dass B = {sin(aix)|k € N und a;, € R} linear unabhéngig ist.
4) Sei V der Raum stetiger stiickweise affiner Funktionen f : [0; 1] — R mit 0=£f(0)=£(1)

x

- 0<z<¢

Soist B={Z¢ | Z¢(x) : [0;1] — R; Ze = g_ 1 ;€ € R} eine Basis.
(§<zx<1

Es ist sehr selten, dass eine iiberabzihlbare Basis explizit angegeben werden kann, da es im Allge-
meinen sehr schwer ist mit iiberabzéhlbarer Dimension (siehe Abschnitt 3.4) zu arbeiten. So ist fiir
C*°(R) keine Hamel-Basis bekannt.

Satz 3.38 (Basisergénzungssatz). Sei V ein endlich oder abzihlbar erzeugter K-Vektorraum.
So kann jede linear unabhingige Teilmenge B C V' zu einer Basis erginzt werden.

Beweis. Wihle ein beliebiges geordnetes Erzeugendensystem & = {ey, ..., ey, ...}, welches nach dem
Basisexistenzsatz definitiv existiert und wegen Abzahlbarkeit auch geordnet werden kann.

So ist offensichtlich & = {by, ..., by, €1, ..., €n, ...} erneut ein Erzeugendensystem. Wird nun BAV auf
&’ angewandt, so werden die b; zuerst betrachtet und wegen linearer Unabhéingigkeit als Basisvek-
toren gew#hlt. Somit gilt fiir die letztendliche Basis B’ C B. O

Beispiele:(BAV)
)WV =K" &={e1,e1 +e,e1 +e2+es,....,e1+e2+ ...+ ey}
B ={2e3} — B =1{2e3,e1,e1 +ea+e3,e1+ea+es+ey, ...}

2)V =Q(V2) CR; K =Q; £=1{2,2v2}
By ={1+v2}— By ={1+2,2}
8,2 = {3} — 82 = {3,2\/5}

3.4 Dimension

Unser Ziel wird es sein die Dimension eines Vektorraumes durch die Kardinalitit einer Basis des
Vektorraumes zu definieren.

Doch dafiir miissen wir uns zunéchst iiberzeugen, dass solch ein Dimensionsbegriff wohldefiniert
ist. Nach dem Basisexistenzsatz besitzt jeder Vektorraum zumindest eine Basis, dies bereitet uns
also keine Probleme. Allerdings haben wir in den Ubungen eingesehen, dass ein Vektorraum sehr
viele Basen besitzt.

Zwar hat Fy genau eine Basis, dieser ist aber auch der einzige neben dem trivialen Nullvektorraum
mit nur einer Basis. So besitzt F3 zwei Basen, (F2)? hat drei Basen und (F7)3 besitzt bereits
5.630.688 Basen.

Noch deutlicher wird das Problem im R?. Denn nach dem Basiserginzungsatz kann man eine
Basis konstruieren, indem man zunéchst einen beliebigen von Null verschiedenen Vektor wéhlt,
und daraufthin immer wieder von den vorher gew#hlten linear unabhéingige Vektoren hinzufiigt. So
ergibt sich fiir die Menge aller geordneten Basen des R? folgende Darstellung HZ;}{RCI\RI’“} Womit
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R? sogar iiberabzihlbar viele Basen besitzt.
Also stellt sich die Frage, ob alle Basen gleich méchtig sind.

Proposition 3.39. Sei V ein von n Vektoren (insbesondere endlich) erzeugter Vektorraum, dann
sind n+1 Vektoren linear abhéingig.

Beweis. Es sei £ = {e1, e, ..., ey} ein Erzeugendensystem in V. So folgt die Behauptung induktiv:

Induktionsverankerung: Fiir n=0 ist £ = {} womit V' = Span({}) = 0 ist.
Induktionsschritt: Seien vy, ..., v, vp11 € V beliebige aber verschiedene Vektoren. So besitzt jedes
v; folgende Darstellung:

P n .. .. 3 P
v; = Zj:l wj jei; mit w;j € K

Zu Zeigen ist, dass eine nicht-triviale Relation 0 = EZ;L% AV existiert, also dass mindestens
ein A\, # 0 ist.
Betrachte Ay als Unbekannte in einem wie folgt konstruierten LGS:

N n+1 o n+1 n
Es gelte :0= Ei:l )\ivi = Zi:l Zj:l Wi ;€45

I s
setze w; ; 1= Wy

Womit sich ein LGS des Ranges r < n ergibt, also min. eine freie Variable \; enthélt. Womit
wiederum das LGS eine nichttriviale Losung besitzt. O

Nun koénnen wir folgenden gewiinschten Satz formulieren:

Satz 3.40 (Dimensionssatz). Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und B = {by,...,b,} sowie
B ={v,,...,b,,} zwei Basen in V, dann sind B und B’ schon gleich michtig (bzw. n=m).

Beweis. B ist ein Erzeugendensystem in V mit n Vektoren. Nach Proposition 1 sind n+1 Vektoren
linear Abhiingig, womit m < n. Analog fiir B'.
Somit ist n=m. ]

Also kénnen wir nun unseren angestrebten Dimensionsbegriff definieren:

Definition 3.41 (Dimension). Sei B eine Basis in V, wobei V ein K-Vektorraum ist. So definiere:
dimg (V') := |B|

Als die Dimension von V.

Beispiele:
1) Sei K ein Korper so ist dimg (K™) =n

9) dimg(C) = 2

3) Nach Ubung sind log(p;) fiir beliebige Primzahlen p; linear unabhingig in R als Q-Vektorraum.
Also ist dimg(R) = oo.

Dies ist zwar etwas informell, da es wie bereits erwéihnt mehrere Arten der Unendlichkeit gibt. Es
wird sich herausstellen, dass jene Dimension sogar iiberabzéihlbar ist.

Hier sieht man auch, dass unsere geometrische Vorstellung des Dimensionsbegriffes bei manchen
Vektorrdumen versagt, da R als Q-Vektorraum so zu sagen unendlich viele Richtungen besitzt, so
stellt z.B. jedes log(p;) und jedes /a fiir ein a # n? mit a,n € N eine Richtung dar.

4) Sei K[X] ein Polynomring iiber K, so ist dimg (K[X]) = |N| also abzéhlbar.
Denn wihle als Basis B = {1, X, X2, ..., X" ..}.
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5) Sei A der Raum stetiger stiickweise affiner Funktionen auf dem Intervall [0;1] mit f(0)=0 und
f(1)=0. So ist dimg(A) = |R| also iiberabzéhlbar.

6) Sei E der Untervektorraum des Vektorraumes der glatten Funktionen iiber R aufgespannt von
€. So ist dimg(E) = |R| also auch iiberabzihlbar.

Bemerkung:

Was wir in der linearen Algebra eine Basis nennen heifit im allgemeinen Hamel-Basis. Denn in
anderen Gebieten der Mathematik treten andere Basisbegriffe auf. So arbeitet die Analysis oftmals
in bzw. mit Rdumen {iiberabzihlbarer Dimension, wie C°°(R), wobei es fiir solche im allgemeinen
sehr schwer ist eine Hamel-Basis anzugeben. Also betrachten Analytiker lediglich approximative
Basen, die sogenannte Hilbert-Basis, bei der sich zwar nicht jedes Element des Vektorraumes als
(endliche) Linearkombination der Basisvektoren schreiben lésst, wohl aber beliebig gut durch eine
Linearkombination der Basisvektoren approximiert werden kann.

Beispiele sind Fourier-Reihen, welche glatte periodische Funktionen durch Uberlagerungen von sin
und cos approximieren. Und der Weierstrafl’sche Approximationssatz garantiert, dass glatte Funk-
tionen durch Polynomfunktionen approximiert werden kénnen.

Fiir die Algebra reicht eine Hilbertbasis jedoch nicht aus!
Die folgende Propsition mag trivial erscheinen —und bei Vektorrdumen ist sie es tatséichlich—, aber
wenn man sich beispielsweise mit Gruppen beschéftigt, gilt die analoge Aussage nicht.

Proposition 3.42. Fiir einen Unterraum U C V eines endlich-erzeugten Vektorraums gilt immer
dim(U) < dim(V).

Beweis. Sei B eine Basis von U, dann ergéinze sie zu einer Basis B’ von V, also B C B’. Dann ist
dim(U) = |B| < |B'| = dim(V) O

Proposition 3.43. Es seien U’, U” Untervektorraume von V (V' wieder endlich-erzeugt) mit U :=
U'NU" und U := U’ + U". Dann gilt dim(U) = dim(U") + dim (U”) — dim(U).

—_— —— ~——

n+m+k k+n kt+m k

Beweis. Wir wihlen eine Basis B fiir U. Wir ergidnzen einmal zu einer Basis B’ O B von U’ und
B" > Bvon U”. Auierdem setzen wir B = B’UB" Die Beziehungen sind im folgenden kommutativen
Diagramm dargestellt:

U’ — U U + U B C B
T VR
Unu”= U——U B NB" = B C B

Behauptung: B ist eine Basis fiir U’. B ist offensichtlich ein Erzeugendensystem fiir U. Betrachte
die linear-unabhéngige Menge B’ und das Erzeugendensystem & := B = B U {}},...,b, .} von U
und wende das Basisauswahlverfahren an:

by ¢ span(B'), also Fiigen wir b} hinzu; by ¢ span(B' U {b]}), wir fiigen b hinzu, und so weiter.
Das heifit, das Basisauswahlverfahren liefert uns hier tatséchlich B. O

Beispiel 3.44. 1. Seien K C L Korper. Sei A = {1, ..., \;} eine Basis von L als K-Vektorraum.
Ist V ein L-Vektorraum mit Basis By, = {b1,...,b,} (als L-Vektorraum!), dann ist

BK =A- B]K = {)\1()1, ceey )\lbla )\1b2, ceey )\lbg, ceay )\1[)”, ceey )\lbn}
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eine Basis von V' als K-Vektorraum. Insbesondere gilt:
— —
l n
Konkret heifit das, wenn wir K = R und L = C betrachten: A = {1,i},] = 2. Also: dimg V' =
2-dim¢ V
2. Wir betrachten V = C" als C- und als R-Vektorraum:

Be ={e1,...,en}; e = (0,...,0, 1,0,...,0)

Br = {e1,ie1, ea,iea, ..., ey, i€, }; iex = (0, ...,0,,0,...,0)
k

3. Wir betrachten V' = C[X] der komplexen Polynome in X, wieder zunichst als Vektorraum
iitber C und dann iiber R:

Be ={1,X,X? ..,X", ...} Stammpolynome

Br = {1,i,X,iX,.., X", iX", ..}

Beispiel 3.45. es sei L ein endlicher Korper (etwa Fo, F3,Fy,Fs5, ..., F,). Weil L endlich ist, muss
char(LL) = p (p eine Primzahl) sein. Wie in Definition

3.5 Prinzip der linearen Fortsetzung

Das Prinzip der linearen Fortsetzung besagt, dass eine lineare Abbildung durch die Werte auf
einer Basis vollstdndig bestimmt ist. Dieser ,, Trick“ist hilfreich, da man statt unendlicher Systeme
endliche Basen betrachten kann. Auflerdem konnen wir die Werte auf einer Basis vorgeben, und
dann wissen, dass es eine solche lineare Abbildung gibt.

Proposition 3.46. Seien V, W zwei Vektorrdume iiber einem Korper K.

(i) Fiir ein Erzeugendensystem & von V gilt: Sind f,g : V — W zwei lineare Abbildungen und
gilt f(e) = g(e) fiir alle e € £, dann gilt f =g (d.h. Yo € V : f(v) = g(v)).

(ii) Fiir eine linear-unabhéngige Menge B in V gilt: Ist ¢ : B — W,b — ¢(b) eine beliebige
Funktion, so gibt es eine lineare Fortsetzung f : V — W, das heifit eine lineare Abbildung f
mit der Eigenschaft f|g = ¢ (d.h. f(b) = p(b),b € B).

Im kommutativen Diagramm:

v--ow
ul %
B

(iii) Aus (i) und (ii) folgt dann: Fiir eine Basis B von V gilt: Jede Funktion ¢ : B — W besitzt
geanu eine lineare Fortsetzung f: V — W (d.h. f|g = ¢).

Korollar 3.47. Es gibt eine Bijektion zwischen den Funktionen von B nach V und den linearen
Abbildungen von V nach W.

Funkt(B, W) = W8 =5 ling (V, W) = Homg (V, W)
p— f
¢ = flgs—f

31



Beweis. (i) Sei v dargestellt durch &£, etwa

v =A1e1 + ... + Aney
Dann rechnet man einfach nach:
f(v) = f(Are1 + ... + Anen))
= A1 fler) +-. + An fen)
—— ——

—~ = —~ =
=Ag(er)+... + A glen)
=g(Ae1 + ... + \nen)
=9(v)

(ii)Auf B = {b1,...,b,} seien Werte w; = o(b;) vorgegeben. wir ergénzen B zu einer Basis B’ O B
von v:

B = {by,....,bn, 0}, ..., 0}
—_——
erganzt

Wir schreiben v = A\1by + ... + Apby, + N[0) + ... + AL b, . Wir withlen wy41, ..., Wyt beliebig in W
(z.B. = 0). Dann definieren wir:

f(v) = Awy + .. + Agwy + Njwpg1 + ..o+ )\;nwner
Wir stellen fest:
1. Damit ist f: V — W fiir jedes v definiert, denn fiir jedes v gibt es eine Darstellung.
2. f ist wohldefiniert, weil die Darstellung von v eindeutig ist.
3. f ist linear.

4. flp=p auf B

V Sei ein K-Vektorraum. B C V

f ist linear, ¢ entspricht dann einer beliebigen Funktion.
Funkt(B, W) = W5 — Ling(V, W) = Homg(V, W); ¢ +— f

1. & ist Erzeugendensystem
fHLg:V—W

fe=9e = [=y9
2. B ist linear-unabhéingig V¢ : B — W3f : V — W linear fiz = ¢
3. B ist eine Basis V¢ : B — W3lf : V — W linear fijz = ¢
Beispiel 3.48. V=C, K=C
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3.6 Koordinaten

V' ist endlich erzeugter Vektorraum iiber K.

B = (b1, ...,by) ist geordnete Basis.

Sei V.3 v = Aib1 + ... + A\pby, und v = Njby + ... + Xby,, dann ist \y = N, ..., A\, = lambda),
(eindeutige Darstellung).

Definition 3.49. Falls B eine fest gewéhlte Basis ist, dann gibt es Koordinaten bzgl. B. Definiert

durch
Kg:V — K"

UV +— (/\17-‘-7)\71)7
falls v = A\ib1 + ... + A\pby.

Kj(v) = )\ ist die i-te Koordinate.
Ki(v) = (Kb(0), -, KB(0))

Satz 3.50. Kp ist ein Isomorphismus.

Beweis.

1. zz. Kp ist bijektiv:
(A1, ey Ap) —> v = A1b1 + ... + \pby, Riickrichtung ist klar nach Konstruktion (siehe Defini-
tion).

2. zz. Kp ist linear:
Kgp(0) =(0,...,0) =0
Seien v,v" € V.
Dann gilt Kg(v) + Kg(v') = Kp(v + '), denn(A1b1 + ... + A\pby) + (Njb1 + ... + X)by) =
()\1 + )\ll)bl + ...+ (>\n + )‘In)bn
Sei « € Kund v € V. Kg(av) = aKp(v), denn Ajab; + ... + A\pab, = a(Aby + ... + \pby)

O]

Beispiel 3.51. 1. Wenn V = K" und B = (by, ..., b,) Standardbasis, dann ist Kg(v) = v, also
Kp =1id. Denn v = (v, ...,v,) = vie1 + ... + vpep.

2. Wenn V = R? und B = (b1,b2) = ((1,0),(1,1)), dann ist v = (1,1) = 1by + 1by = 1(1,0) +
1(1,1)

3. Wenn V = P,(K)= Vektorraum der Polynome vom Grad < n und B = {1, X, X?, ..., X"}.
Dann ist p(X) = a9+ a1 X + ... + an Xy, K = (ag, ..., an)

Es stellt sich nun die Frage, was tun, wenn V' nicht endlich erzeugt ist?

e wihle auch hier Basis B
e was wiire auf der rechten Seite K oder KBl WP ist die Menge aller Funktionen ¢ : B — W

e KB ist in der Tat zu groB fiir unsere Zwecke

o~

Besser:Teilraum K(B) ist frei von B erzeugter Vektorraum. KB= Menge aller Funktionen von B
nach K ist das kartesische Produkt aller Faktoren K, Indexmenge 53

IIK,= alle mit B indizierten Familien (A, | b € B) <— ¢ : B — K;b —— \;. Im Falle B abzéhlbar,
so wire dies dann die folge (A1, Az, ..., )

Unterraum K(B) € K7 aller Funktionen ¢ : B — K mit \; € K und ¢(b) = 0 fi fast alle b € B,
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d.h. die Menge supp(¢)= Menge der Triger von ¢ = {b € B | ¢(b) # 0} endlich.
supp(ag) = supp(¢), a # 0

supp(¢1 + ¢2) < supp(¢1) U supp(¢z)

K(B) ist eine K—VR.

Basis? Standardbasis?

Definition 3.52. Fiir jedes b € B ist die charakteristische Funktion definiert durch:

XbZB—>K
1, V=
b/}—)ébbl: 9 b b7
0, b #b.

¢ € K(B)

Supp((b) = {b17 LERS] bn}

¢ =o(b1) X, + ... + ¢(bn)Xs, X = {X | b € B} ist ein Erzeugendensystem und linear-unabhéngig

051‘)(\_00 + ...+ Oénan =0

Einsetzen b = by, bg, dann a1 X, (b)) =1 B+— X

b— &

Dann B=X C K(B) und dimgK(B) = |B|

Beispiel 3.53. B={1,....,n}, K(B) 2 K"; ¢; —> &;

Koordinaten: Kg : V. — K(B), v = A1by + ... + Apby, eine Darstellung durch gewisse by, ..., by, €

B.(das ist nicht abgezihlt)

v X, = Alel + ...+ Anan, supp()(v) - {bl, ey bn}

¢ r— 0" =¢(01)b] + ... + G(b)b,  supp(¢) = {0, ..., by, }

Satz 3.54. Kg: V — K(B) ist ein Isomorphismus.

Aist Menge, K(A) frei von A erzeugter K-VR, ¢ : A — K, supp(¢) endlich, Woly = ¥4 = Igo.
Aelr K(A)

¥ soll lineare Abbildung werden mit der Eigenschaft wa llbow

B2, KB) =W

3.7 lIsomorphieinvarianten

Definition 3.55. Zwei Vektorrdume V und W (iiber K) heiflen isomorph, wenn es einen Isomor-
phismus f: W — W gibt. Wir schreiben V' =2 W

Satz 3.56. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. e f = idy ist ein Isomorphismus von V nach V, sodass fiir alle Vektorrdume V' gilt
V=V

o Ist f:V — W ein Isomorphismus, so ist auch f~! : W — V ein Isomorphismus. Also gilt fiir
Zwei Vektorrdume V,W: VW < W =2V

e Sind f:V — W und g : W — X zwei Isomorphismen, so ist auch g o f ein Isomorphismus.
Fir VW X gilt alsoVZWW=2X=V=X
O

Was ist eine Isomorphieinvariante? Das ist eine ”Grofie”y (z.B. eine Zahl, ein Zahlenpaar, eine
Angabe Ja/Nein), welche man einem Vektorraum zuordnen kann, so dass gilt:

VEW=AV)=~W)

Gilt auch die Umkehrung, so nennt man ~ vollstandig.
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Beispiel 3.57. e Betrachten wir alle Rechtecke in der Ebene und als Aquivalenzrelation die
Kongruenz. Da R = R’ < Seitenléngen(a,b) = (a/,b') ist (a,b) eine vollstindige Kongruen-
zinvariante.

e Wihlen wir statt der Seitenléingen (a,b) den Flicheninhalt vol, oder die Diagonallinge o
wéahlt, so ist dies eine Kongruenzinvariante, aber keine vollstindige.

e Betrachten wir als Aquivalenzrelation die Ahnlichkeit, so ist (a, b) keine Invariante. Wohl aber
%(R) = §
Wir werden fiir v = dimg wéhlen und sogar mehr zeigen.

Proposition 3.58. Sei f: V — W linear

1. Ist £ C V ein Erzeugendensystem und f epimorph, so ist & = f(£) ein Erzeugendensystem
von W.

2. Ist B linear unabhiingig und f monomorph, so ist B/ = f(B) linear unabhéngig.

Beweis. 1. Es sei w € W, also etwa w = f(v) fiir ein v € V. Wir kénnen v schreiben als
v=MAe1+ ...+ \en

fiir geeignete e1,...,e, € & A1,... A\, € K denn ¢ ist EZS fiir V. Dann gilt w = f(v) =
Afler) + ...+ Auf(ep) also ist w € Span(£')

2. Angenommen, wir héitten eine nicht-triviale Relation zwischen Elementen in B, also etwa
AMfb)+ ...+ f(bn) =0

mit nicht alle
My Ap

null. Dann hatten wir auch

f(/\lbl —+ ...+ )\nbn) =0

und weil f monomorph ist, auch
Abi+ ..o+ b, =0
B war aber als linear unabhéngig vorausgesetzt

Erzeugendensystem
Korollar 3.59. Es sei f: V — V'’ ein Isomorphismus. Ist B C V' ¢ linear unabhiangig , so ist

eine Basis
Erzeugendensystem
auch B’ = f(B) C V' { linear unabhiingig
eine Basis
Beweis. Beweis folgt aus der Proposition. O

Satz 3.60. V = V' & dimg(V) = dimg (V")

”

Beweis. "=": Ist f : V — V' ein Isomorphismus und B irgendeine Basis von V, so ist nach dem
Korollar f(B) eine Basis von V'. Da f bijektiv ist, sind B und f(B) = B’ gleich méichtig, also
dimg (V) = |B| = |B'| = dimg (V).
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<" Aus dimg (V) = dimg (V') folgt, dass je zwei Basen B von V' bzw. B’ von V' gleich michtig
sind. Wir wéhlen eine Bijektion ¢ : B — B’ und definieren ® = K(p) : K(B8) — K(B') durch

-1
O(z)=xzo0p:B:8 % B % K einen Isomorphismus ®. Insgesamt haben wir dann

vV =E= K(B)
f

~

lE:K(‘P) Nun definieren wir f := Kgl o K((p) o K. Dies ist ein Isomorphismus;

V= K(B)
er macht das obige Diagramm kommutativ.

O]

Bemerkung 3.61. Dieses f ist nicht kanonisch, was so viel heiffit wie: es ist nicht der einzige
Isomorphismus, er hingt von vielen Wahlen ab:

e Wahl von B
e Wahl von B’

e Wahl von ¢
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Rang: T‘g(A) = T‘g(TA) — rg(L%Ql(A))
Ty : K" — K™
f=Lay(A): V=W dim(V) =n dim(W) = m

Satz 3.62. rg(A) =rg(Ta) = rg(Laey(A))
Beweis. Fiir die erste Gleichheit wenden wir die Dimensionsformel an:

dim(W(A)) = dim(Im(Ty)) =n — dim(L(A]0)) =r =rg(A)
Fiir die zweite Gleichheit beachte man

. J = Ly
k@iz giKg
T4
Wobei f = Loy = K" - T - Ky
Aber
1) Ka(Im(f)) = Im(Ta)
2) K :Im(f) ~ Im(Ta)

—
Beweis fertig mit Lemma 1(1).

Allgemein:

Lemma 3.63. Es sei Ker(f) CV 5w 2 Im(f)

pl= Lo v =
Ker(fYCV' L w2 Im(f)
etn kommutatives Diagramm,
dh. Yo f = f o sind ¢ und 1p Isomorphismen, dann gilt:
1. Im(f) wird von v isomorph auf das Im(f’) abgebildet.
2. Ker(f) wird von ¢ isomorph auf den Ker(f') abgebildet.

Beweis. zu 2.

veV, f(v) =0&¢(f(v) = 0= f(p(v))

ve Ker(f) = ¢(v) e Ker(f')

Umgekehrt v' € Ker(f') also f'(v') = 0.

Weil ¢ surjektiv ist, ist o' = p(v) fiir ein v € V.

Dh. 0 = f'(¢(v)) = ¥ (f(v)).
Weil ¢ monomorph ist, folgt f(v) = 0, also v € Ker(f).

Lemma 3.64. V i> w % w

p 1=
1%

1. Ker(f) = Ker(¢¥ o f) (aber i.A. Im(f) # Im(ypo f))
2. Im(fop)=1Im(f) (aber i.A. Ker(f) # Ker(foy))
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Bemerkung 3.65. zu 4.2
a) V fest, K fest

S W Homg (V, W)
| b pw = Homg(V, @)
b> Y - Homg(V,Y)
Wieder erhélt man ein Funktor.
kovariant: W =Y : (idw )« = id fom, (v,w) (induzierte Abbildung)
id, = id (aber nicht die gleiche Identitét!)
b) W fest, K fest

‘XO/QX — Homg (X, W) > fov =*(f)

W v Ut =Homg(y,W)
~ V — Homg(V,W) > f
Ein Funktor VR, — VR,

Kontravariant
1. X=V (ZdV)* = Z.dHom]K(V,VV)

2. (p20p1)" = piows
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4 Matrizen

4.1 Rechnen mit Matrizen

Mit K bezeichnen wir wie immer einen Koérper, mit M = Mat,, ,(K) die Menge der m x n Matrizen
tiber K. Fiir eine Matrix schreiben wir A = (;;), mit dem Zeilenindex i = 1,...,m und dem
Spaltenindex 7 =1,...,n

Addition
+MxM-—M
(A, B) = ((aij), (bij)) = C = (ci5) = (aij + bij)

Die Matrix mit allen Eintragen gleich Null heiit Nullmatriz 0, , = 0.
Es gilt:

1) A+ B=B+A

2) A+ (B4+C)=(A+B)+C

3) A+0=A=0+A4

4) zu jedem A € M gibt es ein Negatives —A = (—a;;) mit A+ (—A) =0

Skalierung

KxM-—M
()\,A) — AA = (Aaij)

5) A(pA) = (An)A

6) MA+B) = A+ AB (A+p)A=AA+ pA
) 1-A=A; (-1)-A=-A
8) 0-A=0; A\-0=0

Einheitsmatrizen und Elementarmatrizen

Matrizen der Form EF = (ef"]l) (i=1,....m;j=1,...,nk=1,...,m;l =1,...,n)) mit
kl _ 1 falls (Zvj) = (kvl)
“i 0 falls (¢,7) # (k,1)

heiflen Einheitsmatrizen.

ol

0 0
Matrizen der Form E* = 1 4 E*(k # 1) heifien Elementarmatrizen.
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Satz 4.1. (i) Mat,, ,,(K) ist ein K-Vektorraum.
(i) B = {E’kl\k =1,...m;l =1,...,n} ist eine Basis.
(#17) dimg(Maty, ,(K)) =m-n

Beweis. (i) folgt aus 1) bis 8).

(ii)
ann B 4apE? +.. +a, B
+an B .. .
A=(ay) =, = a E™*
: ~ ~ 27-]
+a,, E™ ... +amp B

Also ist B ein Erzeugendensystem. Fiir die lineare Unabhéngigkeit von B schreibe man eine

mutmafliche Relation . .
)\HEH +... +)\1nE1n

0= :
Al E™ 4o A BT

mit m - n Termen. Also erhalten wir m - n Gleichungen fiir jede Stelle (3, j):

0= )\ij . ég = )\ij
Also sind alle \;; = 0.

(iii) folgt aus (ii).

Multiplikation von Matrizen

Mat,, 1 (K) x Maty, ,,(K) —Mat,, »(K)
AB — A-B=AB=:C
(aij),(bj1) — (cir)
k
mit ¢ 1= sgl aisbg; 1=1,...,m;l=1,....n.

Es gilt:
1) A-(B-C)=(A-B)-C

2) A-(B+C) = AB+ AC
(A+B)-C = AC + BC

3) MA- B) = (AA)B = A(\B)
) 0-A=0;4-0=0

m,k  k,n mmn m,k kn m,n

Lemma 4.2. i) Ist die i-te Zeile Z;(A) =0, so auch die i-te Zeile Z;(AB), fir alle B.
ii) Ist die j-te Spalte S;(B) =0, so auch S;(AB), fir alle A.
Achtung!!! Das Matrizenprodukt ist im Allgemeinen nicht kommutativ:

AB # BA
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Beispiel 4.3.
A

<(1) _01> Spiegelung an der y-Achse

B = ((1) _01) Spiegelung an der z-Achse

AB = ) Spiegelung an der Hauptdiagonalen

0 1
10
0 -1 . .
BA = (_1 0 > Spiegelung an der Nebendiagonalen

Spezielle Produkte
a) m = 1,n = 1,k beliebig: Skalarprodukt (A, B)

b1
(al,...,ak)- =aiby + ... + arbi
(R —
A bk C
——
B
b) k = 1;m,n beliebig:
ai aib1 ... aib,
(b17 7bn) =
am ambt ... amby
A B = C
mit rg(C) =1
c) n = 1;m,k beliebig, A € Mat,, 1(K)
I b1
A =b=
Tk bm

Lineare Gleichungssysteme mit m Gleichungen und k& Unbekannten.

Bemerkung 4.4. Eine (n x n)-Matrix heifit quadratisch.

Einsmatrix

Die quadratische (n x n)-Matrix der Form

10 0 .. 0
01 O 0
00 .. 01

mit den Eintrdgen 1 entlang der Diagonale und 0 sonst, heifit Finsmatriz 1 = 1,. Es gilt (fiir
A € Mat,, (K)):

1)

m X m m Xn mXn
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A -1, = A
mXxXn nxn m X n

Also ist 1 ein beidseitiges neutrales Element.
Achtung! Nicht jede (n x n)-Matrix besitzt ein Inverses!

Definition 4.5. Sei A € Mat,, ,(K).
1) Eine Matrix B € Mat,, ,,(K) heiit Rechtsinverses zu A, falls gilt: A- B = 1,,.
2) Eine Matrix C' € Mat,, ,,, (K) heit Linksinverses zu A, falls gilt: C'- A = 1,,.

3) Eine quadratische Matrix A € Maty, ,(K) heifit invertierbar, falls es ein A € Mat,, ,(K) gibt
mit A-A=A-A=1,.

Bemerkung 4.6. Existiert im Fall 3) ein Inverses, so ist es eindeutig bestimmt. (Aber Rechts-
und Linksinverse sind nicht eindeutig bestimmt.)

Beweis. Seien A, f:l zwei Inverse zu A, also AA =1, A;I = 1. Nach Distributivitat gilt:
AA—A)y=Ad— AA =0

Wenn wir diese Gleichung nun von links mit A multiplizieren, erhalten wir:

0=A-0=AAA-A=1-(A- A)

. Damit folgt A = A. O
Notation Ist A invertierbar, so nennen wir das (eindeutig bestimmte) Inverse A~1L.

Lemma 4.7. i) Ist A invertierbar, so auch A~' und (A=1)~1 = A.

i) Sind A und B invertierbar, so auch AB und (AB)™' = B7YA~'. (Man beachte die Reihen-

folge!)
iii) Ist A invertierbar und A € K, A # 0, so auch AA und (AA)~! = ;A~L.
Beweis. klar. O

Beispiel 4.8. (A;---A,)"l = A7 A7

Satz 4.9. Eine (n x n)-Matriz A ist invertierbar genau dann, wenn thr Rang rg(A) = n, also
mazximal.

Definition 4.10 (Transponieren).
T Maty, (K) — Mat,, . (K)
(aij) = avr— AT := (aj;)

ail A1n ail am1

Am1 Amn A1n Apm
Es gilt:
1) (AT =4

2) (A+B)T =AT + BT
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3) AMA)T =X AT

4 T

)

) 0
5) 1,
6) (AB)T =BTAT
7) Ist A invertierbar, so auch AT mit (AT)~! = (4=1)T.

Beispiel 4.11.

x = (r1,..,2y) € K" Zeilenvektor
I
et = Spaltenvektor
xn
z-y = (x,y) x,vy Zeilenvektoren
Ty =(zy) x,y Spaltenvektoren

4.2 Matrizen und lineare Abbildungen

Wir haben bereits gesehen, dass die Multiplikation einer (m x n)-Matrix C' mit einem (n x 1)-
Spaltenvektor z € K™ einen (m x 1)-Spaltenvektor ergibt und dass dies eine lineare Abbildung
ist:

To: K" - K™
x— Cx
Rechenregeln:
1. Tc(0) =0
2. Te(Ax) = Mo (x)
3. To(z+2') =To(x) + Te(2))

Sei V ein K-Vektorraum mit geordneter Basis A = (aq,...,ay), dimV =n, W ein K-Vektorraum
mit geordneter Basis B = (b1,...,by), dimW =m und f: V — W eine lineare Abbildung.

Dann ist f durch f(A) vollkommen bestimmt, also durch f(aq),..., f(a,) € W.

Jedes f(a;) ist bestimmt durch seine Koeffizienten bzgl. der Basis B:

flaj) = Z&‘jbz‘

Also ist f durch die );; vollkommen bestimmt. Diese \;; fasse man zu einer Matrix A = (\;j) €
Mat,, » (K) zusammen und notiere:

1. KB(f(aj)) = ()\1]', ceey )\mj) = SJ(A) = Aej (j-te Spalte)
2. a; = K3 (e))
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Damit haben wir Kgo f =Th o Ky:

vl .ow aj —— f(a;)
K"TKm ej — S;(A)

Bei festgewiihlten Basen A und B bestimmt f eine Matrix A und damit T) und umgekehrt be-
stimmt A das T und damit f.

Definition 4.12. Wir definieren zwei Funktionen:
Mpa : Homg (V, W) — Maty, »(K)
f—=C=(ciy)
mit ¢;; = Kg(f(a;)) und
Lpa : Maty, ,(K) — Homg (V, W)
C f=Kg' oTcoKa

Beispiel 4.13.

1. f=0: Mpa(0)=0

0

2. V=W, A= B:
f=id: Maa(id) =1
C=1: Laa(1)=1id

3. V=W =R2, A= (ey,e3), B=(e1,ea+e1), f=1id:
(141
Mpa(id) = <0 1 )
4.V = W:RQ, A= (61,62), B = (61,€2+61), C=1:
Lpa(1) = ((z,y) — (z,—x +y) (Scherung)

5. V=K" W=K" A= (e1,...,en), B=(e1,...,en):
Mpa(Te) =C, Lpa(C)=Tc, denn K4 =id, Kp =id

Satz 4.14. Sei A bzw. B eine Basis fiir V bzw. W. Mpa und Lpa sind zueinander invers und
linear, d.h. sie sind Isomorphismen von Vektorrdumen.

Mp 4
Hom(V, W) Mat,, (K

Lpa

Seien V = K™, W = K™ und A und B die Standardbasen von V, W. Nun betrachte man die
Funktionen

Lpa =T : Maty m(K) — Hom(K", K™)
CHK];loTCoKA:TC
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Lemma 4.15. T ist linear und multiplikativ, d.h. Ty =0, Theg = X¢, Tarp =Ta+Tp, sowie fiir
n=m gilt Ty =id und Ty-1 = TA_l, als auch Tap = TATg fiir passende A und B.

Die Beweise reduzieren sich auf Rechenregeln fiir Matrizen.
Es sei ¢ : W — Y eine feste lineare Abbildung. Dann haben wir die Postkomposition
v—low-f.y
\_/f
pof
und koénnen dies als Funktion
v« = Homg (V,¢) : Homg (V, W) — Homg (V,Y)
fr=gof

betrachten.
Entsprchend sei ¢ : X — V eine feste lineare Abbildung. Dann haben wir die Priakomposition

Lvi>w
\_/

foyp

X

und konnen dies als Funktion

¢* = Hompg (4, W) : Homg (V, W) — Homg (X, W)
frfoy

betrachten.
Lemma 4.16. ¢, : Homg (V, W) — Homg (V,Y) ist linear:

1. ¢.(0) =0

2. 0« (Af) = Aps(f)

3. ou(f+9) = @:(f) + 9(9)

1. 9o0=0

2. po(Af)=Apo f)

3. po(f+g) =(pof)+(poyg)
Lemma 4.17. ¢* : Homg (V, W) — Homg (V,Y) ist linear:

1. ¢*(0) =0

2. " (Af) = Ap*(f)

3. (f+9) =v"(f) +¢"(9)

1. 0ot =0

2. (Mf)o=A(foy)

S (frgov=(for))+(g09)
©«(0) = o0 =0(p«(Af))(z) = (po(Af))(@)=0p(Af(2)=Ap(f(x)) =A(pof)(z))=Ap«(f)(@))(p:(f"
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LM(f))=Kg'oTyyoKa =Kg'oKpgofoK;'oKs=fM(L(C))(z) = M(Kg"oTc o Ka)(z)

Also LoM =id und M o L =id.

Es geniigt, die Linearitdt von L zu zeigen. Dies folgt mithilfe der gerade bewiesenen Lemmata:
L\O) =Kzt oThc oKy
=Kp'o(Mc)oKa
= )\(Kgl oTooKy)
= A\L(C)

LA+ B)=Kgz' oTaypo Ky
=Kg'o(Ta+Tg)oKa
:KgloTAoKA—l—KgloTBoKA
= L(A) + L(B) O

Basis fiir Homg (V, W) .
Da Lp4 ein Isomorphismus ist, kénnen wir die Basis E¥' der Standardeinheitsmatrizen nach
Hom(V, W) schicken und erhalten

b, ,fallsj=I

fev s w, aj —
0 ,fallsj#1

Nach Konstruktion gilt nun

Lpa(EF) = pH
Mpa(f*) = EM
In Lemma
Satz 4.18.
Mya(id) =1
Laa(l)=1id

Mca(fog)=Mcp(f) Mpa(g)
Loa(A-B) = Lop(A) o Lya(B)

Beweis. Die ersten beiden Ausgaben wurden bereits bewiesen, bei den anderen geniigt es, diese fiir
L zu beweisen.

Loa(AB) = Kg' oTapo Ka
:KEI oTpoTpo Ky
:Kal OTAOKBOKE1 oTgo Ky
= Lep(A)o Lpa(B) O
Korollar 4.19. f: V — W ist genau dann ein Isomorphismus, wenn Mp4(f) invertierbar ist; in
diesem Fall ist Mpa(f~1) = Mpa(f)~L.

C € Maty, »(K) ist genau dann invertierbar, wenn Lpa(C') ein Isomorphismus ist; in diesem Fall
ist Lap(C™1) = Lpa(C)~!, und speziell ist Lag(1) = Lpa(1)~1.
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4.3 Basiswechsel

Angenommen, wir haben bislang einer linearen Abbildung f : V' — W bzgl. der Basen A C V und
B C W eine Matrix zugeordnet, ndmlich C' = Mp(f). Wie dndert sich C, wenn wir andere Basen
A’ und B’ nehmen?
Wir benutzen Satz

Normalformen

Wir werden noch sehen, dass wir die zu einer linearen Abbildung f : V — W bzgl. zweier Basen
A CV und B C W gehorende Matrix C' = Mpa(f) durch geschickte Wahl von A und B auf eine
sehr einfache Form bringen kénnen.

Anders gesagt, multipliziert man eine Matrix C von links und rechts mit invertierbaren Matrizen
R und S, dann kann man C' = RC'S auf sehr einfache Form

1 Op e
C/ — I rn—r >
(0m—r,r Om—r,n—r

bringen, wobei r = rg(f) = rg(C) der Rang von C ist.

Interessanter ist, wenn C eine n x n-Matrix ist, die also zu einem Endomorphismus f : V — V
bzgl. einer Basis A gehort, also C' = My4(f). Dann kann man sich auf simultane Basiswechsel
beschranken und versucht, durch geschickte Wahl von A die Matrix C moglichst einfach zu machen.
Anders gesagt, man multipliziert C' von links mit R und von rechts mit R~!, also ¢/ = RCR™.
Dies nennt man eine Konjugation. Daran kann man nun viel mehr ablesen.

Und als drittes wird man dann noch die zuléssigen R einschrdnken und nur mit speziellen R kon-
jugieren.

Lemma 4.20. Es sei f : V — W linear und es seien : V. — V und ¢ : W — W Automorphismen.
Dann gilt:

(i) ker(¢o forp) =~ (ker(f))
(ii) im(¢ o f o1p) = ¢(ker(f))

Lemma 4.21. Sei M € Mat,, ,(K), A € Mat,, »(K) und B € Maty, ,(K) sowie A und B inver-
tierbar. Dann gilt:

(i) LIAMBI0) = ker(Tanp) = T (L(M]0)) = Tp-1(L(M]0)) = B~ (L(M]0))
= {B tz|r € L(M]|0)}

(i) WAMB) = TaW(M)) = AW(M) = {y € K"|L(AM Bly) # 0}

Beweis:
Das erste Lemma war eine Ubungsaufgabe, das zweite folgt aus dem ersten Lemma mit Isomor-
phismen

Mgy :  Homg(V,W) &= Matm,n(K) . Lossy

Korollar 4.22 (— Ubungsaufgabe 55). (i) rg(¢o f o) =rg(f)
(if) rg(AMB) = rg(M)

Beweis: Wir wissen bereits aus Lemma 1:

ker(¢o for) =~ (ker(f)), also ist dim(ker(¢o f o)) = dim(yp~(ker(f))) = dim(ker(f)), weil

1! ein Isomorphismus ist. Weiter gilt nach der Dimensionsformel:
n = dim(V) = dim(im(f)) + dim(ker(f)) = dim(im(¢p o f o)) + dim(im(p o f o)),
daraus folgt sofort die Behauptung rg(f) = rg(¢ o f o). ]

47



4.4 Spaltenumformungen

Wir kennen fiir Zeilen folgende Umformungen:

Mi[A] Maty, n(K) = Mat,, »(K) Multiplikation der i-ten Zeile mit

25 Mat, »(K) = Maty, ,(K) Addition der j-ten zur i-ten Zeile

DUTE Maty, n(K) — Maty, ,(K) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile
Analog gilt fiir Spaltenumformungen:

M Maty, n(K) = Maty, »(K) Multiplikation der i-ten Zeile mit

A, Mat, »(K) = Maty, ,(K) Addition der j-ten zur i-ten Zeile

‘II;]- : Maty, n(K) — Mat,, ,(K) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile

Voller Gauflalgorithmus
Satz 4.23. Jede Matriz A € Maty, n(K) mit rg(A) = r kann durch Zeilen- und Spaltenumformun-

gen in eine Form wie <0]l 8) gebracht werden.
Beweis:

(1) Der einfache GauB-Algorithmus, das heifit wenn nur Zeilenumformungen benutzt werden,
bringt A zunéchst auf die Form

(2) Durch Vertauschen der Spalten ji,...,j, auf die Plitze 1,...,r, also durch ein "nach vorne
ziehen”, erhalten wir

(3) Dividieren der Spalte 1 durch 71, ..., Spalte r durch 7., erhalten wir

(4) Als letzten Schritt werden alle Spalten -ausgerdumt”

4.5 Spezielle Matrizen

Sei im Folgenden n fest gew&hlt.

a) Elementarmatrizen
Fir 1 <k#1<n sei

BM o1, 4 BM = |
0 T
die Elementarmatrix. Dann ist E* invertierbar mit (E*)~! =1 — E‘kl, denn es gilt
(1+EM1-EN=12—(E")?=1-0=1.
Etwas allgemeiner gilt fiir 0 # A ¢ K:  EM[\] =1+ AEM,
EF[) e — eg
e — e; + Aeg
ei — ei(i # k,1)

Geometrisch betrachtet erhalten wir Scherungen:

n=2: E**[lambda] = (0 ]
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Lemma 4.24. Fir die Elementarmatrizen gelten

(1) EF[0] =
(2) EFMN] - Ekl[ ] = B[\ + 1], insbesondere
(EM[N])® = EM[sA]

(3) EMNTH = EM[-)]

(4) BV - B[P E Y [N EM[—p] =1, i#1Lj#k
(5) BN - BV [u] - B[N B9 [—p) = E"[Ap], i #1
(6) BN B¥ () - EY[=N] - E¥[—p) = EM[-Au], j#k
(7) (BY[1]- E7[11 - E9[1]) =1

Beweis:
Man kann solche Formeln durch Nachrechnen beweisen, oder man kontrolliert, dass beide
Seiten auf den Standardeinheitsvektoren ey, ..., e, das gleiche tun. Eine gute Methode ist

auch folgende: Man rechnet das im kleinsten Fall n = 2 oder einem anderen kleinen Wert
nach, und nennt die kleinen Matrizen kurz ¢ [\]. Dann sieht man schnell, dass die Gleichungen
auch fiir die durch 1 ergénzte grofle Elementarmatrix

B[N = <eijom g)

gelten. Und zum Schluss benutzt man EY[\] = PEYP~! fiir ein geeignetes P, wenn kI
beliebig ist. O

Bemerkung 4.25. Ausdriicke der Form aba™'b~! nennt man einen Kommutator.

b) Streckungsmatrizen

Sei k=1,...,nund A € K. Dann definieren wir die Streckungsmatrix als
1 0
Dk[)\] = B A
0 T

Lemma 4.26. Es gilt

(1) Dy[1] =1

(2) Dg[)] - Di[p] = Dg[Au], insbesondere
Dy[N]* = Di[X]

(3) Dk[)l\] ist genau dann invertierbar, wenn \ # 0 ist, und in diesem Fall ist D[\ ~! =
Dy 5]

c) Diagonalmatrizen

Matrizen der Form D = =: D[A1, ..., Ay] heiflen Diagonalmatrizen.
0 An

Lemma 4.27. Es gilt
(1) D[A1,..., \n] = D[A1] ...  D[A,]
(2) D[1,...,1] =1
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(3) D[)\l,.. 5 n] D[,ul,...,,un]:D[)\l,ul,...,)\n]mun

Sy An]
(4) D[A1,...,\n] ist genau dann invertierbar, wenn Ai,..., A\, # 0, in diesem Fall ist
DA, ) b= DI A

r'n

d) Permutationsmatrizen
Eine Permutation auf den Ziffern 1,...,n ist eine Bijektion o : {1,...,n} — {1,...,n},
zusammen mit einer Abbildung

for K'—=K" exr— esm),
die also eine Permutation der Standardbasis darstellt. Die dazugehorige Matrix sei
P, = Mgs(Fy).

Sie hat in jeder Zeile ¢ genau einen von Null verschiedenen Eintrag, und zwar an der Stelle
j = o~ 1(i) eine 1, und sie hat in jeder Spalte j genau einen von Null verschiedenen Eintrag,
und zwar an der Stelle i = o(j) eine 1.

Beispiel 4.28.

-o=1d
- Transposition (i j): i+——>7j, jr—1i, k+—kfirk#i,j
Lemma 4.29. Es gilt
(1) Pa=1
(2) PO"PT:PO'OT
(3) P, ist invertierbar und es ist P; 1 = P,
(4) Py j1=1= P j) fir eine Transposition (i j)
Lemma 4.30.
1. P,EINP; ' = ECWo0)[)]
2. PaDi[NP;t = Py A
3. PUD()\l, ceey )\k)Pgl = D(}\o.fl(l), ceey )\cr*l(k))
4. Papapt;l :P0'60'71
5. D;NYES DN = Fijl

Was bewirken diese Matrizen?
Proposition 4.31. Sei A € Mat,, »(K),\ # 0

1. WA =2;;(A) Addition der j-ten Zeile zur i-ten
2. D;[AJA = D[N (A) Multiplikation der i-ten Zeile mit A
3. Pj;A =0;;(A) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile
Proposition 4.32. Sei A € Maty,n(K), EY, Di[\], Py(jy € Maty,m(K)X # 0
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1. AEY = A;;(A) Addition der j-ten Zeile zur i-ten
2. AD;[\] = M[A](A) Multiplikation der i-ten Zeile mit A
3. AP,(j) = U;;(A) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile

Man stellt also fest:

1. Der vollstandige Gauf3-Algorithmus, angewandt auf A, ist nichts anderes als sukzessives Mul-
tiplizieren von links oder rechts mit Elementarmatrizen, Streck- oder Vertauschmatrizen.
Gaufl macht aus der Matrix A die Matrix A’ = ZAS, wobei Z das Produkt aller verwende-
ten Elementar-, Streck- und Vertauschmatrizen ist, in der richtigen Reihenfolge sortiert nach
Zeilen- und Spaltenumformungen. Hier ist r = rg(A).

2. A sei quadratisch und invertierbar.
In diesem Fall kommt man ohne Spaltenumformungen aus. A wird durch Linksmultiplikation
mit Z zu A’ = 1 Z ist gleich A~'. Wichtig: Man muss nicht wissen, ob A invertierbar ist,
der Algorithmus bricht vorher ab.

- (1 2\ /1 O
Beispiel 4.33. A = <3 4> <O 1)

Linksmultiplikation mit E21[—3] liefert:

b %) (5 )

Linksmultiplikation mit E'2[1] liefert:

1 0 -2 1
o %))
Linksmultiplikation mit Do[—3] liefert schlielich das Inverse A~'. Die Inverse Matrix steht nun
da, wo urspriinglich die Einheitsmatrix stand und an Stelle von A steht nun die Einheitsmatrix.

10\ /-2 1\ _ ,,
o ) (7 )=

4.6 Normalformen

Sei im Folgenden f : V. — W lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen V' mit dim(V) =n
und W mit dim(W) = m, sei weiter der rg(f) = r. Setze V' := Ker(f) mit Basis A" =
(af,...,al_,). Erginze nun A" zu eine Basis A von V, also A = (A, A") = (a},...,a,,d},....;al_,).
Dann gilt: (1) f(a]) =0 mit i =1,...,n — r. Das ist klar, denn Elemente im Kern werden auf Null
geschickt.

(2) Setze B' := f(A") = (f(d}),..., f(al)). B ist eine geordnete Basis von im(f) C W.

Warum ist das so? 0 = A\ f(a}) + ... + A\ f(a.) = f(Ma] + ... + \eal), da gleich Null muss
vV = (M) +... 4+ al) € Ker(f). v ist mit der Basis des Kerns darstellbar v = pya+...4+pn—ral, _,.
Daraus folgt, dass 0 = (=\1)a) + ... + (=A\)al. + pa + ... + pp—ral,_, und somit gelten muss,
dass alle \y = ... = A, = 0 und p; = ... = pp—r = 0. Ergéinze zu einer Basis B = (B/,B") =

(f(d}),..., f(al.),b1,...;b, — 7). Dann ist

Mp.a(f) = ( ]BT 8 >

Satz 4.34. Fir jede lineare Abbildung f : V — W zwischen Vektorrdumen gibt es Basen A in V'
und B in W, so dass gilt

Maalf) = () mit e =rals)
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Insbesondere gilt: Wenn f ein Isomorphismus ist und m =n (d.h. V und W haben gleiche Dimen-
sion), dann ist Mp 4(f) = 1,

Bewets. nach obiger Konstruktion. O

Satz 4.35. Fir jede Matriz M € Mat,, ,(K) gibt es invertierbare Matrizen A, B mit

1,10
para - (510)

Insbesondere gilt: Wenn M invertierbar ist, so ist BMA =1
Beweis.

1. Gauf-Algorithmus mit B = Z Produkt der Zeilenumformungen und A = S Produkt der
Spaltenumformungen.

2. M a:Hom(V,W) +— Maty, ,(K) : L. A ist Basiswechselmatrix in V' und B ist Basiswech-
selmatrix in W.

O]
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5 Gruppen, Ringe und Algebren

Definition 5.1. Eine Funktion f : G — G’ zwischen zwei Gruppen G, G’ heiit Homomorphis-
mus, falls gilt:

L f(1) =1,
2. f(zy) = f(z)f(y)
Bemerkung 5.2. e Esgilt f(z71) = f(x)™!

e ord(f(x)) teilt ord(x), falls ord(z) endlich; insbesondere hat f(x) endliche Ordnung, wenn x
endliche Ordnung hat.

e Isomorphismus: f bijektiv ——
Epimorphismus: f surjektiv —
Monomorphismus: f injektiv —
Endomorphismus: G = G’

Automorphismus: G = G’ und f Isomorphismus

Beispiel 5.3. 1. G=Z—>G' =7, f(z)=nx
n # 0: mono, n = +1: iso

2. S8,:Z— ZJ/n, S,(x) T Restklasse modulo n, epi
3. exp: (R,+) = (Rsp,-) : In

4. exp: (R, +) — (S',), t s €27t

5. f:V =V f(w+y)=flz)+ f(y)

6. G=GL(V) Mee, i = GL,(K) dimg (V) = n Isomorphismus

Lee

7.¢:Z—-K,e(n)=¢e,=(1+...4+1) n-mal
e(0) =0,e(n+m) =e(n) +e(m)

8. Z/n — tn, ki CF G = ewp(%)

9. (R,4) =5 (R, ) exp(x +y) = exp(x)exp(y)

~

Umkehrfunktion: e log(xy) = log(z) + log(y)
og

10. P :S,, — P,= Gruppe der Permutationsmatrizen
o— P,

11. D : (K*)" — D= Gruppe der Diaonalmatrizen
()\1, ceny /\n) — D(}\l, vy )\n)

12. g€ G: fy: Z — G, k»?)gk
ord(g) =n Z/n — G, k> g"
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Definition 5.4 (Signum:). Auf den symmetrischen Gruppen definieren wir eine wichtige Funktion

o(j) = o(i)

sign : S, — {£1}, sign(o) = H =i

1<i<j<n
1. Warum ist sign(c) = £17

2. Ein Paar (¢,5) mit 1 <i < j <nund o(¢) > o(j) nennt man einen Fehlstand von o.

3. Hat o genau k Fehlstdande (0 < k < n(n2_1)), so gilt
[1 (eG)—o@) =" 1 le()—o@l=DF 1 li-il=DE T (G-,

1<i<q<n 1<i<j<n 1<i<j< 1<i<j<

weil in den beiden mittleren Produkten die gleichen Faktoren in evenruell anderer Reihenfolge
vorkommen.
Also ist sign(o) = (—1)* bestimmt durch die Anzahl der Fehlstéinde.

Beispiel 5.5. 1. o = (ij) Transposition sign(c) = —1

2. 0 = (123); sign(o) = 321213 = 41

Lemma 5.6. sign ist ein Homomorphismus:
sign(l) =1
sign(m o o) = sign(m) - sign(o)

Beweis.
sign(ro0) = [ (o (j) - ?(0(2))
_ (o)) —m(o(i)) o(j)—o(i)
s o) —a(@) j—i
) —7w(k) pyol)—oli)
- k<l I—k . g J—1

= sign(m) - sign(o)

O
Beispiel 5.7. 1. 0= (iy ig ... ) k-Zykel
= (il ig)(ig i3)...(ik_1ik) k — 1 Faktoren
sign() = (~ 1)k
2. sign(o~t) = sign(o)
3. Typ(a) = (tl,tg,...,tn) :
sign(o) = (_1)t1-0 . (_1)t2~1m(_1)tn~n — (_1)n—(t1+t2+...+tn)
Definition 5.8. Fiir einen Homomorphismus f : G — G’ definieren wir
1. kern(f) = f(1) ={z € G|f(z) =1} C G
2. im(f) = §(G) = {y € G Preaf(x) =y € &
Lemma 5.9. 1. kern(f) ist eine Untergruppe; f ist genau dann ein Monomorphismus, wenn

ker(f) =1 ist.
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2. im(f) ist eine Untergruppe; f ist genau dann ein Epimorphismus, wenn im(G) = G’ ist.

Beweis. 1) 1 € ker(f), wegen f(1) = 1.

91,92 € ker(f) = f(g1) =1, f(92) =1 = f(9192) = f(91)f(g2) =1-1=1
Ist f ein Monomorphismus, so kann nur fiir x = 1 die Bedingung f(z) = 1 gelten. Angenommen

fg1) = f(g2); dann ist f(g195") = f(g1)f(92") = F(91)f(g2)™" = 1; also folgt aus kern(f) = 1
nun 9192_1 =1, also g1 = go.
2) 1= f(1), also 1 € im(f).
Ist y1 = f(z1) und y2 = f(x2), so ist f(z122) = y1y2. O

Beispiel 5.10.

1. f:Z — Z/n, x — Z Restklasse mod n
ker(f) =nZ CZ

2. eZ—K, e(n) =nl
ker(e) =0 < char(K) =0
ker(e) = pZ < char(K) = p (Primzahl)
3. Lg:Z— G, f(n)=g¢" (g€ Gfest)
ker(Ly) =0 < ord(g) =
ker(Lg) = nZ < ord(g) =n
4. Lop: (R, +) = (C*,-) a,beR,a,b>0
a,b(t) — eatib)t
im(Lqp)=Spirale (logarithmische oder Bernoulli’sche)
5. X Menge, G Gruppe: I' = Funkt(X, G) ist eine Gruppe:
(172)(@) = n(@)r2(@), Hz) =1, v (z) =)~

6. Ist X eine Gruppe, so ist Hom(X, G) i.A. keine Untergruppe:

(71 072)(zy) = 1 (zy)re(ry) = 1(2)71(y)72(2)71(Y)
(gammay o y2)(x) (71 072)(y) = 71(2)72(2)71(¥)12(y)

Lemma 5.11. Fiir einen Homomorphismus ¢ : G — G’ gilt:
1. ¢(Kom(Q)) € Kom(G")
2. Kom(G) C kere, falls G' abelsch ist.

Beweis. 1):1st g = [z,y] = xyz~ly~! ein Kommutator, so ist ¢(g) = ¢(xyz~y™) = ¢(x)d(y)d(x) to(y) ™! =
[6(x), ¢(y)] wieder ein Kommutator.

[z,y]7! = 2yz~'y~! = yxy~lz~! = [y,2] auch Und ist ¢ ein Produkt von Kommutatoren (und

Inversen von Kommutatoren), so auch ¢(g).

2): Ist G’ abelsch, so ist Kom(G') = 1, also ¢(Kom(G)) = 1, also Kom(G) C ker(¢):

Oder auf Elementen:

ola,y] = d(@)é(y)d(@) " o(y) ™! = d(2)9(x) " H(y)dly) " = 1. -

5.0.1 Vorwartsschicken/ Riickwadrtsschicken von Gruppensturkturen

Ist (G, ) eine Gruppe, X = G’ eine blofie Menge und ¢ : G — X eine Bijektion, so kann man X
derart zu einer Gruppe (G, x) machen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.

¢: (G, ) — X = G’ Bijektion
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vorwirtsgeschobene Gruppenstruktur auf G’:

1) ¢ Haxy)=9¢ () ¢ (y)
2) 1

3) (e 1) = ¢~ (a)"!

¢_ (le *) — (G7 )

1) ¢(ab) = ¢(a) * ¢(b)

2) ¢(1) =17

3) ¢p(a™) = pla)~

= ¢ (x)- ¢ Do (y) - 67 (2)))
=¢(¢ (x)- (67 'y 07 (2)))
=o((¢(2)- ¢ () &' (2))

= oo (P67 (W) 67 (2))
=p(¢ (wxy) ¢ '2)

= (zxyx*2)

Genau analog: Zuriickziehen
x=a2% (G, -) Bijektion
vxy =y (Y(@) - ¥(y))
1= (1)

w1 = g () )
Beispiel 5.12.

tan

1. Tangens: (R, +) — (R, *)
(nicht fiir ng definiert!)
tan(a)+tan(b)

tan(a +b) = 1—tan(a) tan(b)
THY = f_‘;y

2. G = R mit arithmetischen Mittel
G'=Ryp, ¥:=In:Ryg— R
exp(PET) = exp(PG2) = exp(In y/7) = /7Y
geometrisches Mittel: mit ¢ = In zuriickgezogenes arithmetisches Mittel.
G = R>07 1/} = %
(xflﬂfl)—l _ 2 _ 2 _ 2xy
2 - %.A,_% - !‘;TJC T z+ty
harmonisches Mittel: mit ¢ = % zuriickgezogenes arithmetisches Mittel

_ ¢:()3 !/
3. G=R,+) —— G =R

wxy = (Yo + YY)’ =a+33/a%y+3Vxy* +y
=g
0*=0 ,,Deformation der Addition”
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5.0.2 Einige wichtige Isomorphismen

1. R/n = p, = Rot, C Ds, Diedergruppe

2 s 21
- COS =— —S1n —
ks CEe A, = < o n >
n n i 21 2
S1n n COS n

2. BEISPIEL FEHLT
3. GL(V) % GL,(K), n =dimV, A = Basis von V
AA
(Isomorphismus héngen von der Basis A ab).

4. S, = P, Permutationsmatrizen
o+— P,

5. Zen(GL,(V)) ~ Zen(GL,(K)) ~ K*, n >3
Diagonalmatrizen D,, — (K*)"
D[)\l, ceny )\n] — ()\1, ey )\n)

6. Diedergruppen: Dy ~ Sy, Dy ~7/2 X /2, Dg ~ S3
7. Platonische korper beispiele FEHLEN
8. Automorphismengruppen
a) Z% 7 —id:Z—7Z, n— —n
Aut(Z) = {id, —id} ~ S°
b) Z/2 — 7Z/2: nur die Identitét
00
1—1
Aut (Z/2) =1
c) Z/3 — Z/3: auBer der Identitdt noch 6§ = —id.
0:0—0
12
21
Aut(Z/3) ~ S°

5.1 Normale Untergruppen
5.2 Produkte

Definition 5.13. Gegeben seuen zwei Gruppen G; und Gs. Wir definieren eine neue Gruppe
G = Gl X G2 mit

(z1,72) - (y1,92) := (¥1- Y1, 22 - Y2)

(w1, 22) 7" o= (225 )

1:= (1,1) Offenbar ist das wieder eine Gruppe und wird direktes Produkt genannt.

Beispiel 5.14.

BV =K" = K" x K™ ny+ng=n

(RX7 ) =~ (SO’ ) X (R>07 )

z > (& Jo)
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V D Uy, Us Untervektorridume,
V=U+Us, U Nuy =0

V ~ Uy x Uy =: Uy ® U, interne direkte Summe:

(u1, ug) — up + ug

beispiel 5 hat n Diagramm...

Rest von Kapitel 5.5 fehlt! (Diagramme etc)
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