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Achtung:

Diese Version des Skriptes ist nicht vollsténdig korrigiert! Verbesserungsvorschlige kénnen an lina-
skript@tauradian.de geschickt werden.

Vorwort

Lineare Algebra:

Theorie der linearen Gleichungssysteme

Theorie der Vektorrdume und linearen Abbildungen

Theorie der Matrizen und Vektoren

- Unbekannte / Variablen z kommen nur zur ersten Potenz vor
Keine gemischten Terme x; - x;






1 Gleichungssysteme

1.1 Rechnen im R"

1.1.1 Algebraische Aspekte
Definition 1.1. Grundkorper R = reelle Zahlen

Definition 1.2. Der R = R x ... x R besteht aus Elementen, die man sich auf zwei Weisen
vorstellt:
(i) Zahlentupel = Zeilenvektoren: x = (z1,...,zy)

— x; = Eintrage, Koordinaten, Komponenten
z.B. Punkte im R3 : P = (1, 22, 73)

z1
(ii) Spaltenvektoren: z = < : >
Tn

Fiir beide Auffasungen gibt es nun Operationen, wir notieren sie fiir einen Spaltenvektor:

T Y1 T1+Y1
—Addition:x—i—y:(;)—i-(;):( : )
Tn Yn l'n"f’yn

Az
— Skalierung: A€ R: A -z = ( : >

)\"xn

0
— Nullvektor: 0 = ( : >
0

Unterschied: Wird bei der Matrizenmultiplikation deutlich werden.

Satz 1.3. Rechenregeln
r+(y+2)=(r+y)+2

rT+Yy=y+zx
r+0==x
—z=(-1)-z

AMpz) = ()
A+ p)-z= X x+ px

Definition 1.4. Skalarprodukt
(,):R"xR" >R

2 Y1
Fiir x = ( : > und y = ( : ) definiert man ein sogenanntes Skalarprodukt: (x,y) — (x,y) :=
Tn Yn

T1Yy1 + -+ Tnln
(x,y) ist linear in = (bei festem y) und linear in y (bei festem x). Das nennt man bilinear.



Satz 1.5. Rechenregeln

(

(

(,y +y) = (v, y) + (2,9)
(0,y) =0

<)\x,y> =X <l‘,y>

(z,py) = p- (2, 9)

My : (x,y) =0) = =0

Beweis. Angenommen x # 0 = 3i : x; # 0.

0

Setze y = i , also y; = {

0

1 j=i
0 j#i

Dann gilt 0 = (x,y) = z; - y; = x;. Widerspruch.

Das waren algebraische Aspekte (unabhéngig von R, gilt in jedem Koérper Kbzw. in seinem Spal-

tenvektorraum K")

1.1.2 Geometrische Aspekte

Definition 1.6.

e Betrag: ||z := \/(z,7) = /27 + 23 + ... Diese Formel ist die Verallgemeinerung des Satzes

des Pythagoras im R"

e Matriz = rechteckiges Zahlenschema A =

x

o Winkelmessung: cos (z,y) = W

ol (xv Y F# O)
all a2 . A1n
a21 az2 ... QG2pn

aml aGm2 ... Omn

Der erste Index zdhlt die Zeilen, der zweite Index zéhlt die Spalten.

Spalte: S;(A) j-te Spalte

Zeile: Z;(A) i-te Zeile

o Nullmatriz alle Eintrége 0

e Skalierung von Matrizen: X - A = jedes Element mit Lambda multiplizieren

e Addition, Subtraktion von Matrizen erfolgt komponentenweise:

aill ai19 e A1n
asy as9 e aon,

aAml Am2 ... mn

bin air + b1 a2+ bia
bay, a1 +ba1  az + b
bmn am1 + bml am2 + bm2

a1p + bin
a2y + bay,

Umn + bmn



Die Matrix A € R™" kann als Riesenspaltenvektor oder Riesenzeilenvektor oder Mittelweg
mit n Spalten und m Zeilen aufgefasst werden.

Das Produkt einer (m x n)-Matrix A mit einem Spaltenvektor x liefert einen neuen Spal-

tenvektor:
ai; a2 ... Gin 1 a11x1 + aipxs + -+ a1pTy
az1 a2 ... Q2p T2 a21x1 + a2T2 + - - - + a2p Ty
A-x= . =
aml Am2 ... Gmn Tn Ap1X1 + @p2T2 + -« - - + GppTn

Satz 1.7. Wir betrachten die Multiplikation mit einem festem A als Funktion als Funktion Ty :
R" - R™ z — Ax.

e T4(0)=0
[ ) TA(A.%') = )\TA(.%')

o Ty(x' +2")=Ta(x") + Ta(z")

1.1.3 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.8. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System von m Gleichungen in n
Unbekannten z1, ..., x, der Art:

(Gl) a11x1 + a1rs + ... + a1pTy, = b1
(Gm) Am1T1 + Ao + ... + GpnTn = by
Die a;; mit ¢ = 1,...,n und j = 1,...,m heiflen Koeflizienten die b; = 1,...,m heilen Werte des

LGS. Wichtig: alles ist durchnummeriert.

Kompakte Schreibweise
A = (ai;) = Matrix der Koeffizienten

x
x = | : | = Spaltenvektor der Unbekannten
In
b
b= : | Spaltenvektor der Werte
bm
A-z=0
Notation:

Gegeben A und b
(A|b) = erweiterte Matrix



z1

Definition 1.9. Ein x = | : |, der simultan alle Gleichungen 16st, heifit Losung des LGS.
T,
z1
LAb)=z=] : | eR"Az =bCR"
Tn

Bemerkung 1.10. 1. AeR"™ x € R" b e R™
2. Alles ist durchnummeriert

3. Es ist moglich, dass alle Koeffizienten = 0 sind: A = 0 ("triviales” LGS)

R*, b=0
£(0|b):{® b2 0

4. Es ist moglich, dass eine Zeile von A null ist.
bj = 0 = Diese Gleichung ist iiberfliissig, b # 0 = L(A[b) =0

5. Es kann sein, dass eine Spalte von A null ist
ajp =ag =..=0 = uxz ”iiberﬂiissig”

Definition 1.11. Ist b = 0, so heifit das LGS (A|0) homogen. Ist b # 0 so heifit das LGS inhomogen.

Bemerkung 1.12. Was hat das alles mit Ty : R™ — R™ zu tun?
r—y:=A-x

1. (Alb) hat eine Losung (d.h. L(A[b) # () genau dann, wenn b € Bild(T4) = Ta(R") =
Wertemenge gibt, es also ein € R™ mit Ty(z) = b gibt.

2. 0 € L£(A|0) (d.h. £(A[0) # 0)

Ein homogenes System hat immer mindestens eine Losung, ndmlich die triviale Losung « = 0.

1.1.4 Struktur der Losungsmenge
Satz 1.13. (homogener Fall)

(i) (A|O) hat immer die triviale Losung
(i) x € L(A|0) = Az € L(A|0)
(iii) z,2' € L(A|0) = x+ 2’ € L(A|0)
Satz 1.14. (inhomogener Fall)
(i) x,2' € LIA]D) = x — 2’ € L(A|0)

(ii) Sei T € L(AD)



Dann gibt es zu jeder anderen Losung x € L(A|b) genau eine Lisung ¢ des homogenen Systems
mit x =T + &

Beweis. (i) z,2' € L(A|b) = Ax =b,Ax' =
Az — A =b—-b=0
Alz —2')=0
Also x — 2’ € L(A|0)

(ii) Es gilt AT =10
Ist x € L(Ab), also Az = b, so haben wir nach (i) x — 7 = £ € L(A|0)
Also: x =T+ ¢
Und € ist eindeutig bestimmt: x — 7 = ¢
r—xT=¢
= ¢=¢
O

1.1.5 GauB-Algorithmus

Das Ziel des Gau-Algorithmus ist es, ein LGS Ax = b durch Zeilenumformungen in die sogenannte
Zeilenstufenform zu bringen; d.h. am Ende soll unser LGS folgendermaflen aussehen:

iy I3 i,

* r
(A" | b) = L
0 *
0 *
0 0
~—
d

Die Eintréige e sind von Null verschieden, * ist beliebig und alles unter der Treppenlinie ist Null.
Die Groflen d und r werden wichtige Charakteristiken sein.
Weil wir nur Zeilenumformungen verwenden werden, gilt:

L(A|b) = L(A'|Y)
Und wir erhalten rekursiv eine Darstellung der Losungsmenge.

Wir definieren zunéchst den Begriff der Treppenfunktion.

Definition 1.15. Eine Treppenfunktion 7 ist eine Funktion, die Spaltennummern 0,1,...,n auf
Zeilennummern 0, 1, ..., m abbildet, sodass folgende Eigenschaften gelten:

e 7(0)=0

e 7(j) <7(j+1) (1 <j <n) monoton



o 7(j)=7(j —Dodert(j — 1) +1 (1 < j < n) Stufenhthe <1

Eine Matrix A € Mat,, »(R) ist in Zeilenstufenform, wenn eseine treppenfunktion 7 gibt, sodass gilt:

e (ZSF 1) a;; =0furi>7(j)(1 <i<m,1<j<n)
o (ZSF 2) a;; # 0 fiir i = 7(j), falls 7(j) >7(j — 1) (1 <j <n)

Bemerkung 1.16. Wir werden zwar den Gauf-Algorithmus auf die erweiterte Matrix (A|b) an-
wenden, aber die Treppenfunktion bezieht sich nur auf A; wie werden sagen, (A|b) sei in Zeilenstu-
fenform, wenn A in Zeilenstufenform ist.

Bemerkung 1.17. e Wir nennen die Stellen 1 < j; < ... < j, < n, an dem 7 springt (also
7(jr) = 7(jr — 1) + 1 die Sprungstellen.

e Die Anzahl der Sprungstellen nennen wir den Rang rg(A) = r der Matrix (oder auch Zeilen-
rang); es ist immer 0 <7 < m,n

Gauf3-Algorithmus

Eingabe (A|b)

A e Maty,,(A),b e R™

Start: Setze p — 0,q — 0 (Hilfsvariablen)

1. Suche in den Spalten S;(A) in der Reihenfolge j = ¢ + 1,...,n einen Eintrag a;; # 0 in der
Reihenfolge t =p+1,...,m.
e Gibt es kein solchen a;;, so gehe zu ENDE.

e Sei a;; # 0 mit j minimal unter ¢ < 7 < n und ¢ minimal unter p < ¢ <m
2. Vertausche Zeile i mit Zeile p + 1

3. Subtrahiere von Zeile i + 1 das “2t-2-fache der Zeile p.

p,q

Subtrahiere von Zeile 7 + 2 das %—fache der Zeile p.

am
a

Subtrahiere von Zeile m das p’;’—fache der Zeile p.

4. Setzep - p+1,q — j.
e Ist p = m oder ¢ = n, gehe zu ENDE

e Sonst gehe zu 1.

ENDE.
Ausgabe: (A’|b) in Zeilenstufenform.

Bemerkung 1.18. Man nennt das a;; in 1. ein Pivotelement.

Satz 1.19. Jedes LGS (Alb) wird durch den Gauf-Algorithmus in ein dquivalentes LGS (A'|b') mit
gleicher Lisungsmenge tiberfihrt.

Beweis. 1. Zunichst ist offensichtlich, dass fiir A = 0 das LGS (0]b) bereits in Zeilenstufenform
ist, und zwar fiir die konstante Treppenfunktion 7(0) = 7(1) = ... = 7(n) = 0. Wie fiihren
den Beweis durch Induktion iiber m.

2. Fir m = 1 und A # 0 sei a;1 = ... = a1j—1 = 0 und a;; # 0. Dann ist A bereits in
Zeilenstufenform mit 7(0) = ... =7(j — 1) =0und 7(j) = ... = 7(n) = L.
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3. Fiir m > 1 fithrt ein erster Durchlauf des GauB-Algorithmus fiir A # 0 an einem ersten
Pivotelement a;,;, # 0. Nach Vertauschen und den Subtraktionen haben wir ein System
und eine partiell definierte Treppenfunktion. Der zweite Durchlauf des Gauf3-Algorithmus ist
eigentlich ein erster Durchlauf auf das neue System. Dieses hat noch m — 1 Zeilen. Nach

Induktion wird es in Zeilenstufenform iiberfiihrt.
O
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2 Korper und Vektorraume

2.1 Korper

2.1.1 Korperaxiome und Unterkorper

Definition 2.1. Ein Kdrper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + (Addition),- (Multipli-
kation), die die folgenden Eigenschaften erfiillen:
e Addition
1. a4 (b+c¢) = (a+ b) + ¢ (Assoziativitit)
2. a+b="b+ a (Kommutativitit)

3. Es gibt ein neutrales Element der Addition & € K, sodass fiir alle x € K gilt £ + z = .
Dieses bezeichnen wir mit 0.

4. Zu jedem Element x € K gibt es ein Element —z € K, sodass = + (—z) = 0. (Existenz
von additiv Inversen)
e Multiplikation
5. a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitit)
6. a-b=">-a (Kommutativitét)

7. Es gibt ein neutrales Element der Multiplikation £ € K, sodass fiir alle z € K gilt
Z - x = x. Dieses Element bezeichnen wir mit 1.

8. Zu jedem Element z € K gibt es ein Element 2! € K, sodass z -z~ = 1. (Existenz von
multiplikativ Inversen)

e Zusammenhang zwischen Addition und Multiplikation
9. a-(b+c¢)=(a+b)-c (Distributivitéit)
10. 1#0

Definition 2.2. Eine Teilmenge K’ C K eines Kérpers K nennen wir Unterkdrper, wenn sie die
folgenden Eigenschaften erfiillt:

1. ,ye K =24y e K,z -y e K (Abgeschlossenheit beziiglich Addition und Multiplikation)
2. 0,1eK

3. reK = —xek

4. reK =a21ekK

Bemerkung 2.3. Wie wir es aus der Schule gewohnt sind, schreiben wir vereinfachend x — y statt
z + (—y) und % statt - y~!. Dies sind jedoch erstmal nur Notationen, da wir keine Verkniipfung
—, oder / definiert haben.

Beispiel 2.4. Beispiele fiir Korper, die uns allen geldufig sind sind die reellen Zahlen (R, +,-),
die rationalen Zahlen (Q,+,-), oder auch die komplexen Zahlen (C,+,-), welche wir im néchsten
Abschnitt definieren werden. Ein Beispiel fiir einen Teilkorper von R, der nicht der Kérper rationalen

Zahlen ist, ist (Q [\/5] ,+,+), wobei Q [\/ﬂ = {a + bV2|a,b € 7}

12



2.1.2 Komplexe Zahlen

Definition 2.5. Der Kérper der komplexen Zahlen C besteht aus der Menge R? zusammen mit
den Verkniipfungen

o (zy)+ (@) =@+ y+y)

o (zy) (@ y)=(x 2 —y-yx-y+2"-y)
Es ist:

e Oc =(0,0)

o lc =¢e;=(1,0)

i _(xvy) = (_x7_y)

o (2.9)" = (. )
wie sich jeweils leicht nachrechnen liisst. Des weiteren stellen wir fest, dass (ep)? = (0,1)% = (—1,0)
und nennen eq die imagindre Einheit i. Wir schreiben (x,y) = = + iy.
Dass fiir Addition und Multiplikation die gewiinschten Eigenschaften (Assoziativitidt, Kommutati-
vitdt, Distributivitéit) gelten lasst sich leicht nachrechnen.

Definition 2.6. z = (z,y) € C kann als Zahl in der Gaufischen Zahlenebene interpretiert werden,
die durch einen Winkel und eine Lénge definiert ist.

2i

r= 22+ ¢
i y = rsin(p)
0i ¥
-1 Q 1 2 3 4
x = rcos(yp)

-1i mit 0 < ¢ < 27 und r = /22 + 2 ist diese Dar-
stellung eindeutig, wobei

x =rcos(p)
y = rsin(p)

r und ¢ nennen wir die Polarkoordinaten von z. Wir schreiben z = (r; ¢)

2.1.3 Endliche Kérper

Bemerkung 2.7. Nachdem alle Korper, die uns bis hier hin begegnet sind unendlich viele Elemente
hatten wollen wir nun versuchen zu einer Primzahl p einen Korper mit genau p Elementen, also
einen endlichen Korper zu finden.

Definition 2.8. Man kann zeigen, dass es zu gegebenen n,z € Z,n > 1 eindeutige Zahlen a,r €
Z gibt mit 0 < r < n, sodass z = an + r. Dies ist die Division durch n mit Rest r. Fiir ein
gegebenes n wollen wir alle Zahlen als gleich auffassen, bei denen r gleich ist und sie in einer Menge
zusammenfassen. Wir bezeichnen die Menge

[z] = {7 €Z|Z =d'n+r,d € Z} = {7 € Z|z' — z ohne Rest durch n teilbar}

als die Restklasse von z modulo n. Und nennen 2’ € [z] Reprisentant der Restklasse.

13



2.1.4 Inverse in I,

Satz 2.9. Es seien a,b € N mit 0 < b < a, dann gilt:

1. Der ggT'(a,b) ist der letzte nicht verschwindende Rest r, der folgenden Kette von Divisionen-
a=qb+nr mit 0<ri<bq,m1 €N
b=qor1+ro mit 0<re<ry;qa,r2 €N
mit-Rest 11 = q3ra + 11
Tn—2 = qpnTn—1+r, mit 0<7r, <rp_1;qn,m €N
Tn—1 = qn+1Tn mit qn+1 €N

2. Es gibt o, 8 € Z mit der Eigenschaft
99T (a,b) = aa + Bb.

Beweis.

1. Da die r; strikt fallend, denn b > ry > ro > ... > r, > r41 = 0, bricht der Algorithmus ab.
Ist t € Z ein Teiler von a und b, so ist t auch Teiler von r; und damit auch von ro usw. bis
schliefllich 7,,. Umgekehrt gilt: Ist ¢ Teiler von r,, so auch von r,_1,7,_2, usw. bis @ und b.

2. Lose die Gleichung riickwérts auf und setze ein.
O

2.1.5 Charakteristik eines Korpers

Bisher konnte man den Eindruck gewinnen als lige A € N in K, da 6fters schon so gerechnet wurde.
Dies ist nicht so. Zwar gilt NC Z C Q C R C C, aber N C Z sind keine Teilmenge von F,. Daher
soll von jetzt an als Vereinbarung gelten, dass fiir n € Z und z € K gilt

ne =+ + ...+ (n-mal).

Dies ist also nicht die Multiplikation von Koérperelementen. Nun das Ganze etwas genauer in fol-
gender

Definition 2.10. Fiir jedes n € Z gilt:

Also

Definition 2.11. Falls kein ¢, = 0 mit n > 0, so hat K die Charakteristik 0, und schreibt
char(K) = 0.

Andernfalls nennt man das kleinste n > 1 mit &, = 0 die Charakteristik von K, schreibe
char(K) = n.

Beispiel 2.12. 1. char(Q) = char(R) = char(C) =0

2. char(F,) = p (p ist eine Primzahl)

14



Bemerkung 2.13. Ist char(K) = 0, so ist Q ein Unterkorper.
Denn
Q —K

n -1
_— ’H en . En s
m

so ergibt sich e, + & = €445 und &, - €5 = £4p und somit erhélt man ein K' = {z — ¢, - ejnl\n, m €
ZANm # 0} mit g =0 und ¢; = 1.

Definition 2.14. Eine Funktion ¢ : K — K’ zwischen zwei Kérpern heifit Kdrperhomomorphismus,
falls gilt

¢z +y) = o(x) + ¢(y)

oz - y) = o(x) - ¢(y)

#(0) = 0 und damit auch ¢(—z) = —¢(x)

#(1) = 1 und damit auch ¢(z~!) = ¢(z)~!, falls ¢ injektiv und = # 0

Beispiel 2.15. R < /C mit z — (z,0) ist ein Kéorperisomorphismus auf einem Unterkorper.

Satz 2.16. Ist char(K) > 0, so ist char(K) eine Primzahl.

Beweis. Sei char(K) =n mit n >0 und n = a-b mit a,b € N sowie 1 < a, b < n. Das heifit n ist
keine Primzahl. Dann wire 0 = &,, = €, - £ mit &4, &p # 0 und somit géib es einen Nullteiler. O

2.2 Vekrorrdume
2.2.1 Vektorraumaxiome
Im folgenden Abschnitt ist mit K immer ein Korper gemeint.

Definition 2.17. Ein Vektorraum V {iber K ist eine Menge mit einer Verkniipfung und einer
Operation.
Addition:

+:V XV —Vmnit (z,y) —z+y

Skalierung:
KXV — Vmit (\,z) — \-x

mit den folgenden Eigenschaften:

1. Ve,yeV: z4+y=y+=x

2. Vz,y,zeV: z+y+z2)=@+y) +=2

3. 0eVVvVreV: 24+0=2=0+zx

4. VeeVi—-z: x4+ (—x)=0=(-2)+=z

5. VeeV,VaipueK: X (p-z)=0N-p) -
6. VxeV: l-z=x

7.V e K, Vz,yeV: X(z+y)=A-z+A-y

8. VeV, VaueK: (A+p)-z=Xz+p-x

15



Proposition 2.18. 1. 0-2=0

2.2-0=0

3. (1) z=—x

4. VAeKvVzeV: Ax=0 = A=0oderz=0
Beweis. Ubungsaufgabe O
Beispiel 2.19.

1. K™ mit n > 0 ist ein Vektorraum. Denn die Addition ist definiert
T1 Y1 141 1 Az
durch( : ) + : = ( : und die Skalierung durch A - < : ) = < : ) Die

Eigenschaften sind leicht nachzupriifen.

2. Insbesondere ist K = {0} der triviale Vektorraum und K' Vektorraum iiber sich selbst.

3. Auch Mat,, ,(K) mit festem m,n € N ist ein Vektoraum. Auch hier lassen sich Addition
und Skalierung sowie deren Eigenschaften leicht nachweisen.

Bemerkung 2.20. Vektorrdume iiber Q, R bzw. C nennt man rational, reell bzw. komplex.

2.2.2 Unterraum

Sei V im Folgenden ein K-Vektorraum.
Definition 2.21. Eine Teilmenge U C V heifit Unterraum von V, falls gilt
1. u,u/ € U = u+u' € U (abgeschlossen unter der Addition)
2. 0eKueU = X-ueU (abgeschlossen unter Skalierung)
Bemerkung 2.22. Sei u € U beliebig und A = 0, dann folgt daraus 0-u =0 € U.
Beispiel 2.23.
1. U =0 = {0} ist Unterraum in jedem Vektorraum.

2. V=K"i=1,..nU; :={z=(x1,...,x5) € K"|z; = 0} ist Unterraum von V.
Ur={x=(21,...,2n) € K"z; =0 fiiri € I} I C 1,...,n ist Unterraum von V.

3. V=K" U={z=(x1,...,n) € K"z1 + 22 + ... + 2,, = 0} ist Unterraum von V.

4. veV U = {tv|t € K} ist Unterraum von V. Diesen Unterraum bezeichnet man auch als
Spann bzw. lineares FErzeugnis von v. Manchmal nennt man ihn auch lineare Hiille von v.
Doch dazu spéter mehr.

5. Sei u,v,w € V, dann ist U = Span(u,v,w) = {x = A+ pv + vw € V|, uv € K}
6. (A|0) sei homogenes LGS und A € Mat,, ,(K), dann ist L(A|0) C K" ein Unterraum.

7. Uy, Us seien Unterrdume von V', dann ist auch U = Uy N Us ein Unterraum von V.
Allgemeiner: U; C Vi€ I = U :=();c; U;. I muss nicht endlich sein. Achtung! Die
Vereinigung von Unterrdumen sind im Allgemeinen keine Unterrdume mehr. Als einfaches
Beispiel dafiir dienen hier die beiden Koordinatenachsen des R? als Unterrdume. Addiert
man némlich (1,0) aus dem x-Achsen-Unterraum zu (0, 1) aus dem y-Achsen-Unterraum, so
erhélt man (1,1). (1,1) liegt aber nicht in der Vereinigung von den beiden
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Koordinatenachsen. Achtung! Auch das mengenméfiige Komplement ist im Allgemeinen
kein Unterraum. Das orthogonale Komplement allerdings schon. Denn sei V' = R"™ und

ni
n = ( : ), dann ist U = {z € R"|z1n1+, ..., +x,n, = 0}

Nn

2.2.3 Korperwechsel

K X L—L
L X L—L

Nz)—= Az

I

(A x) —— Az

2.3 Lineare Abbildungen

Im folgenden bezeichne K einen Koérper; V' und W seien Vektorrdume iiber K (Man sagt auch:
K-Vektorrdume).

Definition 2.24. Eine Funktion f : V — W ist eine lineare Abbildung, falls gilt:
(i) f(0)=0
(i) f(z+y) = f(z)+ f(y), mit z,y €V

(iii) f(Az) =Af(x), mit \e K,z e V.

Hierbei folgt (i) offensichtlich aus (iii): f(0) = f(0-0) =0- f(0) = 0.

Lineare Abbildungen sind die zentralen Objekte der linearen Algebra; man kénnte diese auch als
Studium der linearen Abbildungen bezeichnen. Wir betrachten nun einige Beispiele:

Beispiel 2.25. 1. Die Multiplikation einer Matrix A mit einem Vektor x, wie wir sie bereits
direkt zu Beginn eingefiihrt haben, ist eine lineare Abbildung: V = K" W = K™; A €
Mat,, » (K)

f=T4: K" — K" x+— A-x

2. Fiir ein A € Maty, ,(K) haben wir ein lineares Gleichungssysteme studiert. Ein Ergebnis
war W = L(A|0) C K", die Losungsmenge im homogenen Fall ist ein Untervektorraum. Mit
r =rg(A) und | = n — r erhalten wir die bekannte Parameterdarstellung des Losungsraums
als lineare Abbildung:

f: K —s £(A]0)
ur— L(u)

Diese lineare Abbildung ist auflerdem bijektiv. (Eine solche Abbildung nennt man auch Iso-
morphismus.)

3. Geometrische Beispiele: Drehung, Streckung, Scherung und Spiegelung im R? lassen sich als
Matrizenmultipliktion darstellen und sind somit lineare Abbildungen.

f=T4: R —SRiz+— Az
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Die zur Drehung um ¢ assoziierte Matrix ist
_ [cos(¢) —sin(¢)
~ \sin(¢)  cos(¢)

Die Matrix zur Streckung um A; entlang der z-Achse und um Ay entlang der y-Achse ist:

=0 06— 60)

Bei der Scherung bleibt eine Achse erhalten, in diesem Beispiel die z-Achse:

A= (o 9:0) = (o)

( )
y

=L )0

die Spiegelung an der Winkelhalbierenden ist gegeben durch

(0 1\ (=z Y
=006~ C)
Auch die Projektion ist eine lineare Abbildung. Jeder Vektor v € V = R? kann eindeutig
geschrieben werden als v = w + w’ mit w € W und einem Vektor w’, der auf der Geraden
liegt, die von @' aufgespannt wird. Die Projektion 7 : R2 =V — W, w + v’ = v — w ist eine
(surjektive!) lineare Abbildung.

. Analytische Beispiele
Auf dem Vektorraum V = C9TH(R) der (¢+1)-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen
(mit der Addition (f+g¢)(z) := f(x)+g(x), f,g € V) ist die Ableitung eine lineare Abbildung:
D : CT(R) — CY(R)
fr=f

Hierbei bezeichnet f'(x) = -L f(x) die Ableitung von f nach z. Wegen der bekannten Ablei-

X
tungsregeln, dass die Ableitung der Summe gleich der Summe der Ableitungen ist, und dass

die Ableitung einer skalierten Funktion gleich der skalierten Ableitung ist, sind Ableitungen
lineare Abbildungen. Insbesondere gilt fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen (¢ = 00):

D : C®(R) — C™(R)
fr—f

Auf dem Vektorraum V = L'([0,1]) der iiber [0, 1] integrierbaren Funktionen ist die Integra-
tion eine lineare Abbildung.

I:LY[0,1]) —

R
Fr— /af(x)dx
b

mit a,b € [0,1]. Hier gilt die analoge Regel, dass das Integral einer Summe gleich der Summe
der Integrale ist.
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Betrachten wir als letztes Beispeil V' = Fp,,,, den Vektorraum der reellen konvergenten Folgen
a = (ag,ai,...). Die Grenzwertbildung ist eine lineare Abbildung:

lim:V = Frony — R

a = (ay) = (ag,a1,...) — lim a,
n—oo

Die Summe zweier konvergenter Folgen ist wieder eine konvergente Folge, also ist die Grenz-
wertbildung eine lineare Abbildung:

(an) — limay,, b, — limb,
(an) + (bp) — lim a,, + lim by,.
Proposition 2.26. Es seien U, V, W Vektorrdume iiber K, dann gilt:
(i) Die Identitét idy : V — V,z —— x ist linear.

(ii)) Sind f : U — V und g : V — W lineare Abbildungen, dann auch die Verkniipfung g o f :
U—-W.

(iii) Die Nullabbildung 0 : V' — W,z + 0 ist eine lineare Abbildung.

(iv) Sind f, f’ lineare Abbildungen, dann ist auch Af, definiert durch (\f)(xz) = A\f(x), mit A € K,
wieder eine lineare Abbildung.

(v) Genauso ist auch f+ f' mit (f + f/)(x) = f(x) + f/(x) eine lineare Abbildung. Beides folgt
einfach aus der Tatsache, dass f und f’ lineare Abbildungen sind (f’ ist nicht die Ableitung
von f1).

(vi) Sei f : V. — W eine lineare bijektive Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung
f~1: W = V linear.

Beweis von Proposition (vi). Zu zeigen: f~1(z+y) = f~H(z)+f"1(y). Seien x,y € W. Da f bijektiv
ist gilt: ',y € Vi = f(a'),y = f(¥); ,3'“ bedeutet ,es gibt eindeutig®. Dann folgt mit der
Linearitét von f:

FHa+y) = @)+ ) =@ +y) =2 +y = FH @) + ()

Damit haben wir die Bedingung (ii) aus Definition 2.24 verfiziert. Wir zeigen nun Bedingung (iii):
Sei A € K. Zu zeigen: f~1(\z) = A\f~!(x). Auch dies folgt mit 2’ wie oben aus der Linearitit von

f:
FH0a) = FTH @) = fTHfFO) = M’ = Af 7 (2)

Definition 2.27. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen.

(i) Die Teilmenge von W im(f) = f(V) :={z € Wiz = f(2') fiir 2’ € V} C W heiit Bild von f
(engl. image).

(ii) Die Teilmenge von V ker(f) = f~1(0) := {z € V|f(x) = 0} C V heiit Kern von f (engl.
kernel).

Proposition 2.28. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen.
(i) Das Bild im(f) ist ein Untervektorraum in W.

(ii) Der Kern ker(f) ist ein Untervektorraum in V.
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(iii) Ist b € im(f) und etwa f(£) = b, so ist f~'(b) ein affiner Unterraum und zwar f~1(b) =
ker(f) +¢&.

Ein Spezialfall von (iii) ist, dass die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems im inhomoge-
nen Fall ein affiner Unterraum ist.

Beweis. (i) Seien z,y € im(f), sodass x = f(2'),y = f(y) fiir 2’,y' € V. Daraus folgt, dass
x+y=f@)+ fy) = f(&' +v). Also liegt = + y im Bild von f.

(ii) Seien z,y € V mit f(z) = f(y) =0, also x,y € ker(f). Dann gilt f(zx+y) = f(x)+ f(y) = 0.
Damit liegt auch = + y im Kern von f.

(iii) Sei b € im(f) mit f(§) = b. Fiir x € V mit f(x) = b gilt:
floa=¢& =flx)-f(§)=b—-b=0

Also liegt  — ¢ im Kern von f.
O

Beispiel 2.29. Betrachten wir wieder die Matrizenmultipliktion: f = Ty : K® — K", & — Ta(z) =
A -z mit A € Mat,, ,,(K).

- ker(T4) = T *(0) = L(A|0). Der Kern ist der Losungsraum des assoziierten linearen Glei-
chungssystems im homogenen Fall.

- im(T4) = {b € K™|L(A|]b) #}. Das Bild ist die Menge der Vektoren, fiir die das assoziierte
lineare Gleichungssystem im inhomogenen Fall 16sbar ist.

- Falls b € im(T4) mit etwa T4(£) = b, so ist ;' (b) = L(AJb) = L(A|0) + £, der Losungsraum
des inhomogenen und lésbaren Falls.

Beispiel 2.30. Die komplexe Konjugation ~ ist ein Beispiel fiir eine Abbildung, die R-linear, aber
nicht C-linear ist.

—:C—-C
=T 4y Z =0 — 1y

Die komplexe Konjugation ist ein Kérperisomorphismus, denn
0=0; 1=1; 21 + 20 = z1 + z2; z122 = 71 - 22 (Multiplikativitit).

C-Linearitit wiirde bedeuten zZ1z3 = z1-Z3. Die Abbildung kann also nicht sowohl ein Kérperisomorphismus
sein als auch C-linear. Da die komplexe Konjugation multiplikativ ist, ist sie lediglich R-linear:

Az=Xz& A=)A& \ER=TFix(7)

Definition 2.31. Seien V, W Vektorrdume iiber K. Eine Funktion f : V — W heifit affin, falls es
eine linere Abbildung ¢ : V' — W gibt, und ein b € W mit f(z) = ¢(x) + b.

Beispiel 2.32.

1. Die Translation 7, : W — W mit 0 # b € W, w — +b ist immer eine affine Abbildung

2. Die Abbildung f(z) = mx + b mit m € K ist eine affine Abbildung. Achtung!: In der Schule
und der Analysis werde solche Funktionen als lineare Funktionen bezeichnet. In der linearen
Algebra sind dies aber im allgemeinen affine Funktionen!
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3. Wir betrachten die Parameterdarstellung der Losungsmenge L(A|b) eines Linearen Glei-
chungssystems (A|b) der Grofie m x n, wobei A € Mat,, ,(K),b € K", r =rg(A),l=n—r
Es sei L die Parameterdarstellung fiir den homogenen Fall, also

L0 R = L(AD);U = (Uo, Uy, ..., U,) — LO(U) = (Uy, L1, U1, Ly, Us, .. ., Ly, Uy)
wobei L1 = Ll(Ul, UQ, ey Ur), LQ = LQ(UQ, U3, ey Ur>, v ,LT = LT(UT) Nun suchen wir uns

irgend eine Losung £ € LA|b des inhomogenen Gleichungssystems. Fiir den Losungsraum des
inhomogenen Gleichungssystems gilt nun:

L=L"+¢&LU)=LU) +¢

4. Es sei f eine affine Abbildung. Offenbar ist f(0) = b die Translationskonstante, wihrend
f(z) — b = ®(x) der so genannte lineare Anteil ist. Damit hat man fiir affine Abbildungen
folgende Gleichungen:

fQAz) =b=A(f(z) - b)
fle+y) =b=(f(x) =b) + (f(y) = b) = f(z) + f(y) — 2b

5. Ist f eine lineare Abbildung, so ist Im(f) C W ein linearer Unterraum.
Ist f eine affine Abbildung, so ist Im(f) C W ein affiner Unterraum.

Proposition 2.33. Es sei K C L ein Unterkoérper von L (genau wie Q C R C C) und V ein
Vektorraum tiber L. Wir wissen, dass V' dann auch ein K-Vektorraum ist. Es kommt aber vor, dass
eine Funktion f : V — W zwar linear ist, wenn man V als K-Vektorraum betrachtet, es jedoch
nicht ist, wenn man V als L-Vektorraum betrachtet.

Beispiel 2.34. Ein Beispiel fiir die eben genannten Funktionen ist die komplexe Konjugation iiber
R und C.

- C—oCax+iy=z—zZ=x—1y
Diese Abbildung ist R-Linear, da man leicht nachrechnen kann, dass A(x,y) — (x,—y). Sie ist
jedoch nicht C-Linear, wie man leicht am Beispiel der Multiplikation mit i sieht. Es ist:

i (x,y) =1- (‘T? _y) = (m,y) # (_xv _y) = (_y7x) =1- (x7y>
Abgesehen von der Linearitit bei Multiplikation mit einer komplexen Zahl besitzt die komplexe
Konjugation aber viele niitzliche Eigenschaften. Fiir 21, zo € C gilt ndmlich

Z1t2=21+ 22
Z1 22 =21"22
0=0,1=1

2.3.1 Morphismen

Definition 2.35. Es sei f: V — W eine lineare Abbildung, dann heift f

Monomorphismus, wenn f injektiv

Epimorphismus, wenn f surjektiv

Isomorphismus, wenn f bijektiv Endomorphismus, wenn V' = W Automorphismus, wenn V = W,
f bijektiv

Proposition 2.36. Es seien f: V — W, g: W — U linear. Dann gilt

e f ist ein Monomorphismus < ker(f) =0
e go f ist ein Monomorphismus < f ist ein Monomorphismus

e go f ist ein Epimorphismus < f ist ein Epimorphismus
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3 Basen und Dimension

3.1 Erzeugendensystem

Definition 3.1. Es sei V ein K-Vektorraum, v, eq,es,....,e, € V, A, Ao, ..., A, € K und

v=MNe1+ ...+ \en (*)
Wir nennen (%) eine Linearkombination (der ey, ..., e, iiber K), oder eine lineare Darstellung von v
(durch ey, ..., e, iiber K). Ist v = 0, so nennt man (x) eine lineare Relation zwischen den e, ..., e,
(iiber K). Sind alle Ay = A2 = ... = A, = 0, so nennt man (x) eine triviale Linearkombination, oder

triviale Darstellung von v = 0, oder eine triviale Relation.

Definition 3.2. Es sei £ C V eine Teilmenge von V. Dann heifit
Span(§) := {v € V|Es gibt endlich viele ey, ...,e, € { und Ay, ..., A\, € K so dass v = \jej+.. .+ \en}
Der Spann, oder das lineare Erzeugnis von £ in V. Wir vereinbaren, dass Span(0) = {0} = 0.
Beispiel 3.3. 1. Ist £ = {0}, so ist Span(§) =0

2. Ist uw eV, #0, so ist Span({u}) die von u aufgespannte Gerade.

3. Sind wuj,uz # 0 nicht kollinear, also weder u; € Span(ug) noch us € Span(uy), so ist
Span(uy,us) eine Ebene.

4. Ist V = K", so nennen wir ¢; = (0,0,..., % N ,...,0) den i-ten Einheitsvektor. Fiir 0 <
i-te Stelle

m < nist &, = {e1,...,en} und Span(&,,) = K™ C K", wobei einfach die letzten n — m
Koordinaten 0 sind.

5. Ist V=R, K=Q,¢={1,v2}, soist Span(¢) = {a + bv2|a,b € Q} = Q [V2]

6. Sind U; C V,i € I Untervektorrdume eines Vektorraumes V und ist £ = U U;, so nennen wir
Span(§) = i—ei—IUi die Interne Summe der U; <

Proposition 3.4. Es Sei £ C V eine Teilmenge von V
1. 0 € Span(§)

2. £ C Span(§) insbesondere ist Span(V) =V

w

Span(U) = U, falls U ein UVR ist

4. Span(Span(U)) = Span(U)

5. Span(§) ist der kleinste UVR von V| der £ enthiilt.

6. Span(§) ist der Durchschnitt aller UVR von V' welche & enthalten.

Definition 3.5. Eine Teilmenge £ heifit Erzeugendensystem von V, falls gilt: Span(E) = V.
V heifit endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt
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Uns interessiert dabei jedoch nur das kleinste Erzeugendensystem, beziehungsweise das
minimale Erzeugendensystem.

Lemma 3.6. Ist £ ein EZS von V und 0 # X € K;e € &, dann ist auch & = (€ — {e}) U{\- e}
mit

82{61,...,61',...}

4 (A

5’:{61,...,Aei,...}

Beweis. v = Ae1+ -+ \en
v:)\161+~--+%)\iei+-~+)\nen
O

Lemma 3.7. Sei & = {e1,e2,...,¢;,...,€j,...} ein EZS. Dann ist &' = (€ — {e;}) U {e; + ¢;}
wieder ein EZS.

82{61,...,€i,...,6j,...}

U2y

5’:{61,...,ei—l—ej,...,ej,...}

Beweis. v = Ae1 + -+ Xe; + -+ \pen

=Xer+--Fhilei )+ (N —N)ej+ -+ Men
O

Lemma 3.8. Sei £ ein EZS von V. Es gibe in £ eine nicht-triviale Relation, dh. es gibt
€irornln €E AL, ..., Ay € K wobei nicht alle \; =0 und es gelte 0 = A\e1 +-- -+ Nie; + -+ -+ A\pepn
und etwa \; # 0. Dann ist &' = & — {e;} wieder ein EZS von V.

Beweis. Es gilt:
ei=—%(Aer+ -+ Aiei + -+ + Anen)
[+]

[*] = —)\%()\161 + o Nim1eim1 F Aigi€ir1 + o+ Anen)
d.h. e; € Span(&) = Span(€ — e;)
Also: wenn immer e; in einer Darstellung eines v € V' vorkommt gilt:
V=o€ ot ag e s a6

i)

=aj e+ taf] + o+ a6,

3.2 Lineare Unabhidngigkeit

V = Vektorraum iiber K
B C V Teilmenge

Definition 3.9. B heif3t linear unabhingig in V', falls gilt:
b1,...,b, € B sind paarweise verschieden und Aq,..., A, € K.
Wenn A1by + -+ 4+ A\pb, = 0 gilt, dann nur deshalb, weil Ay =--- = X\, = 0.

Bemerkung 3.10. B ist NICHT ”von” etwas unabhéngig! Es IST linear unabhéngig.

Bemerkung 3.11. Oder: Jedes b ist VON ALLEN ANDEREN linear unabhéngig.
(< b kann nicht als Linearkombination der anderen geschrieben werden < b ¢ Span(B, {b}))

Bemerkung 3.12. Man sagt: Es gibt keine nicht-triviale Relation unter den Elementen von B.

Bemerkung 3.13. Die Eigenschaft linearer Unabhéngigkeit kommt in der Menge B vor, nicht in
ihren Elementen.
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Bemerkung 3.14. v ist linear unabhéngig von B < v ¢ Span(B).
v ist linear abhéingig von B < v € Span(B).

Bemerkung 3.15. 0 ¢ B, falls | linear unabhéngig.
Denn sonst 0 =A-0,A# 0 zB. fir A\ =1

Bemerkung 3.16. Wir setzen B = () ist linear unabhéngig.
Beispiel 3.17. B = {b} ist linear unabhiingig < b # 0. Jede Relation miisste lauten A-b =0

Beispiel 3.18. B = {b, b2} ist linear unabhéngig < b1, be # 0 mit by, by nicht kolinear
b1 = Aobs

by = Aby

Beides ist nicht moglich, da p1b; + pobs =0

Beispiel 3.19. V =K, B = {ej,...,en}, m < n, Standardeinheitsvektoren e; = (0,...0,1,0,...,0),
wobei 1 an i-ter Stelle steht.
B ist linear unabhéngig.

0
1 0
0 1
Angenommen Ae; + -+ Anen =0= A1 | .| +X2 0 +--+An 1] =0
0 0 5
0

1. Koordinate
A1 4+A- 044X 0=0= XA =0
2. Koordinate
A0+ A 144X, 0=0= X2 =0

m. Koordinate
MO+ 4+ XA, 1=0=X,=0

Satz 3.20. B C V ist genau dann linear unabhingig, wenn jedes v € Span(B) genau eine (oder
eine eindeutige) Darstellung als Linearkombination besitzt.
v=A1by + -+ A\, fiir ein geeignetes by,..., b, € B, und A1,..., A\, € K.

Beweis. Angenommen wir hétten zwei Darstellungen

v =N biy + -+ N by,

v =Aj by 4+ Ay by,

Dann gilt:

O=v—v= >‘i1bi1 + - +)‘anln - )\jlbjl + - +)\jmbjm

Wir fassen zusammen und kiirzen weg. Deshalb kénnen wir folgendes annehmen:
alle b;, und b;, sind paarweise verschieden und alle A\;, und \;, # 0

Sind die Darstellungen verschieden, so gibt es mindestens ein b;, = bj,, aber A\;, # Aj;.
Dann ist die rechte Seite eine nicht triviale Relation. Aber B war als linear unabhéngig angenommen.

Widerspruch! O
V = P,(K) 3 p(x) = ap + a17 + agx® + - -+ + apa™
a; € K P (x) := a1 + 2asx + - - - + na,a™ ist die formale Ableitung

W = P,_1(K) Py (K) = K|[z]
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Poo(K) = K[z]

B={l,z,22,..., 2"} C P,(K) sind Stammpolynome. B ist ein EZS und linear unabhiingig.

3.3 Basen

Definition 3.21. Eine Teilmenge B C V eines VR-V {iiber K heifit Basis von V, falls B ein EZS
und linear unabhéngig ist.

Bemerkung 3.22. Eine Basis ist ein minimales EZS und ein maximales linear unabhingiges
System.

Beispiel 3.23. V =K", B={e1,...,en}

Beispiel 3.24. V = P(K) : B=1,z,2?%,..., 2"

V=C/C B={1}

VZC/R 82{61,62}

V=C/K=Q B =?

B = {log2,log 3,1log5, ...} ist ein EZS und somit linear unabhéngig.

Beispiel 3.25. Anwendung: (A | 0) = homogenes LGS, man iiber K
Annahme: Die Matrix ist bereits in ZSF

0
0 =
0 0 * *
0 * *
0 * *
0O --- 0
0 ce 0

1.Zeile = a;
2.7Zeile = ay

letzte Zeile vor Nullzeilen = a,

r =rang(A), m; = Pivotelemte, ji,...,j, = SprungstellenderTreppen funktion

1. Behauptung: Die ersten r Zeilen a4, ..., a, sind linear unabhéngige Vektoren in K.
2. Behauptung: Die Pivotspalten ji,...,j, sind linear unabhéngig in K™.

Anwenden: ay,...,a, € V =K", U = Span(ay,...,an,)

ail oo Q1n

a1l N 0 2 e) . . .
= Zeilenstufen formmitTreppen funktion

am1 Qmn

Gesucht ist eine Basis.
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Ende VL von 18.11.14
Nachtrag:

Lemma 3.26. £ C V. Span(€) ist der kleinste (“kleinste obere Schranke”) UV RvonV, der £
enthdilt.

Beweis. Alle UV R von V bilden einen ” Verband- Menge X mit einer Ordnungsrelation.

D.h. wir haben:

zwischen je zwei x1, x2 € X kann eine Relation gelten 1 < x2 oder nicht. Es muss nicht Vergleich-
barkeit herrschen. Es kann sein, dass weder x1 < x9 noch zo < xp gilt. O

Beispiel 3.27. X =R, z; < x5 mit der uns bekannten Bedeutung.
Hier:

x1 < z9 oder o < x1 oder beides (= x1 = x9)

Dies nennt man eine totale oder lineare Ordnung.

Beispiel 3.28. M = Menge, X = Pot(M) = Potenzmenge = P = Menge aller Teilmengen von M.
M ={1,2}
X=10

N\

{1} {2} Ordnungsrelation : 1 < xg & z1 C 29
o
{1,2}

Beispiel 3.29. X = N,a < b & a ist Teiler von b.
Es miissen folgende Axiome gelten:

1. Reflexivitdat: <y
2. Transitivitit: c < yAy<y=z <z
Ein maximales Element in X ist ein x € X, sodass gilt: © > zg = x = x¢

Beispiel 3.30. V = VR iiber K, X = Menge der linear unabhéngigen Teilmengen von V', Ord-
nungsrelation = Inklusion

Lemma 3.31. Zom’sches Lemma
garantiert ein mazximales B € X. Es ist dann leicht zu zeigen: B ist auch ein EZS.

Beweis. Angenommen, das ist nicht so. D.h. es gibt ein UVRW mit £ C W C Span(E).

Dann gibt es ein z € Span(€) mit ¢ W, also gibt es geeignete e1,...,e, € £ und Aj,..., A\, € K
mit £ = Aey + -+ Anen.

Es ist aber:

allee; e W

alle \e; e W

ABER x = Mey + -+ - + A\pen € W = Widerspruch! O

Beispiel 3.32. Span(€) ist der Durchschnitt aller UV R, die £ enthalten.

Beweis. Sei Uy(a € I): alle UVR in V mit € C U,. Nach (1) und (2) ist Span(€) ein solches U,.
Also gilt: | U, € Span(€).

Sei x = Aje; + -+ - + Apen € Span(€) d.h. e; € ) U,. O

Nachtrag:
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Lemma 3.33. Ist B eine Basis, b; € B,0 # X € K, dann ist B' = (B — {b;} U{\ - b;}) wieder eine
Basis.

Beweis. Aus Lemma 3.2 und Lemma 3.17. O
Lemma 3.34. Ist B eine Basis, b, b; € B, dann ist B' = (B — {b;} U {b; + b;} wieder eine Basis.
Bewets. Aus Lemma 3.3 und Lemma 3.18. O

Lemma 3.35. Austauschsatz von Steinitz

Es sei B={b1,...,bi,...} eine Basis von V und sei b € V. mit einer Darstellung
b= 0B1by 4+ -+ Bibi + - - - + Bpby fir B1,...,Bn € K und etwa B; # 0.

Dann ist B' = (B — {b;} U {b} wieder eine Basis.

Beweis. Ist v € V dargestellt durch v = A1by + - + X\b; + -+ - + A\
0.B.d.A. nehmen an: n = m (Ergdnzung durch Nullterme, falls n # m)
Dann kénnen wir schreiben:
= (Al—%)b b +(An— Bgff)bn
weil by = —2tby — oo — Flpi — 1 — Bty g — o = Dy
D.h. v ist auch darstellbar durch B. Ist a1by + -+ aib; + - + apb, = 0 eine Relation in B’, so
erhalten wir durch Einsetzten von b daraus eine Realtion in B :
(a1 —aif1)br + -+ aifib + - + (n — @iBn)by = 0
Weil B linear unabhéngig, muss dies eine triviale Relation sein, also
a; — a1 =0

a;fB;i =0 = «a; = 0 — Also ag, = 0 auch fiir ay,...,an

ap — aif3y, =0
Deshalb ist B’ linear unabhéingig. O

Satz 3.36. Euxistenzsatz von Basen
Jeder Vektorraum besitzt eine Basis

Bemerkung 3.37. Wir zeigen dies hier nur fiir endlich abzdhlbar erzeugte VR {iber K, denn
dafiir geniigt die gewohnliche Induktion. Fiir V R. die iiberabzihlbar erzeugt sind, braucht man
"transfinite Induktion”. Eine Variante ist das Zom’sche Lemma, welches zum Auswahlaxiom und
zum Wohlordnungssatz dquivalent ist. (siehe Aufgabe 35)

Beweis. (Im endlichen oder abzihlbaren Fall)
Wir wéhlen ein abzidhlbares EZS € = {e1,ea,..., ek, ... }. (Ist V endlich erzeugt, so lduft k£ nur bis
zu diesem einen endlichen n.) Wir betrachten technisch (algorithmisch) £ als eine geordnete Folge.
Wir setzten & := ()
& ={e1,...,ex}firk=1,...,(n),...
Algorithmus (Basisauswahlverfahren)
B:=10
By Bi_1 falls by, € Span(Bi_1)
T\ Beoy Uby falls by ¢ Span(By_1)
(Falls V' endlich erzeugt wird, so lduft £ nur bis n.)

1. By C Bi_1 - nach Konstruktion

2. Span(By) = Span(&) - nach Konstruktion und Induktion
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3. Bj ist linear unabhéngig - nach Induktion, mit Lemma 3.19.
n

J falls V endlich erzeugt ist
Wir setzten B = { k=0

J falls V' abzdhlbar unendlich ist
k=0

4. Bist ein EZS:
Ist v € V durch die ersten k : eq, ..., ex darstellbar, also v = A\1by + - - - + Apbg, so ist
v € Span(€y) =2 Span(By,) C1 Span(B)

5. B ist linear unabhngig.
Gibt es eine Relation zwischen (endlich vielen) Elementen in B, so liegen diese bereits in
einem By, weil es nur endlich viele sind.
er € Bkl
€9 € BkQ

: =e1,...,e € By, N=mazx{ky,... ky}
e € Bkl
Aber nach 3) ist By linear unabhéngig.

O]

Bemerkung:
Das Basisauswahlverfahren (BAV) aus dem Basisexistenzsatz ist im wesentlichen ein Algorithmus:

EINGABE: Geordnetes EZS £ = {e1, ..., ey, ...} (endlich oder abzéihlbar)

ABFRAGE: Ist ex+1 € Span({e1,...,ex})?
Wenn nein fiige Thn zur Basis hinzu.
Wenn ja fiige es nicht zur Basis hinzu und betrachte ejyo

AUSGABE: Geordnete Basis B C &

Beispiele:

1) V = Pol(R) (Die Polynomfunktionen f : R — mathbbR).

Wihle als EZS die Stammpolynome € = {1, X, X2, ..., X", ...}.

Behauptung: X" ¢ Span(1,..., X™) (Dies ist fiir Plynome trivial aber noch lange nicht fiir Poly-
nomfunktionen!)

Um dies zu zeigen nutzen wir einen Trick der universal einsetzbar ist:

Gabe es eine Linearkombination, so dass

n
bdan= Zaka (3.1)
k=0

so kénnte man (1) n-mal differenzieren (bei Polynomfunktionen wendet man formales Differenzie-
ren an) und erhalt

(n+1)!X = apn! (3.2)

28



Damit wére aber bereits, wenn X=0 in (2) eingesetz wird

O=an! =a,=0 (3.3)
setzt man nun (3) in (1) ein und iteriert das Verfahren, erhélt man, dass alle a; = 0 sind, womit
aber X"t = 0 wire, was definitiv nicht der Fall ist.

2) Analog sieht man ein, dass B = {e®*|k € N und a;, € R} linear unabhéngig in C*°(R) ist.

3) Wiederum Analog sieht man ein, dass B = {sin(axz)|k € N und a; € R} linear unabhéngig ist.

4) Sei V der Raum stetiger stiickweise affiner Funktionen f : [0; 1] — R mit 0=f£(0)=£(1)
x
- 0<z<¢

Soist B={Z¢ | Z¢(x) : [0;1] — R; Z¢ = g_ 1 ;€ € R} eine Basis.
§<zr<1

Es ist sehr selten, dass eine iiberabzihlbare Basis explizit angegeben werden kann, da es im Allge-
meinen sehr schwer ist mit iiberabzéhlbarer Dimension (siehe Abschnitt 3.4) zu arbeiten. So ist fiir
C*°(R) keine Hamel-Basis bekannt.

Satz 3.38 (Basisergénzungssatz). Sei V ein endlich oder abzihlbar erzeugter K-Vektorraum.
So kann jede linear unabhingige Teilmenge B C V' zu einer Basis erginzt werden.

Beweis. Wihle ein beliebiges geordnetes Erzeugendensystem & = {ey, ..., ey, ...}, welches nach dem
Basisexistenzsatz definitiv existiert und wegen Abzéihlbarkeit auch geordnet werden kann.

So ist offensichtlich & = {by, ..., by, €1, ..., €n, ...} erneut ein Erzeugendensystem. Wird nun BAV auf
&’ angewandt, so werden die b; zuerst betrachtet und wegen linearer Unabhéingigkeit als Basisvek-
toren gew#hlt. Somit gilt fiir die letztendliche Basis B’ C B. O

Beispiele:(BAV)
l)V =Km" &= {61,61 +e9,e1 +eg+e3,...,e1 +ex+ ...+ en}
B ={2es} — B ={2e3,e1,e1 + €2+ e3,e1 +e3+e3+eq,...}

)V =Q(\2) CR; K=Q; £&=1{2,2V2}
8/1:{1+\/§}i—>[)’1:{1—|—\/§,2}
8,2 = {3} — BQ = {3,2\/5}

3.4 Dimension

Unser Ziel wird es sein die Dimension eines Vektorraumes durch die Kardinalitidt einer Basis des
Vektorraumes zu definieren.

Doch dafiir miissen wir uns zunéchst iiberzeugen, dass solch ein Dimensionsbegriff wohldefiniert
ist. Nach dem Basisexistenzsatz besitzt jeder Vektorraum zumindest eine Basis, dies bereitet uns
also keine Probleme. Allerdings haben wir in den Ubungen eingesehen, dass ein Vektorraum sehr
viele Basen besitzt.

Zwar hat Fy genau eine Basis, dieser ist aber auch der einzige neben dem trivialen Nullvektorraum
mit nur einer Basis. So besitzt F3 zwei Basen, (F2)? hat drei Basen und (F7)? besitzt bereits
5.630.688 Basen.

Noch deutlicher wird das Problem im R?. Denn nach dem Basisergenzungsatz kann man eine
Basis konstruieren, indem man zunéchst einen beliebigen von Null verschiedenen Vektor wihlt,
und darauthin immer wieder von den vorher gew#hlten linear unabhéngige Vektoren hinzufiigt. So
ergibt sich fiir die Menge aller geordneten Basen des R folgende Darstellung Hi;}{Rd\Rk} Womit
R? sogar iiberabzihlbar viele Basen besitzt.

Also stellt sich die Frage, ob alle Basen gleich méchtig sind.
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Proposition 3.39. Sei V ein von n Vektoren (insbesondere endlich) erzeugter Vektorraum, dann
sind n+1 Vektoren linear abhéingig.

Beweis. Es sei £ = {e1, e, ..., ey} ein Erzeugendensystem in V. So folgt die Behauptung induktiv:

Induktionsverankerung: Fiir n=0 ist £ = {} womit V' = Span({}) = 0 ist.
Induktionsschritt: Seien vy, ..., v, vp11 € V beliebige aber verschiedene Vektoren. So besitzt jedes
v; folgende Darstellung:

e n P .. 3 P
v; = Zj:l wj jei; mit w;j € K

Zu Zeigen ist, dass eine nicht-triviale Relation 0 = EZ;L% AV existiert, also dass mindestens
ein A, # 0 ist.
Betrachte A; als Unbekannte in einem wie folgt konstruierten LGS:

N n+1 _ n+1 n
Es gelte : 0= "7 vy => 71> j=1Wi,j€i,j
Iy
setze w; ; 1= Wy

Womit sich ein LGS des Ranges r < n ergibt, also min. eine freie Variable \; enthélt. Womit
wiederum das LGS eine nichttriviale Losung besitzt. O

Nun konnen wir folgenden gewiinschten Satz formulieren:

Satz 3.40 (Dimensionssatz). Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und B = {b1,...,b,} sowie
B = {b},...,b),} zwei Basen in V, dann sind B und B’ schon gleich mdchtig (bzw. n=m).

Beweis. B ist ein Erzeugendensystem in V mit n Vektoren. Nach Proposition 1 sind n+1 Vektoren
linear Abhiingig, womit m < n. Analog fiir B'.
Somit ist n=m. O

Also koénnen wir nun unseren angestrebten Dimensionsbegriff definieren:

Definition 3.41 (Dimension). Sei B eine Basis in V, wobei V ein K-Vektorraum ist. So definiere:
dimg (V) = |B|

Als die Dimension von V.

Beispiele:
1) Sei K ein Korper so ist dimg (K™) =n

9) dimg(C) = 2

3) Nach Ubung sind log(p;) fiir beliebige Primzahlen p; linear unabhingig in R als Q-Vektorraum.
Also ist dimg(R) = oo.

Dies ist zwar etwas informell, da es wie bereits erwéhnt mehrere Arten der Unendlichkeit gibt. Es
wird sich herausstellen, dass jene Dimension sogar iiberabzéihlbar ist.

Hier sieht man auch, dass unsere geometrische Vorstellung des Dimensionsbegriffes bei manchen
Vektorrdumen versagt, da R als Q-Vektorraum so zu sagen unendlich viele Richtungen besitzt, so
stellt z.B. jedes log(p;) und jedes y/a fiir ein a # n? mit a,n € N eine Richtung dar.

4) Sei K[X] ein Polynomring iiber K, so ist dimg (K[X]) = |N| also abzéhlbar.
Denn wihle als Basis B = {1, X, X2, ..., X" ..}.

5) Sei A der Raum stetiger stiickweise affiner Funktionen auf dem Intervall [0;1] mit f(0)=0 und
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f(1)=0. So ist dimgr(A) = |R| also iiberabzihlbar.

6) Sei E der Untervektorraum des Vektorraumes der glatten Funktionen iiber R aufgespannt von
e, So ist dimg(E) = |R| also auch iiberabzihlbar.

Bemerkung:

Was wir in der linearen Algebra eine Basis nennen heifit im allgemeinen Hamel-Basis. Denn in
anderen Gebieten der Mathematik treten andere Basisbegriffe auf. So arbeitet die Analysis oftmals
in bzw. mit Rdumen {iberabzihlbarer Dimension, wie C°°(R), wobei es fiir solche im allgemeinen
sehr schwer ist eine Hamel-Basis anzugeben. Also betrachten Analytiker lediglich approximative
Basen, die sogenannte Hilbert-Basis, bei der sich zwar nicht jedes Element des Vektorraumes als
(endliche) Linearkombination der Basisvektoren schreiben lésst, wohl aber beliebig gut durch eine
Linearkombination der Basisvektoren approximiert werden kann.

Beispiele sind Fourier-Reihen, welche glatte periodische Funktionen durch Uberlagerungen von sin
und cos approximieren. Und der Weierstrafl’sche Approximationssatz garantiert, dass glatte Funk-
tionen durch Polynomfunktionen approximiert werden kénnen.

Fiir die Algebra reicht eine Hilbertbasis jedoch nicht aus!
Die folgende Propsition mag trivial erscheinen —und bei Vektorrdumen ist sie es tatséichlich—, aber
wenn man sich beispielsweise mit Gruppen beschéftigt, gilt die analoge Aussage nicht.

Proposition 3.42. Fiir einen Unterraum U C V eines endlich-erzeugten Vektorraums gilt immer
dim(U) < dim(V).
Beweis. Sei B eine Basis von U, dann ergéinze sie zu einer Basis B’ von V, also B C B’. Dann ist
dim(U) = |B| < |B'| = dim(V) O
Proposition 3.43. Es seien U’, U” Untervektorrdume von V' (V' wieder endlich-erzeugt) mit U :=
U'NnU” und U := U’ + U". Dann gilt dim(U) = dim(U") + dim(U") — dim(U).

—_—— ——_— ——

n+m+k k+n k+m k

Beweis. Wir wihlen eine Basis B fiir U. Wir ergidnzen einmal zu einer Basis B’ O B von U’ und
B" > Bvon U”. Auierdem setzen wir B = B’UB" Die Beziehungen sind im folgenden kommutativen
Diagramm dargestellt:

U’ < U — U + U B C B
] ]\ Ul Ul
Unu’= U——U B NnB" = B Cc B

Behauptung: B ist eine Basis fiir U’. B ist offensichtlich ein Erzeugendensystem fiir U. Betrachte
die linear-unabhéingige Menge B’ und das Erzeugendensystem & := B = B’ U {0, ...,b] _,} von U
und wende das Basisauswahlverfahren an:

by ¢ span(B’), also Fiigen wir b} hinzu; by ¢ span(B’ U {b7}), wir fiigen b} hinzu, und so weiter.
Das heifit, das Basisauswahlverfahren liefert uns hier tatséchlich B. O

Beispiel 3.44. 1. Seien K C L Korper. Sei A = {1, ..., \;} eine Basis von L als K-Vektorraum.
Ist V ein L-Vektorraum mit Basis By, = {b1, ..., by} (als L-Vektorraum!), dann ist

Bi := A - Bg = {A1b1, ..., A\tb1, A1ba, ..., Niba, oy Mby,y ooy Niby }
eine Basis von V' als K-Vektorraum. Insbesondere gilt:

dimg V = dimg L - dimg, V
S—— ——

l n
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Konkret heifit das, wenn wir K = R und L. = C betrachten: A = {1,7},1 = 2. Also: dimg V =
2-dimcV

2. Wir betrachten V = C" als C- und als R-Vektorraum:

Be ={e1,...,en}; e = (0,...,0, 1,0,...,0)
Br = {e1,ie1, ea,iea, ..., en,1e,}; iex = (0,...,0, i ,0,...,0)

3. Wir betrachten V' = C[X] der komplexen Polynome in X, wieder zunéchst als Vektorraum
iitber C und dann iiber R:

Be ={1,X,X? ...,X", ..} Stammpolynome
Bp=1{1,i,X,iX, .., X", iX", ..}

Beispiel 3.45. es sei L ein endlicher Korper (etwa Fo, F3,Fy,Fs5, ..., F,). Weil L endlich ist, muss
char(L) = p (p eine Primzahl) sein. Wie in Definition 2.11 setzen wir

eo:=0,e1:=1lepy1 =€+ 1

Also gilt €, = 0.

Behauptung: K := {eg, fir €1,...,6p—1} bilden einen Unterkorper, der isomorph ist zu F, = Z/pz.
Zu zeigen: F), — L,r — &,, 0 < r < p. Es gilt —e; = €k, en + €m = Enym. Das multiplikative
Inverse 5,;1 ist durch den euklidischen Algorithmus eindeutig bestimmt.

L hat als Vektorraum iiber K eine endliche Basis B = {by,...,b,}. Da jedes v € LL genau eine
Darstellung v = A1by + ... + Apb, hat, sind insgesamt p"” Elemente moglich: Fiir jeden der n
Koeffizienten Ap...\, gibt es jeweils p Wahlmoglichkeiten, da \; € K. Daraus folgt, dass

IL| = p"

Es gibt also insbesondere keinen Korper mit etwa sechs Elementen.

3.5 Prinzip der linearen Fortsetzung

Das Prinzip der linearen Fortsetzung besagt, dass eine lineare Abbildung durch die Werte auf
einer Basis vollstdndig bestimmt ist. Dieser ,, Trick“ist hilfreich, da man statt unendlicher Systeme
endliche Basen betrachten kann. Auflerdem konnen wir die Werte auf einer Basis vorgeben, und
dann wissen, dass es eine solche lineare Abbildung gibt.

Proposition 3.46. Seien V, W zwei Vektorrdume {iber einem Korper K.

(i) Fiir ein Erzeugendensystem & von V gilt: Sind f,g : V — W zwei lineare Abbildungen und
gilt f(e) = g(e) fiir alle e € £, dann gilt f =g (d.h. Vv € V : f(v) = g(v)).

(ii) Fiir eine linear-unabhingige Menge B in V gilt: Ist ¢ : B — W,b — ¢(b) eine beliebige
Funktion, so gibt es eine lineare Fortsetzung f :V — W, das heif}t eine lineare Abbildung f
mit der Eigenschaft f|z = ¢ (d.h. f(b) = ¢(b),b € B).

Im kommutativen Diagramm:

V- > W
u%
B
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(iii) Aus (i) und (ii) folgt dann: Fiir eine Basis B von V gilt: Jede Funktion ¢ : B — W besitzt
geanu eine lineare Fortsetzung f: V — W (d.h. f|g = ¢).

Korollar 3.47. Es gibt eine Bijektion zwischen den Funktionen von B nach V und den linearen
Abbildungen von V nach W.
Funkt(B8, W) = W2 =5 ling (V, W) = Homg (V, W)
pr—f
@ = flpe—f

Beweis. (i) Sei v dargestellt durch &, etwa
v =Ae1+ ... + \nen
Dann rechnet man einfach nach:
f) = f(Aer + ... + Anen))
= )\1 f(el) +...+ )\n f(en)
— —

~ = —~ =
=M g(er) +... + A glen)
=g(Aier + ... + \nep)
= g(v)

(il)Auf B = {b1, ..., b, } seien Werte w; = ¢(b;) vorgegeben. wir ergiinzen B zu einer Basis B’ O B
von v:

B = {b1,....bn, b, ..., b}
N——

erginzt

Wir schreiben v = A1by + ... + A\pby + AJ0) + ... + A0, Wir withlen wy, 1, ..., Wptm beliebig in W
(z.B. = 0). Dann definieren wir:

f(v) = \Nwi + ... + \ywy, + /\llwn-i—l + ...+ )‘;nwn-i-m
Wir stellen fest:

1. Damit ist f:V — W fiir jedes v definiert, denn fiir jedes v gibt es eine Darstellung.

\V)

. f ist wohldefiniert, weil die Darstellung von v eindeutig ist.

3. f ist linear.

S

. fls=¢ auf B

V Sei ein K-Vektorraum. B C V

v--Low
i o7
B

f ist linear, ¢ entspricht dann einer beliebigen Funktion.
Funkt(B, W) = W5 — Ling(V, W) = Homg(V, W); ¢ +— f
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1. & ist Erzeugendensystem
fg:V—W

fe=9e = [=9
2. B ist linear-unabhiéingig V¢ : B — W3f : V — W linear fiz = ¢
3. B ist eine Basis V¢ : B — W3lf : V — W linear fijz = ¢

Beispiel 3.48. V=C, K=C

3.6 Koordinaten

V' ist endlich erzeugter Vektorraum iiber K.

B = (b1, ...,by,) ist geordnete Basis.

Sei V.o v = MAby + ... + A\pby und v = Nb1 + ... + AL by, dann ist A\ = N, ..., N\, = lambdal,
(eindeutige Darstellung).

Definition 3.49. Falls B eine fest gewéhlte Basis ist, dann gibt es Koordinaten bzgl. B. Definiert
durch
Kg:V — K"

UV +— (/\1, . )\n),

falls v = A\ib1 + ... + A\pby.
Kj(v) = )\ ist die i-te Koordinate.
Ki(v) = (Kb(0), -, KB(0))

Satz 3.50. Kp ist ein Isomorphismus.

Bewess.

1. zz. Kpg ist bijektiv:
(A1, ey An) —> v = A1b1 + ... + A\pby, Riickrichtung ist klar nach Konstruktion (siehe Defini-
tion).

2. zz. Kp ist linear:
Kg(0) =(0,...,00=0
Seien v,v’ € V.
Dann gilt Kg(v) + Kp(v') = Kg(v +v'), denn(A1b1 + ... + A\pbyn) + (Nb1 + ... + ALby) =
A1+ AD)b1 4 oo + (A + N)by,
Sei « € Kund v € V. Kg(av) = aKp(v), denn Ajaby + ... + A\paby, = a(Aby + ... + \pby)

O]

Beispiel 3.51. 1. Wenn V = K" und B = (by, ..., b,) Standardbasis, dann ist Kg(v) = v, also
Kp =1id. Denn v = (v, ...,0p) = v1€1 + ... + Vpep.

2. Wenn V = R? und B = (b1,b2) = ((1,0),(1,1)), dann ist v = (1,1) = 1by + 1by = 1(1,0) +
1(1,1)

3. Wenn V = P,(K)= Vektorraum der Polynome vom Grad < n und B = {1, X, X?, ..., X"}.
Dann ist p(X) = ap + a1 X + ... + an Xy, K = (ag, ..., an)

Es stellt sich nun die Frage, was tun, wenn V nicht endlich erzeugt ist?
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e wihle auch hier Basis B
e was wiire auf der rechten Seite KB oder KBl W8 ist die Menge aller Funktionen ¢ : B — W

e KB ist in der Tat zu groB fiir unsere Zwecke

~

Besser: Teilraum K(B) ist frei von B erzeugter Vektorraum. KB= Menge aller Funktionen von B
nach K ist das kartesische Produkt aller Faktoren K, Indexmenge 55

IIK,= alle mit B indizierten Familien (A, | b € B) «— ¢ : B — K;b —— \y. Im Falle B abzéhlbar,
so wére dies dann die folge (A1, A2, ..., )

Unterraum K(B) € K5 aller Funktionen ¢ : B — K mit \; € K und ¢(b) = 0 fi fast alle b € B,
d.h. die Menge supp(¢)= Menge der Triger von ¢ = {b € B | ¢(b) # 0} endlich.

supp(a@) = supp(¢),a # 0

supp(¢1 + ¢2) < supp(¢1) U supp(¢2)

K(B) ist eine K—VR.

Basis? Standardbasis?

Definition 3.52. Fiir jedes b € B ist die charakteristische Funktion definiert durch:

Xpy: B— K
1, V=5
b/'—>5bb’: ’ ’
0, b #b.

¢ € K(B)

Supp(¢) = {blv st bn}

¢ = P(b1) X, + ... + d(bn)Xp, X = {X | b € B} ist ein Erzeugendensystem und linear-unabhéingig
Oq)q_oo 4+ ...+ anan =0

Einsetzen b = by, by, dann a1 Ay, (b)) =1 B+— X

br— Xb

Dann B=X C K(B) und dimgK(B) = |B]

Beispiel 3.53. B={1,....,n}, K(B) 2 K"; ¢; —> X;

Koordinaten: Kp : V. — K(B), v = A1b1 + ... + Auby, eine Darstellung durch gewisse by, ..., b, €
B.(das ist nicht abgezihlt)

v Xy = M, o+ A, supp(&Xy,) € {b1,...,b, }

¢ v = Qb)) + ... + d(br )by, supp(9) = {0y, ..., b }

Satz 3.54. Kp : V — K(B) ist ein Isomorphismus.
Aist Menge, K(A) frei von A erzeugter K-VR, ¢ : A — K, supp(¢) endlich, ol = ¥4 = Igo.

A tr K(A)
¥ soll lineare Abbildung werden mit der Eigenschaft l@bx ilbow

B KB) =W
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