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Aufgabe 41 (Potenzen einer Matrix, Cayley und Hamilton)
Es sei A eine n× n-Matrix; man bestimme rekursiv folgende Polynome:

(i) Für jedes k ∈ N gibt es ein je eigenes Polynom pk(x) ∈ K[x] mit grad(pk) < n und
pk(A) = Ak.

(ii) Ist A invertierbar, dann gibt es sogar für jedes k ∈ Z ein je eigenes Polynom pk(x) ∈ K[x]
mit grad(pk) < n und pk(A) = Ak, insbesondere also auch für k = −1.

(iii) Berechnen Sie für A =

 1 0 3
0 1 2
0 0 1

 das Polynom p−1 und A−1, sowie p4 und A9.

Aufgabe 42 (Die Algebra K[A])
Es sei A eine n × n-Matrix über K und MPA(x) = m0 + m1 + · · · + md−1x

d−1 + xd das Mini-
malpolynom, welches das Auswertungsideal IA ⊆ K[x] erzeugt.
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(i) Es gibt einen Algebraisomorphismus

ϕ : K[x]/IA −→ K[A], ϕ(xk) = Ak.

Hier ist K[A] die von A erzeugte Unteralgebra in M = Matn,n(K), also alle Linearkombina-
tionen von Potenzen von A.

(ii) A = (1, A, . . . , Ad−1) ist eine geordnete Basis von K[A].
(iii) Es bezeichne µA : K[A]→ K[A] die Multiplikation mit A, also µA(B) = AB.

Man zeige: AB = BA für jedes B ∈ K[A].
(iv) Man berechne die Matrix M = MAA(µA) von µA in der Basis A, das charakteristische

Polynom und das Minimalpolynom.

Bemerkung: Will man die Multiplikationtabelle für Ak · Al für alle k, l ≤ d − 1 hinschreiben,
kann man das mit Hilfe der Polynome pk aus dem ersten Teil von Aufgabe 41 tun.

Aufgabe 43 (Nilpotente Endomorphismen)
Man zeige:

(i) Für einen nilpotenten Endomorphismus ϕ : V → V eines endlich-dimensionalen Vektor-
raums V gibt es eine unvollständige Fahne F = (F0, . . . , Fd) mit ϕ(Fl+1) ⊆ Fl.

(ii) Daraus folgt: es gibt eine Basis B von V , so daß MBB(ϕ) eine (echte) obere Dreiecksmatrix
ist.

(iii) Damit gilt:

CPϕ(t) = (−1)ntn, n = dim V,

MPϕ(t) = tm,m = Nilpotenzindex von ϕ,

Det(ϕ) = 0,
Spur(ϕ) = 0.

(iv) Für zwei vertauschbare nilpotente Endomorphismen ϕ,ψ : V → V ist ϕ+ψ und ϕ◦ψ nilpo-
tent. Man folgere dies aus folgender Formel für Summe und Produkt zweier vertauschbarer
Endomorphismen:

(ϕ+ ψ)m =
m∑
k=0

(
m
k

)
ϕk ◦ ψm−k, (1)

(ϕ ◦ ψ)m = ϕm ◦ ψm. (2)

Aufgabe 44 (Diagonalisierbare Matrizen liegen dicht)
Für K = C zeige man, daß die Menge Dn der diagonalisierbaren Matrizen in Matn,n(C) dicht
liegt.

(Hinweis: Jedes A ∈ Matn,n(C) ist trigonalisierbar, also ähnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix
T . Addiert man zu den Eigenwerten λ1, . . . , λn jeweils ε1, . . . , εn ∈ C, so daß λ1 + ε1, . . . , λn + εn
nun alle verschieden sind, so ist Tε = T +D(ε1, . . . , εn) zu D(λ1 + ε1, . . . , λn + εn) ähnlich; beide
Ähnlichkeiten sind Homöomorphismen der Form A 7→ ΩAΩ−1 für ein Ω ∈ GLn(C).)

Daraus folgt: Sind Φ,Ψ : Matn,n(C)→ C stetig und Φ|Dn = Ψ|Dn , so gilt sogar Φ = Ψ.

Man stelle sich Φ und Ψ als linke bzw. rechte Seite einer Formel vor; etwas allgemeiner könnten
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beide nur auf einer (offenen) Teilmenge M ⊆ Matn,n(C) definiert sein (z.B. M = GLn(C)) oder
beide Funktionen nehmen Werte in einem Hausdorff1,2-Raum ein.

*-Aufgabe 45 (Satz von Cayley-Hamilton)
Für K = C wollen wir mit dem Approximationsprinzip von Aufgabe 44 den Satz von Cayley-
Hamilton beweisen.
Es sei A ∈ Matn,n(C) =: M,CPA(x) =

∑n
k=0 ck(A)xk das charakteristische Polynom. Φ(A) =

CPA(A) =
∑n
k=0 ck(A)Ak sei durch Einsetzen von A entstanden und Φij(A) sei der (i, j)-te

Eintrag. Man Zeige:
(i) Φij : M→ C ist stetig (1 ≤ i, j ≤ n).
(ii) Für eine Diagonalmatrix D = D(λ1, . . . , λn) gilt:

Φij(D) = 0 für 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j,

Φii(D) = CPD(λi) = 0 für 1 ≤ i ≤ n.

(iii) Φij(ΩAΩ−1) = Φij(A) für alle Ω ∈ GLn(C).

Aus: F. Hausdorff: Grundzüge der Mengenlehre (1914), S. 213f.

1Felix Hausdorff (1868 - 1942), Mathematiker in Bonn.
2Endenicher Allee 60, Raum MZ 1.012.
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