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For a quartic polynomial

A(ao + alx + a2x2 + ag,x3 + a4x4)

—192d3a,a3a} — 128a(2)a%a3 + 144alaralas + 144apalazal — 6aga’alay
—80a0a1a§a3a4 + 18a0alaza3 + 18a,a2a3a4. (1.35)
For a quintic polynomial

Ao+ arx + - +asx’)
= 3125a3a? — 2500a3a1a4a3 — 3750a3aza3a3 + 2000a3aa3a? + 2250a0a3a4a5
—1600a3asazas + 256a3a; + 2000a2a’asal — 50aga;azai + 2250a5a1a3a
—2050a2a,a,a3a402 + 160aiaiaza3as — 900agaya3al + 1020a5a1a3a2as
—192a2aya3a — 900a2a3asa? + 825alalalal + 560ajarasasas — 128ajalal
—630a2a,a3asas + 144alaralal + 108a3ajas — 27agayal — 1600aoaiaral
+160aoa’azasa? — 36apaiaias + 1020a0a?a2asa? + 560apalazalal
—746aga’arazalas + 144aca’azal + 24apa}ajasas — 6acaialal
+356a0a1a2a§a4a5 - 80a0a102a3a4 — 630a0a1a§a3a5 + 24a0a1a2a3a5
—72aoalazaga5 + 18aoa1a2a§a§ + IOSaOagag — 72aoa‘2‘a3a4a5 + 16aoa‘2‘a2
+16apaladas — dagalalal + 256aja3 — 192a}arasal — 128aja3al
+144atazalas — 27a}a} + 144a}alaza? — 6a3asaias — 80a3ayalasas
+18ajaza3a] + 16a,a3a5 4aladal — 27a%a3a? + 18alajazasas
—4a’a3a; — dataiaias + a’a3aia;. (1.36)

Diskriminante fiir Polynome vom Grad 4 und 5, aus:
[.M.Gelfand, M.M.Kapranov, A.V.Zelevinsky:
Discriminants, Resultants and Multidimensional Determinants, S. 405 + 406.

Aufgabe 36 (Division mit Rest fiir Polynome)
Es sei f(z) =22° + 234+ 2+ 1 und g(z) = 23 — 222 + 1.
Man dividiere f durch g mit Rest iiber K = Q, C und Fs.



Aufgabe 37 (Begleitmatrix eines Polynoms)
Es sei p(t) = po + p1t + pot® + -+ - + pp_1t"~! + " ein normiertes (p, = 1) Polynom iiber K; die

Matrix
0 —Po
10 —p1
M = L
0 :
I 0 —ppo
I —pn—
nennt man die Begleitmatriz zu p(t).
(i) Man zeige:
CPur(t) = (=1)"p(t). (1)

Und wie folgt nun, dass jedes Polynom vom Grad n das charakteristische Polynom einer
Matrix ist 7

(ii) Gilt p(t) = ¢(t)1(t) und grad(yp) = ny,grad(y)) = ny, so gibt es eine (n; x n;)-Matrix A
A 0

und eine (ny X ny)-Matrix B, so daf} fiir M = 0 B

die Aussage (1) mit n = nq + no
gilt.
(iii) Ist K = C, so gibt es sogar eine Diagonalmatrix M, so dafi (1) gilt.

(iv) Ist K =R, so gibt es eine Blockmatrix

A1

Ak
By

By
mit 1 x 1-Matrizen (A1),...,(A;) und 2 x 2-Matrizen By,..., B, so da (1) gilt, wobei
n =k + 2l ist.

Aufgabe 38 (Symmetrische Polynome)

Die symmetrische Gruppe &,, operiert durch Vertauschen der Variablen auf dem Polynomring

Klz1, ...,z
o f(x1,. . x0) = f(Zo)s - Ta(n)), 0 € Gp.
Ist o.f = f, so heiit f symmetrisch; und K[xy,...,2,]%" sei die Menge aller symmetrischen
Polynome.
(i) Klxy,...,2,]%" ist eine K-Unteralgebra von K[y, ..., x,)].

(ii) Die Polynome

Ek(xl,...,xn): Z Lijy = Tgy, (k’zl,...,n), E()::l

1< <. <ip<n



heilen elementar-symmetrische Polynome; und die Polynome
Pu(xy,...xp) =2+ 42k (k=1,...,n), Pp:=1
heilen Potenzsummenpolynome.

Man beweise die Newton-Gleichungen:

k

kEg(z1,..a0) =Y (1) Pi@r, o @0) Bgi(, o ).
i=1

(iii) Anwendung: Man driicke fir eine Diagonalmatrix D die Koeffizienten ¢ (D) des charak-
teristischen Polynoms CPp(t) durch die Spuren Spur(D¥) der Potenzen aus.

Aufgabe 39 (Alternierende Polynome)

Man nennt ein Polynom f € Kx1,...,z,] alternierend, falls o.f = f gilt fir alle o € 2,,; anders
gesagt: o.f = sign(o)f, oder f(x1,...,z5 ..., 25, ..., 2n) = —f(x1,...,25,..., %, ...,2y) fir
1 <4 < j < n. Ein Beispiel ist die Vandermonde’sche Determinante

Vio(x1,. ... xp) = H (x; — xj).

1<i<j<n
Fiir ein alternierendes f ist f? natiirlich symmetrisch.
Man zeige:
Ist f alternierend, so ist f durch V,, teilbar und der Quotient
fz1,...,x)

H1§i<j§n(xi — )

ist symmetrisch.

(Hinweis: Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Fassen Sie das Polynom f(zy,...,z,) als Polynom in
x, auf, dessen Koeffizienten Polynome in z,...,z, sind: f(zy,...,2,) = Sp fe(zq, ..., 2,)zh
geméB der Isomorphie Kz, z,,...,2,| = (K[zy,...,2,])[z]. Zeigen Sie jetzt, dass zq,...,z,

Nullstellen von f als Polynom in x; sind.)

*-Aufgabe 40 (Diskriminante)

Es bezeichne
Dy (x1,...,x,) = H (z; — :L‘j)2

1<i<j<n
das Quadrat des Vandermonde’schen Polynoms V,,. Fiir ein Polynom f € K|z] heifit
A(f) = Res(f, [)

die Diskriminante von f, wobei f'(z) = a1 + 2as + -+ + na,z™ ' die (formale) Ableitung
bezeichnet.

(i) Fiir n =2 und f(x) = ax®+bzx+c sowie n = 3 und f(x) = az®+ bz +c (ohne quadratischen
Term) berechne man die Diskriminante.

(ii) Fir K = C gilt: f hat genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn A(f) = 0.
(iii) Fir ein (normiertes) zerfallendes Polynom f(z) = [[i; (A — x) gelten:

A(f) = (=1)" DD (A, M), (2)

A(f) =TT r ). 3)
i=1
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Aus: J. Top, E. Weitenberg: Resurfaced discriminant surfaces, in: EMS Newsletter March 2011,
p-28-35.



