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Aufgabe 31 (Eigenwerte reeller Endomorphismen)
Es sei f : V → V ein Endomorphismus eines reellen Vektorraums der Dimension n.

(i) U ⊆ V sei f -invariant und k = dim(U). Ist k ungerade, so hat f mindestens einen Eigen-
vektor.

(ii) U, W ⊆ V seien f -invariant und komplementär, und k = dim(U). Ist k ungerade und n
gerade, so hat f mindestens zwei Eigenvektoren.

Aufgabe 32 (Simultane Diagonalisierbarkeit)
Es sei A ⊆ Matn,n(K) eine endliche Menge von diagonalisierbaren Matrizen.
Man zeige: Sie sind genau dann simultan diagonalisierbar, wenn sie alle paarweise vertauschen.
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Beispiel: A eine endliche (oder auch nur endlich-erzeugte) Untergruppe von Spiegelungen S im
Rn mit aufeinander senkrecht stehenden Spiegeln Fix(S) = Eig1(S).

Oder konkret:

A =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 , B =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

Aufgabe 33 (Fahnen und Triagonalisierbarkeit)
Eine Fahne F = (V0, V1, . . . , Vn) in einem n-dimensionalen Vektorraum V ist eine aufsteigende
Kette

0 = V0 ⊆ V1 ⊆ · · · ⊆ Vn = V

von Untervektorräumen Vk der Dimension dim Vk = k. Ist f(Vk) ⊂ Vk für k = 0, 1, . . . , n für
einen Endomorphismus f : V → V , so heißt F f -invariant.

Man zeige: f ist genau dann triagonalisierbar, wenn es eine f -invariante Fahne gibt.

Aufgabe 34 (Resultante)
Es seien f(x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn und g(x) = b0 + b1x + · · ·+ bmxm zwei Polynome über K
mit an, bm 6= 0. Die Determinante

Res(f, g) = Det



a0 · · · · · · an

. . . . . .
a0 · · · · · · an

b0 · · · · · · bm

. . . . . .

b0 · · · · · · bm



 m Zeilen


n Zeilen

nennt man die Resultante der Polynome f und g. Man zeige, daß folgende Aussagen äquivalent
sind:

(i) Res(f, g) = 0.
(ii) Die Polynome f, xf, . . . , xm−1f, g, xg, . . . , xn−1g sind linear abhängig als Vektoren im Vek-

torraum K[x].
(iii) Es gibt Polynome 0 6= p, q ∈ K[x] mit grad(p) ≤ m − 1, grad(q) ≤ n − 1, so daß pf = qg

gilt (d.h. f und g sind linear abhängig als Elemente des Rings K[x].)
(iv) Es gibt einen gemeinsamen nicht-konstanten Teiler h ∈ K[x] von f und g.

Aus (iv) folgt: Haben f und g eine gemeinsame Nullstelle, so ist Res(f, g) = 0. Und über
K = C gilt auch die Umkehrung: f und g haben genau dann eine gemeinsame Nullstelle, wenn
Res(f, g) = 0.

Man untersuche (a) zwei Geraden f(x) = a0+a1x und g(x) = b0+b1x auf gemeinsame Nullstellen
und (b) ein quadratischen Polynom f(x) = a0 + a1x + a2x2 auf doppelte Nullstellen.
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*-Aufgabe 35 (Ähnlichkeitsinvarianten)
Eine Funktion Φ : Matn,n(K)→ K, die ein Polynom Φ(X) = Φ(x11, x12, . . . , xnn) in den Matri-
zeneinträgen xij ist, heißt invariant (besser: Ähnlichkeitsinvariante), falls gilt:

(1) Φ(TXT −1) = Φ(X) für X ∈ Matn,n(K), T ∈ GLn(K).

Die Eigenschaft
(2) Φ(XY ) = Φ(Y X) für X, Y ∈ Matn,n(K)

ist vermeintlich stärker; aber (2) folgt sofort aus (1), wenn X oder Y invertierbar ist. Man zeige
für K = R und K = C mit einem Approximationsargument, daß allgemein (2) aus (1) folgt.

(Hinweis: Man überlege sich, daß für jede Matrix A es Matrizen B geben muß (z.B. ±1), so daß
das Polynom pA,B(s) := Det(A+sB) nicht konstant ist und folglich nur endlich-viele Nullstellen
hat. Siehe das Bild vorne mit der Quelle der Aufgabe.)
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