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Das Grabmal J. Plücker’s auf dem Alten Friedhof in Bonn. Foto: c© Jörg Bätz

Aufgabe 26 (Spektrum und Eigenräume)

Es sei A =

 0 1 0
−1 0 −1
0 0 λ

 .

Man bestimme über den Körpern K = R,C,F2 und F3 jeweils das charakteristische Polynom,
das Spektrum und die Eigenräume von A.

Aufgabe 27 (Eigenwertgleichung AX = λX für Matrizen)
Die Linksmultiplikation mit der festen Matrix A ∈ Matn,n(K) ist eine lineare Abbildung

ΦA : V −→ V, ΦA(X) = AX

für den Vektorraum V = Matn,n(K). Man zeige: CPΦA
(t) = CPA(t)n.

Was folgt für die Eigenwerte von ΦA ? Was sind die Eigenräume von ΦA ?
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Aufgabe 28 (Koeffizienten des charakteristischen Polynoms)
Es sei A = (aij) eine n× n-Matrix mit dem charakteristischen Polynom

CPA(t) = c0(A) + c1(A)t+ · · ·+ cn−1(A)tn−1 + (−1)ntn.

Die Minoren (= Unterdeterminanten) Det(AI,I) von A nennt man Hauptminoren. Wir setzen

σk(A) :=
∑
|I|=k

I⊆{1,...,n}

Det(AI,I), (k = 1, . . . , n).

Offenbar ist σ1(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann = Spur(A) und σn(A) = Det(A). Man zeige:

cn−k(A) = (−1)n−kσk(A).

Aufgabe 29 (Verallgemeinerter Vertauschungssatz)
Es sei A eine m× n-Matrix und B eine n×m-Matrix über K. Man zeige für die m×m-Matrix
AB und die n× n-Matrix BA:

(−1)n−mtnCPAB(t) = tmCPBA(t).

Für zwei lineare Abbildungen f : V → W und g : W → V mit n = dim V und m = dim W
heißt das

(−1)n−mtnCPf◦g(t) = tmCPg◦f (t).

Was bedeutet dies für zwei Spaltenvektoren a, b ∈ Kn und ihre Produkte a> · b = 〈a, b〉 und
a · b> = a⊗ b> (in der Notation von Aufgabe 19) ?

*-Aufgabe 30 (Plücker-Koordinaten II)
Wir haben in *-Aufgabe 21 einer Ebene E = Span(x, y) in Kn eine Gerade π(E) := Span(p(x, y))
in KN , N = n(n−1)

2 mit den Plücker-Koordinaten p(x, y) zugeordnet:

Kn ×Kn π̂ //⋃ ?⋃
V2(Kn) π̃ //

Span
��

V1(KN ) = KN \ 0

Span
��

Gr2(Kn) π // Gr1(KN )

Hier ist Vk(Kn) = {(x1, . . . , xk) ∈ K |x1, . . . , xk linear unabhängig} die Stiefel1-Mannigfaltigkeit
der k-Beine im Kn, und Grk(Kn) = {E ⊆ Kn |E linearer Unterraum der Dimension k} die
Graßmann2-Mannigfaltigkeit der k-Unterräume in Kn; für k = 1 ist Gr1(KN ) = PN−1(K) der
(N − 1)-dimensionale projektive Raum über K. Es ist π̃ = p(x, y).

1E. Stiefel (1909 - 1978), Mathematiker in Zürich.
2H. Graßmann (1809 - 1877), Lehrer in Stettin.

2



Man zeige:
(i) π ist injektiv, d.h. sind für zwei Ebenen E = Span(x, y) und E′ = Span(x′, y′) die Plücker-

Koordinaten p(x, y) und p(x′, y′) linear abhängig, so ist E = E′.
Nun sei n = 4. Dann ist N = 6, und dim Gr2(K4) = 4 und P5(K) hat die Dimension 5.
(ii) Die 6 Plücker-Koordinaten pij(x, y) = pij der Ebene E = Span(x, y) erfüllen die Gleichung

p12p34 − p13p24 + p14p23 = 0. (1)

(iii) Erfüllen umgekehrt die 6 Koordinaten eines Punktes ζ = (ζ12, ζ13, ζ14, ζ23, ζ24, ζ34) ∈ K6 die
Gleichung (1), so gibt es eine Ebene E = Span(x, y) ⊆ K4 mit p(x, y) = ζ.

(iv) Sind E = Span(x, y) und E′ = Span(x′, y′) zwei Ebenen in K4 mit den Plücker-Koordinaten
pij = pij(x, y) bzw. p′ij = pij(x′, y′), so sind äquivalent:
(1) E ∩ E′ 6= 0,
(2) Det(x, x′, y, y′) = 0,
(3) p12p

′
34 − p13p

′
24 + p14p

′
23 + p23p

′
14 − p24p

′
13 + p34p

′
12 = 0.

Was aber ist nun ? im obigen Diagramm ? - Es ist das äussere Produkt Λ2(Kn) und V1(KN ) =
Λ1(Kn) \ 0, und π̂(x, y) := x ∧ y in der Notation von *-Aufgabe 10.
Noch etwas: die linke Seite der Gleichung (1) ist die Pfaff’sche Determinante der schief-symme-
trischen Matrix P = (pi,j(x, y)), wo pij für alle 1 ≤ i, j ≤ n definiert wird. Zufall ?

Aus: H..-J. Petsche: Graßmann.
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