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Aufgabe 26 (Spektrum und Eigenrdume)

0O 1 0
Essei A = -1 0 -1
0O 0 X

Man bestimme iiber den Kérpern K = R, C,Fy und F3 jeweils das charakteristische Polynom,
das Spektrum und die Eigenrdume von A.

Aufgabe 27 (Eigenwertgleichung AX = AX fiur Matrizen)
Die Linksmultiplikation mit der festen Matrix A € Mat,, ,(K) ist eine lineare Abbildung

Dy V-V, DduX)=AX

fiir den Vektorraum V' = Mat,, ,(K). Man zeige: CPg ,(t) = CP 4(¢)".

Was folgt fiir die Eigenwerte von ®4 7 Was sind die Eigenrdume von &4 7



Aufgabe 28 (Koeffizienten des charakteristischen Polynoms)

Es sei A = (a;j) eine n x n-Matrix mit dem charakteristischen Polynom
CPA(t) = co(A) + c1 (At + - + 1 (A" + (—=1)™".
Die Minoren (= Unterdeterminanten) Det(A; ;) von A nennt man Hauptminoren. Wir setzen

op(A) == Z Det(AL[), (k=1,...,n).
=
IC{1,..n}

Offenbar ist 01(A) = a11 + a2 + - - - + anpn = Spur(A) und 0, (A) = Det(A). Man zeige:

n—i(A) = (=1)" oy (A).

Aufgabe 29 (Verallgemeinerter Vertauschungssatz)
Es sei A eine m x n-Matrix und B eine n x m-Matrix {iber K. Man zeige fiir die m x m-Matrix
AB und die n x n-Matrix BA:

(—1)""™"CP 45(t) = t™CPpa(t).

Fiir zwei lineare Abbildungen f:V — Wund g : W — V mit n = dim V und m = dim W
heifit das
(=1)" 7" CP foq(t) = t"CPyos(t).

Was bedeutet dies fiir zwei Spaltenvektoren a,b € K" und ihre Produkte a' - b = (a,b) und
a-b" =a®b" (in der Notation von Aufgabe 19) ?

*-Aufgabe 30 (Pliicker-Koordinaten II)

Wir haben in *-Aufgabe 21 einer Ebene E = Span(z, y) in K" eine Gerade 7(E) := Span(p(z,y))
in KN, N = w mit den Pliicker-Koordinaten p(x,y) zugeordnet:

K" x K" —

U U
Vp(K") — V(KY) =KV \ 0
spanl lspan
Gra(K™) — = G (KN)

Hier ist Vi(K") = {(z1,...,2%) € K|z1,..., 2z} linear unabhéingig} die Stiefe]ﬂMannigfaItigkei‘c
der k-Beine im K", und Gri(K") = {E C K"|FE linearer Unterraum der Dimension k} die
GraﬁmanlﬂMannigfaltigkeit der k-Unterrdume in K% fiir k = 1 ist Gry(KY) = PN=1(K) der
(N — 1)-dimensionale projektive Raum tiber K. Es ist 7 = p(x, ).

'E. Stiefel (1909 - 1978), Mathematiker in Ziirich.
*H. GraBmann (1809 - 1877), Lehrer in Stettin.



Man zeige:

(i) = ist injektiv, d.h. sind fir zwei Ebenen E = Span(z,y) und E’ = Span(2’/,y’) die Pliicker-
Koordinaten p(z,y) und p(z’,y’) linear abhingig, so ist £ = F'.

Nun sei n = 4. Dann ist N = 6, und dim Gry(K*) = 4 und P?(K) hat die Dimension 5.
(ii) Die 6 Pliicker-Koordinaten p;;(z,y) = p;; der Ebene E = Span(z,y) erfiillen die Gleichung

D12P34 — P13P24 + P14P23 = 0. (1)

(iii) Erfiillen umgekehrt die 6 Koordinaten eines Punktes ¢ = (12, (13, (14, (23, (24, (34) € K® die
Gleichung , so gibt es eine Ebene E = Span(z,y) C K* mit p(x,y) = ¢.

(iv) Sind E = Span(z,y) und E’ = Span(z’,’) zwei Ebenen in K* mit den Pliicker-Koordinaten
pij = pij(w,y) baw. pi; = pii(2’,y'), so sind dquivalent:

(1) ENE #0,

(2) Det(xv xlv Y, y/) =0,

(3) P12P34 — P13P2s + P1aP23 + Pa3Pls — P2aPi3 + P3aPiz = 0.
Was aber ist nun | ? | im obigen Diagramm ? - Es ist das dussere Produkt A%(K") und V;(K") =
AY(K™)\ 0, und #(x,y) := = Ay in der Notation von *-Aufgabe 10.

Noch etwas: die linke Seite der Gleichung (1) ist die Pfaff’sche Determinante der schief-symme-
trischen Matrix P = (p; j(z,y)), wo p;; fir alle 1 <4, j < n definiert wird. Zufall ?

Als er Anfang der 60er Jahre begann, sich der Ubersetzung der fast
3000 Jahre alten indischen Hymnen zuzuwenden, waren die Hilfsmittel,
welche ithm zur Verfiigung standen, noch sehr spérlich. Erst mit der Zeit
flossen sie ihm reicher z1.39°

Die miithselige Kleinarbeit, die GraBmann fiir sein Unternchmen auf
sicknahm, und der auBerordentliche Fleil, der von ihm an den Tag gelegt
wurde, verdienen unsere vollste Bewunderung. Ein ehemaliger Schiiler
Gralhmanns weif} ans dieser Zeit zu berichten: ,;Freilich verging ihm auch,
mit ausnahme bestimmter zeit, welche er sciner familie widmete, keine
minute des tages ohne arbeit; unermiidlich fligte er stets in derselben
klaren und schénen handschrift wort an wort, zal an zal in jenen
unendlichen sammiungen, zus welchen worterbuch und itbersetzung des
Veda hervorgegangen sind. 201

Unermitdlicher Fleif

.»Miemals aber kam es vor, daB er Abends ausging, ein Glas Bior zu trinken; als
daher 1863 die Deutsche Naturforscherversammlung in Stettin tagte, und er von
Virchow aufgefordert wurde, mit in ein Bierrestaurant zu gehen, da wulite er
kEiIlBS.“:mZ

Nach zehnjihriger intensiver Arbeit, die fast seine ganze freie Zeit
ausfillte’®, konnte GraBmann [872 das Manuskript seines , Wrter-
buch[s] zum Rig-Veda® (H. GraBmann 1873—75) -. erschienen in sechs
Lieferungen von 1873 bis 1875 bei F. A. Brockhaus in Leipzig - abschlie-
Ben.

Aus: H..-J. Petsche: GraBlimann.



