Aufgaben zur Linearen Algebra II

Prof. Dr. C.-F. Bédigheimer

Sommersemester 2015

Blatt 5 Abgabetermin : Freitag, 15.5.2015, 10:00 Uhr (vor der Vorlesung)

Example. For n = 4 we have three matchings:

1 2 3 4 1 2 3 4

12,34 sign =1 13,24 sign = -1

1 2 3 4

14,23 sign =1

Aus: M. Aigner: A Course in Enumeration, 2007.

Aufgabe 21 (Pliicker!-Koordinaten I)

Fiir zwei Vektoren = = (z1,...,z,) und y = (y1,...,y,) in K" betrachten wir die Unterdeter-
minanten

pij(w,y) := Det ( ! yl > =zy; — x5y (1<i<j<n).
Lj Yj

Man zeige:
(i) « und y sind genau dann linear-abhéngig, wenn p;;(x,y) = 0 fiir alle 4, j gilt.
(ii) Ist 2’ = ax + cy, ¥ = bz +dy fiir a,b,¢,d € K, so ist p;j(z’,y") = Det < Z Z )pij(xay)
fiir alle 1, j.

Durch lexikographische Anordnung der N = % Indexpaare (7, j) mit ¢ < j erhalten wir Koor-
dinaten p(z,y) = (p12(z,9),p23(, Y), - - -, Pa—1.n(7,y)) € KV; diese heiBen (homogene) Pliicker-
Koordinaten von E = Span(x,y).

! Julius Pliicker (1801 - 1868), Mathematiker in Bonn.



Fiir diese gilt wegen (i) und (ii):
e dim Span(z,y) =2 < p(z,y) # 0 < dim Span(p(z,y)) =1
e Span(z’,y’) = Span(z, y) = Span(p(z,y)) = Span(p(z’,y"))

Aufgabe 22 (Unterdeterminante und Rang)
Essei f: V — W vom Rang rg(f) und n = dim V, m = dim W. Zeigen Sie folgende Aquivalenz:

(i) p <rg(f)

ii) Es gibt einen p-dimensionalen Unterraum V' in V und einen p-dimensionalen Quotienten-
g
raum W von W, so dafl f = wo f o+ ein Isomorphismus ist.

V*>f w

I

Vi——=W
f
(Hier ist ¢ die "kanonische’ Inklusion V' C V und 7 die ’kanonische’ Projektion W — W.)

Aufgabe 23 (Eigenwerte und Eigenvektoren)

Man beweise folgende Aussagen:

(i) Ist v Eigenvektor des Endomorphismus f; zum Eigenwert A\; und des Endomorphismus
fo zum FKigenwert Ao, so ist v auch Eigenvektor von g := a3 f1 + asfo zum Eigenwert
A= a1 + g (fiir alle ag, ay € K).

(ii) Ist v Eigenwert des Endomorphismus f : V' — V zum Eigenwert ), so ist v auch Eigenvektor
von g := yoidy + 1 f +72f? + -+ + v, f? zum Eigenwert A := g + 1A +72A% + -+ + ¢
(fiir beliebige v0,71, - .., € K).

(iii) Aber: Sei v; bzw. vy Eigenvektor von f zum Eigenwert A\; bzw. A2 und sei A\ # Ao; fiir
welche a1, ae € K ist dann w := ajv; + asvy ein Eigenvektor von f 7

Aufgabe 24 (Eigenwerte von Permutationsmatrizen)

Man bestimme das charakteristische Polynom und die Eigenwerte einer Permutationsmatrix
P, € G,.

(Hinweis: Wenn Typ(o) = (t1,te, ..., t,) ist, warum mufl man sich die Aufgabe z.B. fiir Typ(o) =
(2,0,1,1) nur fiir o = (1)(2)(345)(6789) iiberlegen ?)

*_Aufgabe 25 (Pfaff’sche? Determinante)

Unter einem Bogendiagramm g auf der Indexmenge I = {1,2,...,2n} versteht man eine dis-
junkte Zerlegung von I in n zwei-elementige Teilmengen {ig,jx},k = 1,...,n. Verlangt man
i < Jrund i1 < ig < -+ <y, so ist u = ((i1,71), (i2,72), - - -, (in, jn)) eine eindeutige Notation.

M, sei die Menge dieser Bogendiagramme.

Ist ix, < i) < jx < ji, so zdhlen wir dies als Kreuzung; K (u) sei die Anzahl dieser Kreuzungen
und (—1)%® eine Art Signum.

2Johann Pfaff (1765 - 1825), Mathematiker; Helmstedt und Halle.



Nun sei A = (a;;) eine schief-symmetrische 2n x 2n-Matrix {iber einen Korper K mit char(K) # 2.
Wir wollen eine neue Determinante ("Halbdeterminante’) definieren, die sogenannte Pfaff’sche
Determinante:

PEA) = 3 (1) Wpi()

pneM,

mit pf(p) := ai, j, @iy, - - - Gi, 5,- Man beachte, dafl wir hier nur n-fache Produkte bilden, im
Gegensatz zur Leibniz-Formel der Determinante

Det(A) = Y sign(o)a(o),

UGGn

wo wir 2n-fache Produkte a(o) = a1 5(1)@2,5(2) * * * @2n,0(2n) bilden fiir eine 2n x 2n-Matrix.

Die Formeln

PE(AA) = A"PE(A) (1)
PE(AT) = (—1)"PE(4) )
Pf( o > _ PF(A)PE(B) 3)

fiir eine 2n x 2n-Matrix A und eine 2m x 2m-Matrix B sind fast offensichtlich. Die Formel

Pf( o S > — (—1)MDet(C), N = < , ) (4)

fiir eine n x n-Matrix C' zeigt, dafl die Determinante ein Spezialfall der Pfaff’schen Determinante
ist. Ihre Bedeutung in Algebra und Topologie erhilt die Pfaff’sche Determinante aus folgenden

zwei Eigenschaften fiir schief-symmetrische Matrizen A = —A":
Pf(QAQT) = Det(Q)Pf(A), Q beliebig, (5)
Pf(A)? = Det(A). (6)

Man beweise (6) wie folgt: Man zerlege S, = &, LI &5 in solche Permutationen o mit min-
destens einem Zykel ungerader Linge und solche mit Zyklen ausschliefSlich gerader Lénge. Ist
o = 0102 - - - 0y die Zykelzerlegung von o € G,,, und o1 der Zykel mit dem minimalen ¢ € I unter
den ungeraden Zykeln, so ist ®(c) = a5 ‘g - - - 07 eine Involution auf &, . Es ist ®(c) = o genau
dann, wenn o7 = (i) die Lénge eins hat; in diesem Fall ist a(o) = 0, weil a;; = 0 ist. In allen
anderen Fillen ist a(®(0)) = —a(o) und sign(®(o)) = sign(o). Also heben sich die Terme mit
o € 6, in der Leibniz-Formel gegenseitig weg oder sind null.

Fiir die Terme mit o € 652 benutzt man, dafl man sie durch ein Paar (i, pu2) von Bogen-
diagrammen beschreiben kann: siehe Bild. Es ist ¢ = fig o i1, wenn man u die Permutation
foi= (i1 j1)(iz j2) - (in jn) zuweist. Ist W(o) = (p1, n2) wie beschrieben, so ist ¥ : &5, —
M,, x M,, eine Bijektion. Es ist pf(u1)pf(p2) = £a(c). Man muBl nun noch die Vorzeichen
(—1)K 1) (—1)K#2) ynd sign(o) betrachten.



Beispiele:

(1) Pf<_0b 8):5

0 a2 a1z a4
a_12 0 a3 a4
12034 — 413024 + A14G23.
—aiz —azx 0 a3 3 14723

—a14 —agy —azs O

Example. p; = 14,28,35,67, u» = 15,26,34,78.

The pair (1, 42) decomposes {1,2,...,n} into disjoint directed cy-
cles of even length (these are the cycles of o), where we choose the
orientation in a cycle, starting at the smallest element in the direc-

Example. Given o = (13)(2658)(41097) in E, then we have pic-
torially

2 6 4 10
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and obtain p; = 13,26,4 10,58,79, u» = 13,28,47,56,910.




