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Aufgabe 16 (Charakterisierung der Determinante)

Es sei ∆ : GLn(K)→ K× ein Homomorphismus. Dann gibt es einen Homomorphismus
ψ : K× → K× mit ∆ = ψ ◦Det, also ∆(A) = ψ(Det(A)) für alle A ∈ GLn(K).

(Hinweis: Man benutze die Formeln Eij(λ)Eij(µ) = Eij(λ + µ) = Eii

(
λ+µ
µ

)−1
Eij(µ)Eij

(
λ+µ
µ

)
für die Elementarmatrizen, um zunächst ∆(Eij(λ)) = 1 für i 6= j zu zeigen; damit erhält man
∆(A) = ∆(E11(δ)) mit δ = Det(A), also muß man ψ(ν) := ∆(E11(ν)) für alle ν ∈ K× definieren.)

Aufgabe 17 (Charakterisierung der Spur)

Es sei Σ : Matn,n(K) → K eine K-lineare Abbildung mit der Eigenschaft Σ(AB) = Σ(BA)
für alle A,B ∈ Matn,n(K). Dann ist Σ ein Vielfaches der Spur, d.h. es gibt ein c ∈ K mit
Σ(A) = c · Spur(A) für alle A ∈ Matn,n(K).

(Hinweis: Man benutze die Formeln Ẽij = ẼijẼjj , ẼjjẼij = 0 für (i 6= j) und Ẽii = Ẽi1Ẽ1i, also
Ẽ11 = Ẽ1iẼi1 für die Standardbasismatrizen und folgere Σ(A) = Σ(Ẽii) Spur(A).)

1



Aufgabe 18 (Wegzusammenhang von GLn(C))

Die Gruppe GLn(C) ist wegzusammenhängend, d.h. zu je zwei Matrizen A0, A1 ∈ GLn(C) gibt
es eine stetige Kurve A : [0, 1]→ GLn(C) mit A(0) = A0 und A(1) = A1.

Aufgabe 19 (Tensorprodukt (oder Kronecker-Produkt) von Matrizen)

Für zwei Matrizen A ∈ Matn,m(K) und B ∈ Matn′,m′(K) sei

A⊗B :=


a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB

...
...

...
am1B am2B · · · amnB

 ∈ Matmm′,nn′(K).

(i) Mit den folgenden Rechenregeln wollen wir uns gar nicht lange aufhalten:

(A+A′)⊗B = A⊗B +A′ ⊗B, A⊗ (B +B′) = A⊗B +A⊗B′

(λA)⊗B = λ(A⊗B) = A⊗ (λB)

0⊗B = 0, A⊗ 0 = 0

A⊗ (B ⊗ C) = (A⊗B)⊗ C
(A⊗B)> = A> ⊗B>

(AA′)⊗ (BB′) = (A⊗B) · (A′ ⊗B′), insbesondere also

(A⊗B) = (A⊗ 1) · (1⊗B) und

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1 für invertierbares A und B.

(ii) Man zeige, daß i.A. A⊗B 6= B⊗A gilt, indem man 1n⊗C und C⊗1n für ein C ∈ Matn,n(K)
vergleiche. Aber es gibt eine Permutationsmatrix Pn,m, so daß

Pn,m · (A⊗B) · P−1n,m = B ⊗A

für A ∈ Matn,n(K) und B ∈ Matm,m(K) gilt.

(iii) Sei A ∈ Matn,n(K) und B ∈ Matm,m(K). Man zeige:

Det(A⊗B) = Det(A)m ·Det(B)n (1)

Spur(A⊗B) = Spur(A) Spur(B) (2)

rg(A⊗B) = rg(A) rg(B). (3)

(iv) Das (Matrizen-) Produkt eines Zeilenvektors x> = (x1, . . . , xn) mit einem Spaltenvektor
y = (y1, . . . , yn) ist das (Standard-)Skalarprodukt x>·y =

∑
i xiyi. Hingegen ist das Produkt

eines Spaltenvektors x mit einem Zeilenvektor y> eine n× n-Matrix

x · y> = (xiyj)i,j

und offensichtlich ist x · y> = x⊗ y. Folgern Sie aus (3), daß alle n×n-Matrizen vom Rang
≤ 1 von dieser Form x · y> = x⊗ y für zwei x, y ∈ Kn sind.
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*-Aufgabe 20 (Determinante und Spur über Unterkörpern)

Ist L ⊆ K ein Unterkörper, so können wir jede Matrix über L als Matrix über K auffassen; wir
haben ein kommutatives Diagramm

Matn,n(K)
DetK,SpurK // K

Matn,n(L)
� ?

OO

DetL,SpurL // L
� ?

OO

also DetK(A) = DetL(A) und SpurK(A) = SpurL(A), wie man aus der Leibniz-Formel bzw. der
Definition sofort folgern kann.

Wie ist es nun aber umgekehrt, wenn wir K als Vektorraum der Dimension d über L auffassen
und die n × n-Matrix A über K zunächst als K-lineare Abbildung f = TA auffassen und dann
auch als L-lineare Abbildunng f̃ = TA′ zu einer dn × dn-Matrix A′ über L auffassen: gilt dann
auch DetK(f) = DetL(f) und SpurK(f) = SpurL(f) ?

Kn f=TA //

∼=β×···×β
��

Kn

∼= β×···×β
��

Ldn
TA′ // Ldn

Hier benutzen wir als Isomorphismus β : K
∼=−→ Ld von L-Vektorräumen die Koordinatenfunktion

β = KB = (K1
B, . . . ,K

d
B) bzgl. einer L-Basis B = (b1, . . . , bd) von K.

Wir betrachten hier den Fall K = C und L = R. (Auch der Fall K = Q(
√

2) und L = Q sei
empfohlen.) Es sei wie üblich B = (1, i) unsere geordnete R-Basis von C und β(z) = (x, y) ist
die Aufspaltung in Realteil x = Re(z) und Imaginärteil y = Im(z) von z = x+ iy ∈ C.

Kurze Vorüberlegung zur Vergewisserung: Ist n = 1 und A = (a), also TA : C → C die

Multiplikation mit a = b + ic, (b, c ∈ R), so ist A′ =

(
b −c
c b

)
. Es ist DetC(A) = a = b + ic,

aber DetR(A′) = b2 + c2 = |a|2. Und Spur(A) = a, aber Spur(A′) = 2b = 2Re(Spur(A)).

Man zeige nun:

(i) Es ist

A′ = MB′,B′(f) =


Re(a11) −Im(a11) • • · · · • •
Im(a11) Re(a11) • • · · · • •

...
...

...
...

...
...

• • • • · · · • •
• • • • · · · • •


in der L-Basis B′ = (e1, ie1, e2, ie2, . . . , en, ien) von Cn. Und in der umgeordneten Basis
B′′ = (e1, . . . , en, ie1, . . . , ien) hat es die Blockgestalt

A′′ = MB′′,B′′(f) =

(
B −C
C B

)
=

(
Re(A) −Im(A)
Im(A) Re(A)

)
.
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(ii) Man beweise:

DetR(f) = DetR(A′) = DetR(Re(A))2 + DetR(Im(A))2 = |DetC(A)|2 = |DetC(f)|2

SpurR(f) = SpurR(A′) = 2 SpurR(Re(A)) = 2 Re(SpurC(A)) = 2 Re(SpurC(f)).

(Hinweis: Seien ΛRe =

(
1 0
0 1

)
und ΛIm =

(
0 −1
1 0

)
, so kann man A′ und A′′ durch

das Tensorprodukt (aus Aufgabe 19) ausdrücken:

A′ = Re(A)⊗ ΛRe + Im(A)⊗ ΛIm, A′′ = ΛRe ⊗ Re(A) + ΛIm ⊗ Im(A).

Denn ΛRe ist die Multiplikation mit 1 : C → C in der Basis B und ΛIm die Multiplikation
mit i : C→ C in der Basis B.

[Unterhinweis auf die allgemeine Problemstellung (oder das Beispiel K = Q(
√

2),L = Q):
man schreibe (für k = 1, . . . , d) die Multiplikation mit bk : K → K als d × d-Matrix Λk in
der L-Basis B; dann ist

A′ = B1 ⊗ Λ1 + · · ·Bd ⊗ Λd, A′′ = Λ1 ⊗B1 + · · ·Λd ⊗Bd,

wenn Bk = (Kk
B(aij)) der k-Anteil von A ist.]

Für die Spur kann man die Formeln aus Aufgabe 19 benutzen; für die Determinante zerlege
man A in ein Produkt von K-Elementarmatrizen Eij(λ) und betrachte deren Real- und
Imaginärteil.)

Ebenda.
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