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Aus: Ch. L. Dodgson: Elementary Treatise on Determinants (1867).

Aufgabe 11 (Blockmatrizen)

(i) Beweisen Sie mit der Leibniz-Formel

Det

(
A B
0 D

)
= Det(A)Det(D)

für eine n× n-Matrix A und eine m×m-Matrix D. Genauso beweist man

Det

(
A 0
C D

)
= Det(A)Det(D)
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(ii) Durch Multiplikation mit der Permutationsmatrix P =

(
0 1n

1m 0

)
folgt

Det

(
A B
C 0

)
= Det

(
0 B
C D

)
= (−1)nm ·Det(B)Det(C)

für eine m×m-Matrix B und eine n× n-Matrix C.

(iii) Für eine invertierbare n × n-Matrix A und eine m ×m-Matrix D erhält man duch Multi-
plikation (

1n 0
−CA−1 1m

)(
A B
C D

)
=

(
A B
0 S

)
wobei S = D − CA−1B das Schur-Komplement bzgl. A ist (vgl. *-Aufgabe 55 aus LA I).
Man folgere:

Det

(
A B
C D

)
= Det(A)Det(S).

Falls A und C vertauschbare n× n-Matrizen sind, folgt

Det

(
A B
C D

)
= Det(AD − CB),

was uns an die Determinante einer 2× 2-Matrix erinnert.

Aufgabe 12 (Vandermonde’sche Determinante)

Für x0, x1, . . . , xn ∈ K sei die Vandermonde’sche Matrix

V (x0, . . . , xn) =


1 1 · · · 1
x0 x1 · · · xn
x20 x21 · · · x2n
...

...
...

xn0 xn1
... xnn

 .

Man zeige:

Det(V (x0, . . . , xn)) =
∏

0≤i<j≤n
(xj − xi).

Aufgabe 13 (Bandmatrizen)

Es sei Dn+1 die Determinante der Bandmatrix

a1 b1
c1 a2 b2 0

. . .
. . .

. . .

0 cn−1 an bn
cn an+1


.

Man beweise mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz die Rekursionsformel

Dn+1 = an+1Dn − bncnDn−1.

Für ai = 1, bici = −1 erhält man die Fibonacci-Reihe.
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Aufgabe 14 (Cramer’sche Regel)

Es sei A ∈ Matn,n(Z) eine Matrix mit ganzzahligen Einträgen, b ∈ Zn habe ganzahlige Kompo-
nenten bi und Det(A) 6= 0 sei ein Teiler von b1, b2, . . . , bn. Man zeige, daß die Lösungen x1, . . . , xn
des LGS Ax = b ganze Zahlen sind.

Beispiel:

A =

 3 3 1
1 2 1
1 1 1

 b =

 −1
4
−4


Man bestimme x1, x2, x3.

*-Aufgabe 15 (Ableitung der Determinante)

Die Einträge aij(t) der n× n-Matrix A(t) = (aij(t)) seien reelle, differenzierbare Funktionen
aij : I → R auf einem offenen Interval I ⊆ R und es bezeichne a′ij(t) = d

dtaij(t) deren Ab-
leitung; und A′(t) = (a′ij(t)) sei die Matrix mit den Ableitungen als Einträgen. Es bezeichne
a1(t), . . . , an(t) die Spalten von A(t) und a′1(t), . . . , a

′
n(t) die Spalten von A′(t).

Für die Funktion ϕA : I → R, ϕA(t) := Det(A(t)) zeige man:

(i) ϕ1 = 1 für die konstante Matrizenfunktion A(t) = 1 und ϕAB = ϕA · ϕB, ϕA−1 = 1
ϕA
.

(ii) ϕA ist differenzierbar und ϕ′
1

= 0 (konstant), ϕ′AB = ϕ′AϕB + ϕAϕ
′
B, (ϕA−1)′ = −ϕ′A

ϕ2
A
.

(iii) An jeder Stelle gilt

ϕ′(t) =
n∑
k=1

Det(a1(t), . . . , ak−1(t), a
′
k(t), ak+1(t), . . . , an(t)).

(iv) Ist A(t0) = 1, so gilt ϕ′(t0) = Spur(A′(t0)). Ist A(t0) invertierbar, so gilt

ϕ′(t0) = Spur(A′(t0)A(t0)
−1)Det(A(t0)).

(v) Beispiel:

Es sei γ(t) = e2πit = (cos 2πt, sin 2πt) die Kreiskurve und man betrachte die Matrix A(t) =
(a1(t), a2(t)), die vom konstanten Spaltenvektor a1(t) = e1 und vom Geschwindigkeitsvektor
a2(t) = γ̇(t) gebildet wird. Wo ist A(t) nicht invertierbar ? Wo ist A(t) = 1 ? Man bestätige
die Formeln in (iv). (siehe Skizze)
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Skizze zu *-Aufgabe 15(v)

Ebenda.
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