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Aufgabe 6 (Determinanten von Inversen und Transponierten)

Man zeige (indem man die Matrix als Produkt von Elementarmatrizen schreibt):

(i) Det(A−1) = Det(A)−1, falls A invertierbar.

(ii) Det(A>) = Det(A).
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Aufgabe 7 (Spur)

Beweisen Sie für die Spur Spur(A) =
∑

i ai,i einer quadratischen Matrix A = (aij) direkt aus
dieser Definition:

(i) Spur(AB) = Spur(BA).

(ii) Folgern Sie daraus für ein invertierbares Ω: Spur(ΩAΩ−1) = Spur(A).

(iii) Folgern Sie weiter: Spur(ABC) = Spur(CAB) = Spur(BCA). Die Spur ist sogar unter
beliebigen zyklischen Vertauschen invariant: Spur(ABC · · ·XY Z) = Spur(ZABC · · ·XY ).

Aufgabe 8 (Determinante und Signum)

Die symmetrische Gruppe Sn operiert durch Vertauschen der Spalten auf den Matrizen Matn,n(K),
d.h. wir setzen für σ ∈ Sn und A = (a1, . . . , an) ∈ Matn,n(K):

σ.A = σ.(a1, . . . , an) = (aσ(1), . . . , aσ(n)).

Man zeige:

(i) 1.A = A,
α.(β.A) = (αβ).A

(ii) Det(σ.A) = sign(σ)Det(A).

(iii) Det(Pσ) = sign(σ).

Aufgabe 9 (Gitter in Rn)

Es sei Γ ⊆ Rn ein Gitter (vom Rang n), d.h. eine (additive) Untergruppe von Rn, erzeugt von n
linear-unabhängigen Vektoren b1, . . . , bn, also

Γ = {µ1b1 + · · ·+ µnbn|µ1, . . . , µn ∈ Z} .

Wir betrachten G(Γ) := {f ∈ GL(Rn)|f(Γ) = Γ}.

Man zeige:

(i) G(Γ) ist eine Untergruppe von GL(Rn).

(ii) Die Matrix eines Endomorphismus f ∈ G(Γ) hat in der Basis B = (b1, . . . , bn) geschrieben
ganzzahlige Einträge, d.h. MBB(f) ∈ GLn(Z).

(iii) Det(f) ∈ Z, und Det(f−1) ∈ Z ; also Det(f) = ±1.

(iv)* Spur(f) ∈ Z.

Beispiel: Ist n = 2 und f = TA, A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
eine Drehung um den Winkel θ, so

kommen wegen 2 cos θ ∈ Z nur welche Winkel θ in Frage, wenn ein Gitter invariant bleiben
soll?

*-Aufgabe 10 (Äußere Potenzen Λk(V ))

Es sei V ein Vektorraum über K der Dimension n. Füe jedes k = 1, 2 . . . sei Xk := V k nur als
Menge und wir schreiben die Elemente nicht als k-Tupel (v1, . . . , vn), sondern witzigerweise als
Symbole v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn. In dem von Xk frei erzeugten K-Vektorraum K(Xk) betrachten wir
den Untervektorraum Ak, welcher von Vektoren der Form
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1) v1 ∧ · · · ∧ (vi + v′i) ∧ · · · ∧ vn − v1 ∧ · · · ∧ vi ∧ · · · ∧ vn − v1 ∧ · · · ∧ v′i ∧ · · · ∧ vn,

2) λ(v1 ∧ · · · ∧ vi ∧ · · · ∧ vn)− v1 ∧ · · · ∧ (λvi) ∧ · · · ∧ vn für λ ∈ K,

3) v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn mit vi = vj für zwei i 6= j.

erzeugt wird. Wir setzen Λk(V ) := K(V k)/Ak und nennen dies die k-te äußere Potenz von
V. Für k = 0 setzen wir Λ0(V ) := K. Es gibt eine offensichtliche multi-lineare Abbildung
πk : V k → Λk(V ), πk(v1, . . . , vn) = v1 ∧ . . . ∧ vn.

Man zeige:

(i) Λk ist ein Funktor von der Kategorie der K-Vektorräume in sich, d.h. für jede K-lineare Ab-
bildung f : V → W kann man eine lineare Abbildung Λk(f) : Λk(V )→ Λk(W ) definieren,
so dass

Λk(idV ) = idΛk(V )

Λk(g ◦ f) = Λk(g) ◦ Λk(f)

gilt.

(ii) Die universelle Eigenschaft lautet:
Zu jeder multi-linearen Abbildung f : V k → W in einen K-Vektorraum W mit der Eigen-
schaft f(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn) = 0, falls vi = vj für i 6= j gilt, gibt es genau eine lineare
Abbildung F : Λk(V )→W mit f = F ◦ πk.

(iii) Nun sei B = (b1, . . . , bn) eine geordnete Basis von V und wir betrachten diesmal nur den
von Bk frei erzeugten Vektorraum, aus welchem wir den Unterraum A′k erzeugt von den
gleichen Relationen 1), 2) und 3) wie oben herausdividieren.

Finden Sie einen Isomorphismus

φB : K(Bk)/A′k → Λk(V ),

der offensichtlich von der Wahl der Basis abhängt.

(iv) Die Elemente bi1 ∧ . . . ∧ bik mit 1 ≤ i1 < i2 · · · < ik ≤ n bilden eine Basis von Λk(V ).

(v) Es folgt dimK(Λk(V )) =

(
n
k

)
. Insbesondere ist Λn(V ) eindimensional und Λk(V ) = 0 für

k > n.

(vi) Für V = Kn gibt es einen Isomorphismus Altn(Kn)→ Λn(Kn), D 7→ D(1)e1∧. . .∧en,wenn
ei die Standardbasisvektoren sind.

(vii) Etwas allgemeiner betrachten wir für einen Endomorphismus f : V → V den induzierten
Endomorphismus Λn(f) : Λn(V ) → Λn(V ). Da Λn(V ) 1-dimensional ist, ist dieser Endo-
morphismus die Multiplikation mit einem Skalar λ ∈ K (ganz unabhängig von der Basis).
Dann ist λ = Det(f) = Det(MBB(f)) für die Matrizendarstellung von f bzgl. irgendeiner
Basis B.
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Ebenda.
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