
Aufgaben zur Linearen Algebra II

Prof. Dr. C.-F. Bödigheimer

Sommersemester 2015

Blatt 1 Abgabetermin : Freitag, 17.4.2015, 10:00 Uhr (vor der Vorlesung)

Aus: Coxeter: Introduction to Geometry, 1989. (Hinweis zur Notation: Coxeter bezeichnet die
Symmetriegruppe des regulären n-Ecks mit Dn, Spiegelungen mit R und Rotationen mit S.)

Aufgabe 1 (Normalisator)

Es seien H und N Untergruppen der Gruppe G mit H ≤ N ≤ G.

(i) Sei H normal in N . Ist H auch normal in G?
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Zeigen Sie:

(ii) Die Menge
NG(H) =

{
g ∈ G|gHg−1 = H

}
bildet eine Untergruppe von G.

(iii) H ≤ NG(H) und H ist normal in NG(H) (aber vielleicht nicht in ganz G).
Man nennt deshalb NG(H) den Normalisator von H in G.

(iv) NG(H) = G⇔ H E G.

Aufgabe 2 (Diagonalmatrizen)

In der Gruppe G = GL2n(K) betrachten wir alle Blockmatrizen der Form(
A 0

0 B

)
oder

(
0 B

A 0

)
mit A,B ∈ GLn(K).

(i) Zeigen Sie: Diese Matrizen bilden eine Untergruppe H von G.

(ii) Die Matrizen der Form

(
A 0

0 B

)
bilden eine Untergruppe H ′ von H. Man zeige, daß H ′

normal in H ist.

(iii) Bestimmen Sie die Quotientengruppe H/H ′.

Aufgabe 3 (Normalisatoren in symmetrischen Gruppen)

Für die symmetrische Gruppe S2n unterteilen wir das Alphabet in zwei gleichgroße Teilmengen
I1 = {1, . . . , n} und I2 = {n+ 1, . . . , 2n}. Wir betrachten die Untergruppe H aller Permutatio-
nen σ ∈ S2n mit σ(I1) = I1 oder = I2 und σ(I2) = I2 oder = I1. Und weiter die Untergruppe
N ≤ H aller σ′ ∈ S2n mit σ′(I1) = I1 und σ′(I2) = I2.

Zeigen Sie:

(i) N ist normal in H, aber N und H sind beide nicht normal in S2n.

(ii) H/N ∼= S2.

(iii)* Man betrachte analog in der Sln mit der Unterteilung des Alphabets in Teilmengen Ik =
{(k − 1)n+ 1, . . . , (k − 1)n+ n} (k = 1, . . . , l) die Untergruppe H aller Permutationen σ ∈
Sln mit σ(Ik) = Ik′ für ein k′, und die Untergruppe N aller σ′ ∈ Sln mit σ′(Ik) = Ik.
Wieder ist N normal in H. Was ist H/N ?

Aufgabe 4 (Nebenklassen)

Sei H die Untergruppe einer endlichen Gruppe G. Man Zeige:

(i) Alle Linksnebenklassen gH und alle Rechtsnebenklassen Hg mit g ∈ G sind gleichmächtig
und zwar ist ihre Mächtigkeit die von H.

(ii) Wann gilt gH = Hg für alle g ∈ G ?

(iii) Schreiben Sie für die Diedergruppe G = D8, also der aller Rotationen und Spiegelungen
eines regelmäßigen 4-Ecks, und die Untergruppen H1 = {id, S1} mit S1 eine Spiegelung und
H2 = Rotn die Untergruppe aller Rotationen sämtliche Nebenklassen auf.
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*-Aufgabe 5 (Euler-Charakteristik)

Ein Kettenkomplex von Vektorräumen ist eine Folge

V• : 0
∂0←−− V0

∂1←−− V1
∂2←−− V2 ←− · · · ←− Vn−1

∂n←−−− Vn
∂n+1←−−−− · · ·

von Vektorräumen Vn und linearen Abbildungen ∂n : Vn → Vn−1, mit der Eigenschaft

∂n ◦ ∂n+1 = 0

für alle n ≥ 0. Man nennt die ∂n Randoperatoren.

Es folgt im(∂n+1) ⊆ ker(∂n). Man nennt Zn := ker(∂n) die Zykel in Grad n, und Bn := im(∂n+1)
die Ränder im Grad n. Der Quotientenvektorraum Hn(V•) := Zn/Bn heißt n-te Homologie von
V•.

Wir nehmen nun an, daß alle Vn endlich-dimensional sind und Vn = 0 für n > d. Die Zahl

χ(V•) :=

d∑
k=0

(−1)kdim Vk

nennen wir die Euler-Charakteristik von V•. Wir wollen beweisen:

χ(V•) =
d∑

k=0

(−1)kdim Hk(V•).

Dazu betrachte man

Bn
// // Zn

// // Hn (1)

Zn
// // Vn

∂n|Bn−1
// // Bn−1 (2)

und benutze

dim Zn = dim Bn + dim Hn

dim Vn = dim Bn−1 + dim Zn.

Beispiel: Wir betrachten nun ein Tetraeder mit 4 Ecken 0, 1, 2, 3. Dieses besitzt 6 Kanten und je
drei Kanten bilden insgesamt 4 Dreiecke. Wir bezeichnen die orientierte Kante von Ecke [i] nach
Ecke j mit [i, j]. Ein orientiertes Dreieck mit Ecken i, j, k (in dieser Reihenfolge) bezeichnen wir
mit [i, j, k]. Man spricht von 0-, 1- und 2-Simplizes.

Wir definieren nun folgenden Kettenkomplex V•:

(1) Seien V0, V1 und V2 die freien 4-, 6- und 4-dimensionalen K-Vektorräume, die von den
orientierten 0-, 1- und 2-Simplizes erzeugt werden.

(2) Die linearen Abbildungen ∂n : Vn → Vn−1 sind wie folgt erklärt:

∂0[i] = 0,

∂1[i, j] = [j]− [i]

∂2[i, j, k] = [j, k]− [i, k] + [i, j].

Dann gilt ∂n ◦ ∂n+1 = 0 für alle n ≥ 0 und die Homologien ergeben sich zu

H0(V•) ∼= K, H1(V•) = 0, H2(V•) ∼= K.

Damit berechnet sich die Euler-Charakteristik des Tetraeders zu χ(V•) = 1−0+1 = 4−6+4 = 2.
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Ebenda.
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