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Hinweis:
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Fehler, Korrekturen oder sonstige Anmerkungen zum Skript kénnen gern an s6jukanz@uni-bonn.de ge-
schickt werden.
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Uberblick

. Lineare Gleichungssysteme

. Vektorrdume (und Korper)

. Basen, Dimensionen, lineare Unabhangigkeit
. Lineare Abbildungen und Matrizen

. Gruppen, Ringe und Algebren
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. Eigenwerte und Eigenvektoren
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. Skalarprodukt
0Hauptachsentransformationen
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Achtung:

Diese Version des Skriptes ist nicht vollstdndig korrigiert! Verbesserungsvorschlage, Rechtschreibfehler und
inhaltliche Fehler diirfen gerne an linaskript@tauradian.de geschickt werden. Wir freuen uns tiber Riickmel-
dung!

Vorwort

Lineare Algebra:

- Theorie der linearen Gleichungssysteme

- Theorie der Vektorrdume und linearen Abbildungen

- Theorie der Matrizen und Vektoren

- Unbekannte / Variablen 2 kommen nur zur ersten Potenz vor
- Keine gemischten Terme z; - z;



0 Warum und zu welchem Ende studieren wir
Lineare Algebra?

Was ist eigentlich Lineare Algebra?

= Theorie der linearen Gleichungssysteme
= Theorie der Vektorrdume und linearen Abbildungen

= Theorie der Vektoren und Matrizen

Frither hatten Lehrbiicher zu Linearen Algebra o6fter als heute noch den Zusatz .,... und Analytische Geo-
metrie”. Wie ist der Zusammenhang?

Geometrie Analytische Geometrie
Punkte in der Ebene ,Koordinatengeometrie“
p P = (z,y)
zwei Koordinaten
Geraden G Geradengleichung ax + by = ¢
Kreis, Ellipse, ... ax? + by’ =c
Geometrie  Analytische Geometrie Vektorrechnung
x
P P =(x,y) Vo= (y
o 0O =(0,0) B
Richt
Ursprung Ortvektor { ,va e
ange
y-Achse Vektoren kann man addieren, Punk-
o P =(z,y)
v =P
0 z-Achse

te aber nicht!

Descartes und die Einfiihrung der Koordinaten

Wir nennen heute ein (rechtwinkliges) Koordinatensystem ,kartesisch®, weil Koordinaten im Jahre 1637 von
Rene Descartes in seinem Buch ,La Geometrie“ in die Geometrie eingefiihrt worden sind.

Er hat damit ein - seit der Antike - ungeldstes Problem des Pappus (4. Jhdt) gelost und war mit Recht sehr
stolz darauf. Bevor wir das Problem erkléren, hier eine schéne Wiirdigung von Descartes Leistung durch
J. d’Alembert, ein Mathematiker und Physiker, der zusammen mit D. Diderot einer der Herausgeber der
berithmten Enzyklopédie:

Er nennt 1751 in der Einleitung der Enyklopédie:



[die Einfithrung der Koordinaten] eine der umfassendsten und gliicklichsten Einfille, die der
menschlichen Geist je gehabt hat und der stets den Schliissel zu den eingehendsten Untersu-
chungen nicht nur in der héheren Mathematik, sondern in allen mathematisch-physikalischen

Wissenschaft darstellen wird.

Pappus-Problem

gegeben: n Geraden A, B,C, D, ... in der Ebene
n Winkel o, 8,7,9, ...
A Zahl
Was ist der Ort aller Punkte P der Ebenen, deren Abstande a,b,c,d,... von A, B,C, D, ... gemessen unter

den Winkeln «, 5,7, 9, ... die Gleichung

ab = Xed

erfullen?

B
.
| P
+
Winkelhalbierende ‘
= A A
Beispiel 0.2. 4 Geraden:
A:x=—1, a=pB=v=4§=90°,
B:x=+41,
C=D:y= 0, A=1
A B ab = c?
Hyperbel
C=D

(@ — (1)1 —2) =

=1+2z)(1—-2)

=1—z



2 —y?=1 Hyperbel

Vektoren und Physik

Der Begriff ds Vektors stammt aus der Physik: er beschreibt eine Grofle mit Richtung und Betrag, wie ihn
die Physik als Kraft oder Geschwindigkeit kennt.

Da sich Kridfte tberlagern kdnnen oer Geschwindigkeiten addieren - eine misst die Geschwindigkeit eines
bewegten Systems, eine zweite die Geschwindigkeit relativ zum ersten - ist es vollig einleuchtend, dass man
Vektoren addieren, subtrahieren, strecken oder stauchen kann, - wahrend man dies mit Punkten nicht kann:

Bahn

Z(t) = Position zur Zeit ¢
v(t) = 2(t) = %z(t) zur Zeit t

v(t) ist die Richtung, die eine Massepunkt nihme, horten alle Kréfte, auf ihn zu wirken, plotzlich auf.
Darum betrachtet man in der Mathematik lineare Approximationen an Kurven (= Graphen von Funktionen),
als Tangente mit der Ableitung als Steigung - und nicht, weil die lineare Approximation ,einfach* ist.

Ley iR R
v f'(€o)
f'(%0)

e Bei einer Funktion f : R — R, f(z) = y einer Variablen ist eine Tangente an den Graphen eine Gerade
und i.W.durch ihre Steigung (neben (zg,yo)) bestimmt.

e Bei einer Funktion f : R?2 — R, f(x1,22) = y von zwei Variablen haben wir einen Tangentialebene an
den Graphen; diese ist nicht mehr durch eine Zahl bestimmt, sondern durch zwei: ndmlich die beiden
partiellen Ableitungen

0 0
7851 (€0, m0), 875{2(50,770)
v of of
Leymo : R — R <U;) — 87551(50’770)”1 + 87372(50’?70)”2

e Bei einer vektorwertigen Funktion

fl(xl,...,xn)
F:R" —R"™ F(x,...,2,) = :

fm(@1, ... 20)
ist die Ableitung was? - Eine lineare Abbildung

a11V1 + a12V2 + ... + a1V,

U1
a21U1 + 222 +...+ a2nUp

Léoﬂ?ow» : R" R™
; :
" An1V1 + Apava + ... + Qpnn

Dies sind m lineare (weil kein v; in hoherer Potenz auftritt und auch kein gemischter Term v;v;) Gleichungen
in n Variablen vq,...,v,.



Also lineare Gleichungssysteme!

Beispiel 0.3. Drehungen, Streckungen, ...
iR —R% (2,y) — f(z,y) = («,y)

mit

LU/ fl(‘ray):a’x—"_bya
Y = fa(x,y) = cx +dy.

€ :(071)/ l
2 f<e2)=<b,d> flea) =(a,0)

a = c.os a b= —sina } Drehung um Winkel «
c=sina d= cosa

a = —1 b = O A

c= 0 d=1 } Spiegelung an der y-Achse

Beispiel 0.4. Schnitt zweier Geraden im R?

G :=Gqp : (v #0)
Gs = Gy : (w #0)

Schnittpunkt? 3t,s € R :

a+ sv =b+tw
{sv — tw =b—a =c | Losen?
v1 # 0 oder vg # 0
I [vis—wqt =by—a; =c | und
II | vas — wot =by—ay =co | wy #0oderwy#0

Das Gleichungssystem hat keine Losung, genau eine Losung oder unendlich viele Losungen, je nachdem ob
G'1, G5 parallel sind, sich schneiden oder gleich sind.

wal : VWS — wiwsl = wacy
w1l : Vw18 — wiwat = wicy

wal — wqIl : VW9 — VW1 S = WaC1 — W1C2

=4 (—w,c)
Determinante
vol : V1V28 — Vw1l = VaCq
v 11 : V1V92S — v1Wwal = v1Co
vol — v11 : At = vyc1 — viCo
—_——
—vt,c

10



e Falls A # 0:

e Falls A =0 und (wt,c)

C1
C2

WaC1 — W2C2

A

U1
V2

U1
V2

¢ V2€1 — V1C2

A

U1
V2

<UJ‘,C> =0: G1 = GQ.

e Falls A = 0 und (w™,c) # 0 oder (vt,c) #0: Gy NGy = .

Beispiel 0.5 (Google-Matrix, Page-Rank-Algorithmus). Internetseiten @ mit Gewichten z; > 0,

@ erhilt von @ den Bruchteil % von dessen Gewicht x;. (I; sei die Anzahl der Links die von j ausgehen.)

e Gibt es eine Losung?

e Gibt es eine eindeutige Losung?

T
_ J
j—i J
Losungen
Tr1 = T3 X1 u
—_ _ u
o = 71 xTo = b
T3 =G + I T3 U
— 1
xr1 = T3 X gu
_ T Zg -3
To = 2 + 5 T2 | = | 7u
T3 = 71 + X9 T3 u

e ... mit einer klaren Ordnung, d.h. x; # x; fir i # j7?

11



Beispiel 0.6 (Transportfragen). Graph mit gerichteten Kanten

a;; = Kapazitit

a;; = Transportmenge an einem Tag

Ak 4

ka

ag) = Zaikakj
k
A=(ay) ~4&  (a)
A= (aij), B = (bij) ~ C = (Cij), Cij = Zaikbkj ‘Produkt von Matrizen‘
k

Wir werden Matrizen A, B Abbildungen f, g zuordnen, so dass das Matrixprodukt C' der Komposition fog
von Abbildungen entspricht und umgekehrt.

Beispiel 0.7 (Interpolation durch Polynome). gegeben: Zahlen x1,...,x, und y1,...,yn
gesucht: ein Polynom y = f(z) = a,_12" 1 + ...+ a1x + ap mit f(z;) =y; firi =1,...,n.
(1) = an,1$?71 +...+ta1r1 +a=y1

(2) [z=ux2 an_lxg_l—i-...—l—ala:g—&—ao:yg

n) [z2=z,| an 12 +...+a12y + a0 =yn

Hier sind: x1,...,25,¥1,--.,¥yn bekannt und ao,...,a,_1 gesucht.
n = 2 Gerade durch zwei Punkte

Schema [Wronski]

n—1

1z xf Ty ag Y1
2 n—1

1 =z x5 Tq ai Y2
2 -1

1 Tn Ty QZ‘Z An—1 Yn

Beispiel 0.8 (Methode der kleinsten Quadrate).
gegeben: Messpunkte ©1,...,Zn,Y1,-..,Yn
gesucht: Gerade ,bester” Interpolation f(x) = maz+b (m, b sind Unbekannte) mit >, (f(z;) —y;)? minimal.

f(z)

»
!

12



&(m,b) = Z(mxl +b)2 = minimum

K3

partielle Ableitungen nach m und nach b:

0P
e Z 2(mx; + b)x;

%

= Z(2m?m + bx;)
i
=2 fo +22xi b

—_—— N——

Q11 @12

oD
%_ZQ(mxi—i—b)-l

K3
:Qinm—k? 21 b

N~ =~

Q21 =n=«22

ap1m + O[lgb =0

Qo1m + Otggb =0

Beispiel 0.9 (Chemische Reaktionsgleichgewichte).

s chemische Stoffe

Y1 Y2 Konzentrationen
U1 = —a1y1| S1 nimmt mit der Rate k; ab
Yo = ai1y1| Ss ist proportional zu Sy

ay
B
asz

Y1 = —aiy1 + azy2

U2 = aiy1 — azy2

Beispiel

al a2
(1] —=[s]==
3

Y1 = —a11

Y2 = a1y1 — agy2 + a2y3

Y3 = a2y2 — as3ys
1 —ai 0 0 Y1
P2 | = a1 —a2 as Y2
U3 0 a —as Y3

(1) nur eine Funktion und eine Gleichung

U= ay Ansatz: y = e

y = ae’

t

13



(2) mehrere Funktionen und ein Gleichungssystem

y=Ay (A Matrix) Ansatz:y = e

o=t 2 8
= —:1 t —_— —_— PN
e Ek! tit St
k=0
gy A2 A3
A
= —=14+A+—+—+4+...
e ;k! A+t

konvergent?

d
EeAt _ AeAt

Beispiel 0.10 (Knoten- und ein sehr merkwiirdiges Rechnen). Wir rechnen jetzt nicht mehr in R (oder Q)
sondern in einem Bereich F3 mit nur 3 Zahlen:

0,1 und 2 (,modulo 3 rechnen®)

o = o]+
(NN (en) [en}
= 1S NI

oo Io|lo
N = O]l
= o O]

1O DO =]l
N = 1O

Wir ordnen jetzt einem Knoten ein Gleichungssystem zu:
. Bj .

\/ B,

\_ B;

~|2xy —x; —x; =0

Eine solche Gleichung ist fiir ;,z;, s € F3 genau dann erfiillt, wenn x; = x; = ), oder x;, x;, v}, paarweise
verschieden sind.

Problem: Wie andert sich das Gleichungssystem, wenn man den Knoten deformiert?
Reidemeisterbewegungen:

“r b e
(R1) (R2) (R3)

e mehr Bogen, mehr Kreuzungen ~» mehr Unbekannte, mehr Gleichungen
e aber Losbarkeit verhélt sich gleich!

e Es gibt immer die Losung z1 = x9 = ... =z (,,diagonale Losung®)

e Was zihlt sind nicht-diagonale Losungen.

Man nennt einen Knoten 3-farbbar (p-farbbar), wenn das Gleichungssystem eine nicht-diagonale Losung iiber
F3 (Fp) besitzt.

14



Achterknoten 4,

B>
Kleeblattschlinge 3
Bg Bl
B

Lésungen dber R fiir 3,
I 223 —21 — 29
II: 2.’E2 — 1 — X3
III: 221 —z9 — 23

IIT + 21: —3xo + 3z3
in I: —T1 + X9

Also gibt es nur diagonale Losungen.

Lésungen iiber Fg fir 3;

III+2I: —3z9+4+3x3 =0

in [
1’2:17 1:3:2

Jetzt gibt es also auch nicht diagonale Lésungen.

=0

=0

=0 - Tog = I3
0 — r1 = T2
=  T9,x3 beliebig

2.171—.173—13420
2.’11‘3—1‘1—3?2:0
2%4—$2—(E3:0

200 —x1 — x4 =0

21‘3—3&‘1—1‘2:0
21’2—1’1—1’3:0

2$1—I2—I3:O

rp=-142-2=241=0

15



1 Gleichungssysteme

1.1 Rechnen im R"

1.1.1 Algebraische Aspekte

Definition 1.1.1. Grundkérper R = reelle Zahlen
Definition 1.1.2. Der R =R X ... X R besteht aus Elementen, die man sich auf zwei Weisen vorstellt:
(i) Zahlentupel = Zeilenvektoren: x = (z1,...,2y)

— x; = Eintrige, Koordinaten, Komponenten
z.B. Punkte im R : P = (x1, 72, 73)

1
(ii) Spaltenvektoren: z = ( )

Fiir beide Auffasungen gibt es nun Operationen, wir notieren sie fir einen Spaltenvektor:

Z1 Y1 r1+Y1
Addition:x+y—<:>+<;)—< . )
T Yn Ty tyn

)\3{‘1
— Skalierung:AER:A-xz( : )

P
0
— Nullvektor: 0 = ( : )
0

Unterschied: Wird bei der Matrizenmultiplikation deutlich werden.

Satz 1.1.3. Rechenregeln
r+y+z)=(@+y +=

r+y=y-+zx
z+0==x

—z=(-1)-x
A(uz) = ()

A+ p) 2=+ px

Definition 1.1.4. Skalarprodukt
(,):R"xR*" >R

Z1 Y1

Fir « = ( : ) und y = ( : ) definiert man ein sogenanntes Skalarprodukt: (z,y) — (x,y) =
Tn

T1Y1 + -+ Tpln

(x,y) ist linear in = (bei festem y) und linear in y (bei festem ). Das nennt man bilinear.

Yn

16



1.1. Rechnen im R"™

Satz 1.1.5. Rechenregeln
z,y) = (y, )

Beweis. Angenommen x # 0= 3i: z; # 0.
0
: 1 j=i
Setze y = | 1 |, also y; =
Y : Yj {0 jAi

0
Dann gilt 0 = (z,y) = x; - y; = x;. Widerspruch.

Das waren algebraische Aspekte (unabhingig von R, gilt in jedem Korper K bzw. in seinem Spaltenvektor-
raum K™)

1.1.2 Geometrische Aspekte

Definition 1.1.6.

e Betrag: ||z|| == \/(z,2) = \/2? + 2%+ ... Diese Formel ist die Verallgemeinerung des Satzes des
Pythagoras im R"

o Winkelmessung: cos (z,y) = %, (x,y #0)

a1 ai12 . A1n
) ) a1 Q2 ... Q2p

e Matriz = rechteckiges Zahlenschema A =
aml Am2 ... (mn

Der erste Index zéhlt die Zeilen, der zweite Index zéhlt die Spalten.

Spalte: S;(A) j-te Spalte
Zeile: Z;(A) i-te Zeile

e Nullmatriz alle Eintrége 0
o Skalierung von Matrizen: A - A = jedes Element mit Lambda multiplizieren

e Addition, Subtraktion von Matrizen erfolgt komponentenweise:

ai; a2 ... Qip bir bz ... bin a1 + b1 a2 +bia ... aip+0bin

a1 Q22 ... Q2n bor b2 ... bop a1 + ba1 a2z +bya ... a2y +bay
+ . . . . =

Am1 am?2 oo Omn bml bm2 e bmn Am1 + bml Am2 + bm2 coo Qmn + bmn

Die Matrix A € R™" kann als Riesenspaltenvektor oder Riesenzeilenvektor oder Mittelweg mit n Spal-

ten und m Zeilen aufgefasst werden.



1.1. Rechnen im R"™

Das Produkt einer (m x n)-Matrix A mit einem Spaltenvektor x liefert einen neuen Spaltenvektor:

ailr G2 ... Gin T1 01171 + @12T2 + -+ - + A1 Ty

agy Q22 ... QG2qp T2 2121 + Q22T + + + + + A2p Ty
A - = . . . . . . e

Am1 Am2 oo Omn Tn anp1T1 + Anp2T2 +--- 4+ ApnTn

Satz 1.1.7. Wir betrachten die Multiplikation mit einem festem A als Funktion als Funktion T4 : R™ —
R™, x+— Azx.

e T,4(0)=0
o Tx(A\x) = A\T4(x)
o Ty(z' +a") =Ta(a') + Ta(z")

1.1.3 Lineare Gleichungssysteme

Definition 1.1.8. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System von m Gleichungen in n Unbekannten
T1,...,T, der Art:

(G1) a1121 + a12T2 + ... + a1px, = by

(Gm) Am1T1 + AmaTo + ... + QGmnTn = by,

Die a;; mit ¢ = 1,...,n und j = 1,...,m heilen Koeffizienten die b; = 1,...,m heiflen Werte des LGS.
Wichtig: alles ist durchnummeriert.

Kompakte Schreibweise
A = (a;;) = Matrix der Koeffizienten

il
z = | : | = Spaltenvektor der Unbekannten
Ty
b1
b= : | Spaltenvektor der Werte
bm
A-x=0b
Notation:

Gegeben A und b
(A|b) = erweiterte Matrix

T
Definition 1.1.9. Ein z = | : [, der simultan alle Gleichungen 16st, heifit Losung des LGS.
Ty
Z1
L(Ab) :=x = eR"Az=bCR"
Ty

18



1.1. Rechnen im R"™

Bemerkung 1.1.10. 1. AeR"™ z € R" be R™
2. Alles ist durchnummeriert

3. Es ist moglich, dass alle Koeffizienten = 0 sind: A = 0 ("triviales" LGS)

R”, b=0
£(0|b):{® b2

4. Es ist moglich, dass eine Zeile von A null ist.
b; =0 = Diese Gleichung ist iiberfliissig, b # 0 = L(A|b) =0

5. Es kann sein, dass eine Spalte von A null ist
a1y = ag; = ... = 0 = x; "uberflissig"

Definition 1.1.11. Ist b =0, so heifit das LGS (A|0) homogen . Ist b # 0 so heifit das LGS inhomogen.

Bemerkung 1.1.12. Was hat das alles mit T4 : R™ — R™ zu tun?
r—y:=A-z

1. (A]b) hat eine Losung (d.h. L(A|b) # 0) genau dann, wenn b € Bild(T4) = Ta(R") = Wertemenge
gibt, es also ein & € R™ mit T4 (z) = b gibt.

2. 0 € £(A|0) (d.h. L(A[0) # 0)

Ein homogenes System hat immer mindestens eine Losung, nédmlich die triviale Losung « = 0.

1.1.4 Struktur der Losungsmenge

Satz 1.1.13. (homogener Fall)
(i) (A|0) hat immer die triviale Lisung
(i) x € L(A|0) = Az € L(A|0)
(iii) =,z € L(A|0) = =z + 2’ € L(A]0)
Satz 1.1.14. (inhomogener Fall)
(i) z,z’ € L(A]D) = x — 2’ € L(A|0)
(ii) Sei T € L(A|D)

Dann gibt es zu jeder anderen Lisung x € L(A|b) genau eine Losung ¢ des homogenen Systems mit x = T+ &

Beweis. (i) z,2’ € L(A]D) = Ax =b, Az’ =D
Ax — Az’ =b—-0b=0
Alx —2') =0
Also x — 2’ € L(A]0)

(ii) Es gilt AT =
Ist © € L(A|b), also Az = b, so haben wir nach (i) x — 7 = ¢ € L(A|0)
Also: z =T +¢&
Und ¢ ist eindeutig bestimmt: x — 7 = ¢
r—xT=¢
= {=¢
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1.1. Rechnen im R"™

1.1.5 GauB-Algorithmus

Das Ziel des Gauf-Algorithmus ist es, ein LGS Az = b durch Zeilenumformungen in die sogenannte
Zeilenstufenform zu bringen; d.h. am Ende soll unser LGS folgendermafien aussehen:

* r
(A'[ b) = *
0 *
0 0 *
0 *
0 0
SN——

d

Die Eintrége e sind von Null verschieden, * ist beliebig und alles unter der Treppenlinie ist Null. Die Grofien
d und r werden wichtige Charakteristiken sein.
Weil wir nur Zeilenumformungen verwenden werden, gilt:

L(A[b) = LIA|)

Und wir erhalten rekursiv eine Darstellung der Losungsmenge.

Wir definieren zunéchst den Begriff der Treppenfunktion.

Definition 1.1.15. Eine Treppenfunktion 7 ist eine Funktion, die Spaltennummern 0, 1,...,n auf Zeilen-
nummern 0, 1, ...,m abbildet, sodass folgende Eigenschaften gelten:

e 7(j) <7(j+1) (1 <j<mn)monoton

o 7(j)=7(j — Dodert(j — 1) + 1 (1 < j < n) Stufenhdhe < 1

Eine Matrix A € Mat,, »(R) ist in Zeilenstufenform, wenn es eine treppenfunktion 7 gibt, sodass gilt:

e (ZSF 1) a;; =0firi>7(j)(1<i<m,1<j<n)
e (ZSF 2) a;; #0 fur i = 7(j), falls 7(j) > 7(j — 1) (1 < j < n)
Bemerkung 1.1.16. Wir werden zwar den Gauf-Algorithmus auf die erweiterte Matrix (A|b) anwenden,

aber die Treppenfunktion bezieht sich nur auf A; wie werden sagen, (A|b) sei in Zeilenstufenform, wenn A
in Zeilenstufenform ist.

Bemerkung 1.1.17. o Wir nennen die Stellen 1 < j; < ... < j, < n, an dem 7 springt (also 7(jx) =
7(jx — 1) + 1 die Sprungstellen.

e Die Anzahl der Sprungstellen nennen wir den Rang rg(A) = r der Matrix (oder auch Zeilenrang); es
ist immer 0 < r < m,n

Gauf3-Algorithmus

Eingabe (A|b)

Ae Maty, n(A),be R™

Start: Setze p — 0,q — 0 (Hilfsvariablen)
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1.1. Rechnen im R"™

1. Suche in den Spalten S;(A) in der Reihenfolge j = ¢+ 1, ..., n einen Eintrag a;; # 0 in der Reihenfolge
t=p+1,....,m.

o Gibt es kein solchen a;j, so gehe zu ENDE.
o Sei a;; # 0 mit j minimal unter ¢ < j < n und ¢ minimal unter p < i <m
2. Vertausche Zeile ¢ mit Zeile p + 1

3. Subtrahiere von Zeile i + 1 das afjﬂ-fache der Zeile p.

P,q
Subtrahiere von Zeile i + 2 das “2+2<-fache der Zeile p.
P,q

Subtrahiere von Zeile m das 'Z”A—fache der Zeile p.
P,q

4. Setzep—>p+1,9 —J.
e Ist p = m oder ¢ = n, gehe zu ENDE
e Sonst gehe zu 1.

ENDE.
Ausgabe: (A'|0') in Zeilenstufenform.

Bemerkung 1.1.18. Man nennt das a;; in 1. ein Pivotelement .

Satz 1.1.19. Jedes LGS (A|b) wird durch den Gaufi-Algorithmus in ein dquivalentes LGS (A'|b) mit gleicher
Léosungsmenge uberfihrt.

Beweis. 1. Zunichst ist offensichtlich, dass fir A = 0 das LGS (0|b) bereits in Zeilenstufenform ist, und
zwar fiir die konstante Treppenfunktion 7(0) = 7(1) = ... = 7(n) = 0. Wie fithren den Beweis durch
Induktion iiber m.

2. Firm=1und A # 0 sei a1 = ... = a1j—1 = 0 und a;; # 0. Dann ist A bereits in Zeilenstufenform
mit 7(0) = ... =7(j — 1) =0und 7(j) = ... = 7(n) = 1.

3. Fiir m > 1 fithrt ein erster Durchlauf des Gau-Algorithmus fiir A # 0 an einem ersten Pivotelement
a;, 5, 7 0. Nach Vertauschen und den Subtraktionen haben wir ein System und eine partiell definierte
Treppenfunktion. Der zweite Durchlauf des Gaufi-Algorithmus ist eigentlich ein erster Durchlauf auf
das neue System. Dieses hat noch m — 1 Zeilen. Nach Induktion wird es in Zeilenstufenform iiberfiihrt.

O
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2 Korper und Vektorraume

2.1 Korper

2.1.1 Korperaxiome und Unterkorper
Definition 2.1.1. Ein Kérper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + (Addition),- (Multiplikation),
die die folgenden Eigenschaften erfiillen:
e Addition K x K —» K
1. a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ (Assoziativitit)
2. a+b=>b+ a (Kommutativitit)

3. Es gibt ein neutrales Element der Addition Z € K, sodass fiir alle x € K gilt & 4+ « = z. Dieses
bezeichnen wir mit 0.

4. Zu jedem Element x € K gibt es ein Element —z € K, sodass 4 (—z) = 0. (Existenz von additiv
Inversen)

e Multiplikation K x K — K
5. a-(b-c) = (a-b)-c (Assoziativitit)
6. a-b=">-a (Kommutativitét)

7. Es gibt ein neutrales Element der Multiplikation Z € K, sodass fiir alle x € K gilt -z = z. Dieses
Element bezeichnen wir mit 1.

8. Zu jedem Element z € K gibt es ein Element 2~! € K, sodass x - 7! = 1. (Existenz von

multiplikativ Inversen)
e Zusammenhang zwischen Addition und Multiplikation
9. a-(b+c¢) = (a+1D)-c (Distributivitat)
10. 140

Definition 2.1.2. Eine Teilmenge K’ C K eines Korpers K nennen wir Unterkérper , wenn sie die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

lL.z,yeK =>a+yeK, z-ye K (Abgeschlossenheit beziiglich Addition und Multiplikation)
2. 0,1 €K

3. zeK =—zekK

4. zeK =z tek

Bemerkung 2.1.3. Wie wir es aus der Schule gewohnt sind, schreiben wir vereinfachend x —y statt 4 (—y)
und £ statt o - y~ 1. Dies sind jedoch erstmal nur Notationen, da wir keine Verkniipfung —, oder / definiert
haben.

Beispiel 2.1.4. Beispiele fiir Korper, die uns allen geldufig sind sind die reellen Zahlen (R, +, -), die rationa-
len Zahlen (Q, +,-), oder auch die komplexen Zahlen (C,+,-), welche wir im nichsten Abschnitt definieren
werden. Ein Beispiel fiir einen Teilkorper von R, der nicht der Korper rationalen Zahlen ist, ist (Q [\/ﬂ ),

wobei Q [\/5] ={a+ bv2|a,b € z}
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2.1. Korper

2.1.2 Komplexe Zahlen

Definition 2.1.5. Der Koérper der komplexzen Zahlen C besteht aus der Menge R? zusammen mit den
Verkniipfungen

o (zy)+ () =@+ y+y)

o (z,y) (@ y)=(v-2' —y-y,x-y +2"-y)
Es ist:

0c = (0,0)

e lc=¢; =(1,0)

o —(z,9) = (—=,—y)

o (2,y)7! = (=7 7o)

wie sich jeweils leicht nachrechnen lisst. Des weiteren stellen wir fest, dass (e2)” = (0,1)2 = (—1,0) und
nennen ey die imagindre Einheit i. Wir schreiben (x,y) = = + iy.

Dass fiir Addition und Multiplikation die gewiinschten Eigenschaften (Assoziativitiat, Kommutativitét, Dis-
tributivitét) gelten lasst sich leicht nachrechnen.

Definition 2.1.6. z = (z,y) € C kann als Zahl in der Gauflschen Zahlenebene interpretiert werden, die
durch einen Winkel und eine Lénge definiert ist.

2i

i y = rsin(p)

0i ¥

-1
mit 0 < ¢ < 27 und r = /22 + y?2 ist diese Darstellung eindeutig, wobei

x = rcos(p)

y = rsin(p)

r und ¢ nennen wir die Polarkoordinaten von z. Wir schreiben z = (r; ¢)

2.1.3 Endliche Korper

Bemerkung 2.1.7. Nachdem alle Korper, die uns bis hier hin begegnet sind unendlich viele Elemente hatten
wollen wir nun versuchen zu einer Primzahl p einen Kérper mit genau p Elementen, also einen endlichen
Korper zu finden.

Definition 2.1.8. Man kann zeigen, dass es zu gegebenen n,z € Z,n > 1 eindeutige Zahlen a,r € Z gibt
mit 0 < r < n, sodass z = an+r. Dies ist die Division durch n mit Rest r. Fiir ein gegebenes n wollen wir alle
Zahlen als gleich auffassen, bei denen r gleich ist und sie in einer Menge zusammenfassen. Wir bezeichnen
die Menge

[2] ={7 € Z|z' =d'n+rd € Z} = {7’ € Z|2' — z ohne Rest durch n teilbar}

als die Restklasse von z modulo n . Und nennen z’ € [z] Reprasentant der Restklasse .
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2.1. Korper

2.1.4 Inverse in I,

Satz 2.1.9. Es seien a,b € N mit 0 < b < a, dann gilt:

1. Der ggT(a,b) ist der letzte nicht verschwindende Rest r,, der folgenden Kette von Divisionen-mit-Rest
a=qb+mr mit 0<r <byq1,m1 €N
b=qor1+ 19 mit 0<ryo<ryqe,r2 €N
1= q3re + 171
Th—2 = qnTn—1 1+ Tn mit 0<r, < Tn—15qn;Tn € N
Tn—1 = dn+1Tn mit qn+1 € N

2. Es gibt o, p € Z mit der Eigenschaft

99T (a,b) = aa + Bb.
Beweis.

1. Da die r; strikt fallend, denn b > rq > ro > ... > 7, > r41 = 0, bricht der Algorithmus ab. Ist t € Z
ein Teiler von a und b, so ist t auch Teiler von ry und damit auch von ro usw. bis schlielich r,,.
Umgekehrt gilt: Ist ¢ Teiler von r,, so auch von r,_1,7,_2, usw. bis a und b.

2. Lose die Gleichung riickwérts auf und setze ein.

2.1.5 Charakteristik eines Korpers

Bisher konnte man den Eindruck gewinnen als ldge A € N in K, da 6fters schon so gerechnet wurde. Dies ist
nicht so. Zwar gilt NC Z Cc Q C R C C, aber N C Z sind keine Teilmenge von [F,,. Daher soll von jetzt an
als Vereinbarung gelten, dass fiir n € Z und z € K gilt

nr:=z+x+ ..+ (n-mal).

Dies ist also nicht die Multiplikation von Korperelementen. Nun das Ganze etwas genauer in folgender

Definition 2.1.10. Fiir jedes n € Z gilt:

€0 :=0
e1:=1
Entl i=€&n+1 (n>1)
€n 1= —€_n (n < -1)
Also
eni=n-1

Definition 2.1.11. Falls kein €, = 0 mit n > 0, so hat K die Charakteristik 0, und schreibt
char(K) = 0.
Andernfalls nennt man das kleinste n > 1 mit ¢,, = 0 die Charakteristik von K, schreibe
char(K) = n.
Beispiel 2.1.12. 1. char(Q) = char(R) = char(C) =0
2. char(F,) = p (p ist eine Primzahl)

Bemerkung 2.1.13. Ist char(K) = 0, so ist Q ein Unterkorper.
Denn
Q —K

" e -

E n ' En )
so ergibt sich g, + &, = €444 und &, - € = €4, und somit erhélt man ein K’ = {z —¢, -, [n,m € ZAm # 0}
mit eg =0 und &1 = 1.
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2.2. Vektorrdume

Definition 2.1.14. Eine Funktion ¢ : K — K’ zwischen zwei Korpern heifit Korperhomomorphismus , falls
gilt

L oz +y) = () + 6(y)

2. ¢(z-y) = ¢(z) - $(y)

3. ¢(0) = 0 und damit auch ¢(—z) = —¢p(x)

4. ¢(1) = 1 und damit auch ¢(z~1) = ¢(x) 71, falls ¢ injektiv und = # 0

Beispiel 2.1.15. R < C mit z — (z,0) ist ein Korperisomorphismus auf einem Unterkorper.

Satz 2.1.16. Ist char(K) > 0, so ist char(K) eine Primzahl.

Beweis. Sei char(K) =n mit n > 0 und n = a - b mit a,b € N sowie 1 < a, b < n. Das heifit n ist keine
Primzahl. Dann wére 0 = €, = g, - &, mit €, &, # 0 und somit gib es einen Nullteiler. O

2.2 Vektorraume

2.2.1 Vektorraumaxiome

Im folgenden Abschnitt ist mit K immer ein Kérper gemeint.

Definition 2.2.1. Ein Vektorraum V iber K ist eine Menge mit einer Verkniipfung und einer Operation.
Addition:
+: VXV —Vmit (z,y) —rz+y

Skalierung:
KXV — Vmit (\,z)— Az

mit den folgenden Eigenschaften:
1. Ve,yeV: z+y=y+z
2. Vr,y,z€V: z+y+2z)=(@+y +=2
3. 0eVVzeV: z2+0=2=0+=z
4. VeeVi—z: z+(—2)=0=(—2)+=x
5. VeeV, VA peK: X (p-z)=0N-p) -z
6. VzeV: l-z=z
T YA EK, Ve,yeV: A(z4+y)=A-z+Xy
8 VeeV,V\pueK: (A+up)-z=Az+pu-x
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2.2. Vektorrdume

Proposition 2.2.2. 1.0-z=0
2.2-0=0

3.

(-1)-z=—-x

4. VA €eKRKVYzeV: XAxz=0= A=0o0derxz=0

Beweis. Ubungsaufgabe

Beispiel 2.2.3.

T1 Y1 T1+y1
. K™ mit n > 0 ist ein Vektorraum. Denn die Addition ist definiert durch| : ) + < : > = ( : >

T Yn Tn+Yn

T ATy
und die Skalierung durch A - ( : ) = ( : ) Die Eigenschaften sind leicht nachzupriifen.

Tn ATy,

Insbesondere ist K® = {0} der triviale Vektorraum und K! Vektorraum iiber sich selbst.

Auch Maty, »(K) mit festem m,n € N ist ein Vektoraum. Auch hier lassen sich Addition und

Skalierung sowie deren Eigenschaften leicht nachweisen.

Bemerkung 2.2.4. Vektorraume iiber Q, R bzw. C nennt man rational, reell bzw. komplez.

2.2.2 Unterraum

Sei V im Folgenden ein K-Vektorraum.

Definition 2.2.5. Eine Teilmenge U C V heifit Unterraum von V, falls gilt

1.
2.

u, v’ €U = u+u' € U (abgeschlossen unter der Addition)

AeKueU = X -ue U (abgeschlossen unter Skalierung)

Bemerkung 2.2.6. Sei u € U beliebig und A = 0, dann folgt daraus 0-u =0 € U.

Beispiel 2.2.7.

1.
2.
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U =0 = {0} ist Unterraum in jedem Vektorraum.

V=K"i=1,...,nU ={z=(21,..,2,) € K*|z; = 0} ist Unterraum von V.
U ={x=(z1,...,2n) € K"x; =0firi € I} I C 1,...,n ist Unterraum von V.

V=K' U={z=(z1,....,n) € K"|z1 + 22 + ... + ©, = 0} ist Unterraum von V.

veV U = {tvt € K} ist Unterraum von V. Diesen Unterraum bezeichnet man auch als Spann bzw.
lineares Erzeugnis von v. Manchmal nennt man ihn auch lineare Hiille von v. Doch dazu spéter mehr.

Sei u,v,w € V, dann ist U = Span(u,v,w) = {x = A+ pv + vw € V| pv € K}
(A]0) sei homogenes LGS und A € Maty, »(K), dann ist £(A|0) C K™ ein Unterraum.

Uy, Us seien Unterrdume von V', dann ist auch U = U; N Us ein Unterraum von V. Allgemeiner:
UgcViel = U:=[);c;Us. I muss nicht endlich sein. Achtung! Die Vereinigung von
Unterrdumen sind im Allgemeinen keine Unterrdume mehr. Als einfaches Beispiel dafiir dienen hier
die beiden Koordinatenachsen des R? als Unterrdume. Addiert man némlich (1,0) aus dem
x-Achsen-Unterraum zu (0, 1) aus dem y-Achsen-Unterraum, so erhélt man (1,1). (1,1) liegt aber
nicht in der Vereinigung von den beiden Koordinatenachsen. Achtung! Auch das mengenméafige

Komplement ist im Allgemeinen kein Unterraum. Das orthogonale Komplement allerdings schon.
ni

Denn sei V =R" und n = ( : ), dann ist U = { € R"|x1n1+, ..., +&pn, = 0}
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2.3. Lineare Abbildungen

2.2.3 Korperwechsel

]T X L——L
L X L——1L

Nz)— Az

|

A\ ) —— Xz

2.3 Lineare Abbildungen

Im folgenden bezeichne K einen Korper; V und W seien Vektorraume iiber K (Man sagt auch: K-Vektorrdume).
Definition 2.3.1. Eine Funktion f: V — W ist eine lineare Abbildung , falls gilt:

(i) £(0) =0

(i) f(z+y) = f@) + f(y), mit 2,y € V

(iii) f(Ax) =Af(z), mit A\ e K,z e V.
Hierbei folgt (i) offensichtlich aus (iii): f(0) = f(0-0)=0- f(0) = 0.
Lineare Abbildungen sind die zentralen Objekte der linearen Algebra; man koénnte diese auch als Studium
der linearen Abbildungen bezeichnen. Wir betrachten nun einige Beispiele:

Beispiel 2.3.2. 1. Die Multiplikation einer Matrix A mit einem Vektor x, wie wir sie bereits direkt zu
Beginn eingefiihrt haben, ist eine lineare Abbildung: V =K"; W = K™; A € Mat,,, »(K)
f=T4: K" — K" z+— A -z

2. Fir ein A € Mat,, ,,(K) haben wir ein lineares Gleichungssysteme studiert. Ein Ergebnis war W =
L(A|0) € K", die Losungsmenge im homogenen Fall ist ein Untervektorraum. Mit r = rg(A) und
I = n — r erhalten wir die bekannte Parameterdarstellung des Losungsraums als lineare Abbildung:

[ K — £(A]0)
u+— L(u)

Diese lineare Abbildung ist auflerdem bijektiv. (Eine solche Abbildung nennt man auch Isomorphis-
mus.)

3. Geometrische Beispiele: Drehung, Streckung, Scherung und Spiegelung im R? lassen sich als Matrizen-
multipliktion darstellen und sind somit lineare Abbildungen.

f=Ts:R? SRz Az
Die zur Drehung um ¢ assoziierte Matrix ist

-8 =)

Die Matrix zur Streckung um A; entlang der xz-Achse und um As entlang der y-Achse ist:

=5 0) )= ()

Bei der Scherung bleibt eine Achse erhalten, in diesem Beispiel die x-Achse:
1 0 T T
= o 1)) = ()
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2.3. Lineare Abbildungen

Zur Spiegelung an der y-Achse betrachte man

=(0 )0~

<_‘rL->
Y
die Spiegelung an der Winkelhalbierenden ist gegeben durch

=06~ C)

Auch die Projektion ist eine lineare Abbildung. Jeder Vektor v € V = R? kann eindeutig geschrieben
werden als v = w + w’ mit w € W und einem Vektor w’, der auf der Geraden liegt, die von @’
aufgespannt wird. Die Projektion 7 : R2 = V. — W,w + w’ = v — w ist eine (surjektive!) lineare
Abbildung.

4. Analytische Beispiele
Auf dem Vektorraum V = C9t1(R) der (¢ + 1)-mal stetig differenzierbaren reellen Funktionen (mit
der Addition (f + g)(z) := f(x) + g(z), f,g € V) ist die Ableitung eine lineare Abbildung:
D : CTY(R) — CY(R)
fr=f

Hierbei bezeichnet f'(z) = sz f(z) die Ableitung von f nach z. Wegen der bekannten Ableitungsre-
geln, dass die Ableitung der Summe gleich der Summe der Ableitungen ist, und dass die Ableitung
einer skalierten Funktion gleich der skalierten Ableitung ist, sind Ableitungen lineare Abbildungen.
Insbesondere gilt fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen (¢ = 00):
D : C*®(R) — C*(R)
fr=f

Auf dem Vektorraum V = L'(]0,1]) der iiber [0, 1] integrierbaren Funktionen ist die Integration eine
lineare Abbildung.

mit a,b € [0,1]. Hier gilt die analoge Regel, dass das Integral einer Summe gleich der Summe der
Integrale ist.

Betrachten wir als letztes Beispeil V' = Fiy, den Vektorraum der reellen konvergenten Folgen a =
(ag,ai,...). Die Grenzwertbildung ist eine lineare Abbildung:

lim:V = Fronw — R

a = (a,) = (ag,a1,...) — lim a,
n—oo

Die Summe zweier konvergenter Folgen ist wieder eine konvergente Folge, also ist die Grenzwertbildung
eine lineare Abbildung:

(an) — limay, by, — limb,
(an) + (by) — lima,, + limb,,.
Proposition 2.3.3. Es seien U, V,W Vektorrdume dber K, dann gilt:
(i) Die Identitit idy : V — V,z — x ist linear.
(ii) Sind f :U =V und g:V — W lineare Abbildungen, dann auch die Verkniipfung go f : U — W.
(#ii) Die Nullabbildung 0 :V — W, x +— 0 ist eine lineare Abbildung.

(iv) Sind f, ' lineare Abbildungen, dann ist auch \f, definiert durch (\f)(x) = Af(x), mit A € K, wieder
eine lineare Abbildung.
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2.3. Lineare Abbildungen

(v) Genauso ist auch f+ f' mit (f + f')(z) = f(x) + f'(z) eine lineare Abbildung. Beides folgt einfach
aus der Tatsache, dass f und f' lineare Abbildungen sind (f' ist nicht die Ableitung von f!).

(vi) Sei f:V — W eine lineare bijektive Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung f=1 : W — V
linear.

Beweis von Proposition (vi). Zu zeigen: f~ (z+y) = f~1(z)+ f~(y). Seien z,y € W. Da f bijektiv ist gilt:
Ay e Vixe=f(a),y=f(y); ,3“ bedeutet ,es gibt eindeutig®. Dann folgt mit der Linearitit von f:

fTla+y) = U@+ ) =@ +y) =2 +y = @)+ ()

Damit haben wir die Bedingung (ii) aus Definition 2.3.1 verfiziert. Wir zeigen nun Bedingung (iii): Sei A € K.
Zu zeigen: f~1(A\x) = A\f~(x). Auch dies folgt mit 2’ wie oben aus der Linearitit von f:

F7H0a) = fTHf() = () = Xa' = A f 7 (@)

Definition 2.3.4. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen.

(i) Die Teilmenge von W im(f) = f(V) := {z € W|z = f(2') fir 2’ € V} C W heiit Bild von f (engl.
image).

(ii) Die Teilmenge von V ker(f) = f~1(0) := {z € V|f(z) = 0} C V heiit Kern von f (engl. kernel).
Proposition 2.3.5. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorraumen.

(i) Das Bild im(f) ist ein Untervektorraum in W.

(i) Der Kern ker(f) ist ein Untervektorraum in V.
(iii) Ist b € im(f) und etwa f(£) = b, so ist f~1(b) ein affiner Unterraum und zwar f~1(b) = ker(f) + &.

Ein Spezialfall von (i) ist, dass die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems im inhomogenen Fall
ein affiner Unterraum ist.

Beweis. (i) Seien z,y € im(f), sodass z = f(a'),y = f(y') fir ’,y’ € V. Daraus folgt, dass x +y =
f@)+ f(y) = f(&' +v'). Also liegt z 4+ y im Bild von f.

(ii) Seien z,y € V mit f(z) = f(y) =0, also z,y € ker(f). Dann gilt f(z+y) = f(z) + f(y) = 0. Damit
liegt auch x + y im Kern von f.

(iii) Sei b € im(f) mit (&) =b. Fur z € V mit f(z) = b gilt:
fle=8=flz)—f(§)=b-b=0
Also liegt « — € im Kern von f.

O

Beispiel 2.3.6. Betrachten wir wieder die Matrizenmultipliktion: f = Ty : K* — K™,z — Ty(x) = A - x
mit A € Mat,, ,,(K).

- ker(Ta) = T *(0) = L£(A|0). Der Kern ist der Lésungsraum des assoziierten linearen Gleichungssystems
im homogenen Fall.

- im(T4) = {b € K™|L(A]b) #}. Das Bild ist die Menge der Vektoren, fiir die das assoziierte lineare
Gleichungssystem im inhomogenen Fall 16sbar ist.

- Falls b € im(T4) mit etwa Ta(£) = b, so ist T (b) = L(AJb) = L(A|0) + £, der Losungsraum des
inhomogenen und 16sbaren Falls.
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2.3. Lineare Abbildungen

Beispiel 2.3.7. Die komplexe Konjugation — ist ein Beispiel fiir eine Abbildung, die R-linear, aber nicht
C-linear ist.

—:C—=C

z=x+iy—zZ=c—1y
Die komplexe Konjugation ist ein Kérperisomorphismus, denn
0=0; 1=1; 21 + 20 = Z1 + %3, Z122 = 71 - Z2 (Multiplikativitit).

C-Linearitat wiirde bedeuten z7z3 = 21 - Z3. Die Abbildung kann also nicht sowohl ein Kérperisomorphismus
sein als auch C-linear. Da die komplexe Konjugation multiplikativ ist, ist sie lediglich R-linear:

A= z& A=) A€ R=Fix(")

Definition 2.3.8. Seien V, W Vektorrdume tiber K. Eine Funktion f : V — W heifit affin , falls es eine
linere Abbildung ¢ : V' — W gibt, und ein b € W mit f(x) = p(z) + b.

Beispiel 2.3.9.

1. Die Translation 7, : W — W mit 0 # b € W, w — w + b ist immer eine affine Abbildung

2. Die Abbildung f(x) = mz + b mit m € K ist eine affine Abbildung. Achtung!: In der Schule und der
Analysis werde solche Funktionen als lineare Funktionen bezeichnet. In der linearen Algebra sind dies
aber im allgemeinen affine Funktionen!

3. Wir betrachten die Parameterdarstellung der Losungsmenge L£(A|b) eines Linearen Gleichungssystems
(AJb) der GroBe m x n, wobei A € Mat,, ,(K),b € K", r =rg(A),l=n—r
Es sei LO die Parameterdarstellung fiir den homogenen Fall, also

LY :R' — L(Ap);U = (Up, Uy, ..., Up) = LO(U) = (Uo, L1, Uy, La, Us, - .., Ly, Uy)

wobei Ly = L1(Uy,Us,...,U,), Ly = Ly(Us,Us,...,U,),..., L. = L.(U,.) Nun suchen wir uns irgend
eine Losung £ € LA|b des inhomogenen Gleichungssystems. Fiir den Losungsraum des inhomogenen
Gleichungssystems gilt nun:

L=L"+&L(U)=L°(U) +¢

4. Essei f eine affine Abbildung. Offenbar ist f(0) = b die Translationskonstante, wihrend f(x)—b = ®(x)
der so genannte lineare Anteil ist. Damit hat man fiir affine Abbildungen folgende Gleichungen:

fx) =b=A(f(z) - b)
fle+y) —b=(f(z) =b) + (f(y) —=b) = f(z) + f(y) — 2b

5. Ist f eine lineare Abbildung, so ist Im(f) C W ein linearer Unterraum.
Ist f eine affine Abbildung, so ist Im(f) C W ein affiner Unterraum.

Proposition 2.3.10. Es sei K C L ein Unterkorper von L (genau wie Q CR C C) und V ein Vektorraum
tiber Y.. Wir wissen, dass V dann auch ein K-Vektorraum ist. Es kommt aber vor, dass eine Funktion
[V = W zwar linear ist, wenn man V als K-Vektorraum betrachtet, es jedoch nicht ist, wenn man V als
L.- Vektorraum betrachtet.

Beispiel 2.3.11. Ein Beispiel fiir die eben genannten Funktionen ist die komplexe Konjugation {iber R und
C.

- C—o>Crztiy=z—zZ=x—1y
Diese Abbildung ist R-Linear, da man leicht nachrechnen kann, dass \(z,y) — (z, —y). Sie ist jedoch nicht
C-Linear, wie man leicht am Beispiel der Multiplikation mit i sieht. Es ist:

i (x,y) =1 (ZL', _y) = (amy) 7é (_xv_y) = (_yvx) =1 (x,y)
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2.3. Lineare Abbildungen

Abgesehen von der Linearitat bei Multiplikation mit einer komplexen Zahl besitzt die komplexe Konjugation
aber viele niitzliche Eigenschaften. Fiir 21, zo € C gilt ndmlich

21+t 20=721+ 22

2.3.1 Morphismen

Definition 2.3.12. Es sei f : V — W eine lineare Abbildung, dann heifit f

Monomorphismus, wenn f injektiv
Epimorphismus, wenn f surjektiv
Isomorphismus, wenn f bijektiv Endomorphismus, wenn V' = W Automorphismus, wenn V = W f bijektiv

Proposition 2.3.13. Es seien f:V - W, g: W — U linear. Dann gilt

e f ist ein Monomorphismus < ker(f) =0
e go f ist ein Monomorphismus < f ist ein Monomorphismus

e go f ist ein Epimorphismus < f ist ein Epimorphismus
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3 Basen und Dimension

3.1 Erzeugendensystem

Definition 3.1.1. Es sei V ein K-Vektorraum, v, ey, ez, ....,e, € V, A1, Ag, ..., Ay € K und

v=MAe1+ ...+ \en (*)
Wir nennen (*) eine Linearkombination (der ey, ..., e, iiber K), oder eine lineare Darstellung von v (durch
€1,..., e, tiber K). Ist v = 0, so nennt man (x) eine lineare Relation zwischen den ey, ..., e, (iiber K). Sind
alle \; = Xy = ... = A, =0, so nennt man (%) eine triviale Linearkombination, oder triviale Darstellung von

v = 0, oder eine triviale Relation.
Definition 3.1.2. Es sei £ C V eine Teilmenge von V. Dann heifit
Span(€) := {v € V|Es gibt endlich viele ey, ... e, € £ und Ay, ..., A\, € Kso dass v = Ae; + ...+ A\pen}
Der Spann, oder das lineare Erzeugnis von & in V. Wir vereinbaren, dass Span(()) = {0} = 0.
Beispiel 3.1.3. 1. Ist £ = {0}, so ist Span(§) =0

2. Ist u € V, #0, so ist Span({u}) die von u aufgespannte Gerade.

3. Sind w1, us # 0 nicht kollinear, also weder u; € Span(us) noch ug € Span(uy), so ist Span(ui,us) eine

Ebene.
4. Ist V. = K", so nennen wir e; = (0,0, ..., % I ,...,0) den i-ten Einheitsvektor. Fiir 0 < m < n ist
i-te Stelle
Em = {e1,...,emn} und Span(&,,) = K™ C K", wobei einfach die letzten n — m Koordinaten 0 sind.

5. Ist V=R, K=Q, ¢={1,v2}, soist Span(¢) = {a + bv2|a,b € Q} = Q [V2]
6. Sind U; C Vi € I Untervektorraume eines Vektorraumes V und ist £ = U U;, so nennen wir Span(§) =
[&Ui die Interne Summe der U; !
Proposition 3.1.4. Es Sei £ CV eine Teilmenge von V
1. 0 € Span(§)
2. £ C Span(§) insbesondere ist Span(V) =V
3. Span(U) = U, falls U ein UVR ist
4. Span(Span(U)) = Span(U)
) ) ist der kleinste UVR von V, der £ enthdlt.

(
. Span(
(&) ist der Durchschnitt aller UVR von V welche & enthalten.

£
6. Span(§
Definition 3.1.5. Eine Teilmenge & heifit Erzeugendensystem von V, falls gilt: Span(€) = V.
V heifit endlich erzeugt, falls es ein endliches Erzeugendensystem gibt.

Uns interessiert dabei jedoch nur das kleinste Erzeugendensystem, beziehungsweise das
minimale Erzeugendensystem.

Lemma 3.1.6. Ist £ ein EZS von V und 0 # X € Kje € &, dann ist auch & = (€ — {e}) U{A-e} mit
52{61,...,€i,...}

APy

5’:{61,...7>\€i,...}
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3.2. Lineare Unabhéngigkeit

Beweis. v = \e1 + -+ \pen
vz)\lel—i——}—%)\zel—l——&-)\nen

O

Lemma 3.1.7. Sei & = {e1,e2,...,€i,...,¢;,...} ein EZS. Dann ist &' = (€ — {e;}) U {e; + ¢e;} wieder ein

EZS.
5:{61,...,ei,...,ej,...}
12l
(‘:/:{61,...762‘+€j,...7ej,...}

Beweis. v = Ae; + -+ e+ -+ ey
:)\1€1++>\1(62+6J)++(>\Jf)\l)€]++)\n€n

Lemma 3.1.8. Sei £ ein EZS von V. Es gibe in £ eine nicht-triviale Relation, dh. es gibt

O

€iyernln € E AN, Ay € K wobei nicht alle \; = 0 und es gelte 0 = Aje; + -+ A\je; + -+ + Ape, und

etwa \; # 0. Dann ist &' = € — {e;} wieder ein EZS von V.

Beweis. Es gilt:
ei=—x(her 4 + i€+ + Anen)
[+]
[*} = —/\%()\161 + -+ /\1_161‘_1 + /\Z‘+161‘+1 + -+ /\nen)
d.h. e; € Span(€) = Span(€ — ¢;)
Also: wenn immer e; in einer Darstellung eines v € V' vorkommt gilt:
V=€ a6 ooy 6
+
=aq; e, +-Falk 4+ e,

3.2 Lineare Unabhangigkeit

V' = Vektorraum iiber K
B C V Teilmenge

Definition 3.2.1. B heifit linear unabhdngig in V, falls gilt:
by,...,b, € B sind paarweise verschieden und Aq,..., A, € K.
Wenn A\1by + - - 4+ Apb, = 0 gilt, dann nur deshalb, weil \y =--- = X, = 0.

Bemerkung 3.2.2. B ist NICHT "von" etwas unabhéngig! Es IST linear unabhéngig.

Bemerkung 3.2.3. Oder: Jedes b ist VON ALLEN ANDEREN linear unabhéngig.
(& b kann nicht als Linearkombination der anderen geschrieben werden < b ¢ Span(B,{b}))

Bemerkung 3.2.4. Man sagt: Es gibt keine nicht-triviale Relation unter den Elementen von B.

Bemerkung 3.2.5. Die Eigenschaft linearer Unabhéngigkeit kommt in der Menge B vor, nicht in ihren

Elementen.

Bemerkung 3.2.6. v ist linear unabhéngig von B < v ¢ Span(B).
v ist linear abhéngig von B < v € Span(B).

Bemerkung 3.2.7. 0 ¢ B, falls B linear unabhéngig.
Denn sonst 0 = A-0,A#0zB. fir A=1

Bemerkung 3.2.8. Wir setzen B = () ist linear unabhéngig.

Beispiel 3.2.9. B = {b} ist linear unabhéngig < b # 0. Jede Relation miisste lauten A -b =0

Beispiel 3.2.10. B = {b;,bo} ist linear unabhéngig < by, by # 0 mit by, by nicht kolinear
b1 = Aabo

ba = Aby

Beides ist nicht moglich, da p1b; + pobs =0
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3.3. Basen

Beispiel 3.2.11. V = K, B = {ey,...,en}, m < n, Standardeinheitsvektoren e; = (0,...0,1,0,...,0),
wobei 1 an i-ter Stelle steht.
B ist linear unabhéngig.

0
1 0
0 1
Angenommen Aje; + -+ Apen =0= A1 | |+ 0f ... +An | 1] =0
0 0 :
0

1. Koordinate
M 1l+X-0+---+X,-0=0=X1=0
2. Koordinate
M0+ 14+ X, 0=0=X=0

m. Koordinate
MO0+ +A, 1=0=X,=0

Satz 3.2.12. B C V ist genau dann linear unabhingig, wenn jedes v € Span(B) genau eine (oder eine
eindeutige) Darstellung als Linearkombination besitzt.
v=MAby + -+ N\, fiir ein geeignetes by,...,b, € B, und \1,..., A, € K.

Beweis. Angenommen wir hétten zwei Darstellungen
v = /\ilbi1 + -+ )\inbin

V=X by + AL,

Dann gilt:

0=v—v=Xbi, +-+Xi,bi, = Aj,bjy +---+ Aj,, by,

Wir fassen zusammen und kiirzen weg. Deshalb kénnen wir folgendes annehmen:
alle b;, und b;, sind paarweise verschieden und alle ;. und A; #0

Sind die Darstellungen verschieden, so gibt es mindestens ein b;, = b;,, aber \;, # Aji.
Dann ist die rechte Seite eine nicht triviale Relation. Aber B war als linear unabhéngig angenommen.
Widerspruch! O

V =P,(K) 3 p(x) = a0+ a1x + agx® + - - - + apa"
'(x) := a1 + 2a22 + - - - + nayz™ ist die formale Ableitung
Poo (K) = Klz]

S

|

iy
GLs

B={1,z,22,...,2"} C P,(K) sind Stammpolynome. B ist ein EZS und linear unabhingig.

3.3 Basen

Definition 3.3.1. Eine Teilmenge B C V eines VR-V iiber K heif3t Basis von V, falls B ein EZS und linear
unabhangig ist.

Bemerkung 3.3.2. Eine Basis ist ein minimales EZS und ein maximales linear unabhéngiges System.

Beispiel 3.3.3. V=K", B={ey,...,en}
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3.3. Basen

Beispiel 3.3.4. V=P(K):B=1,2,2%,... 2"

V=C/C B={1}

V:C/R B:{eheg}

V=C/K=Q B=?

B = {log2,log3,logh, ...} ist ein EZS und somit linear unabhéngig.

Beispiel 3.3.5. Anwendung: (A | 0) = homogenes LGS, m x n iiber K
Annahme: Die Matrix ist bereits in ZSF

0
0 =
0 * *
0 0 * *
0 * *
0 * *
0 0
0 . 0
1.Zeile = a1

2. Zeile = as

letzte Zeile vor Nullzeilen = a,

r =rang(A), m; =Pivotelemte, ji,...,j, = Sprungstellen der Treppenfunktion

1. Behauptung: Die ersten r Zeilen aq, ..., a, sind linear unabhéngige Vektoren in K.
2. Behauptung: Die Pivotspalten ji,...,j,- sind linear unabhéngig in K™.

Anwenden: ay,...,a, € V=K", U = Span(ay,...,a,)

ail . A1n
a1 . agn

= Zeilenstufenform mit Treppenfunktion
Gm1 Qmn

Gesucht ist eine Basis.

Nachtrag:

Lemma 3.3.6. £ C V. Span(€) ist der kleinste ("kleinste obere Schranke") Untervektorraum von V, der €
enthdlt.

Beweis. Alle UVR von V bilden einen "Verband" = Menge X mit einer Ordnungsrelation.

D.h. wir haben:

zwischen je zwei x1,x2 € X kann eine Relation gelten x1; < x5 oder nicht. Es muss nicht Vergleichbarkeit
herrschen. Es kann sein, dass weder x; < z9 noch x5 < z7 gilt. O

Beispiel 3.3.7. X =R, z; < x5 mit der uns bekannten Bedeutung.
Hier:

x1 < x9 oder z2 < z7 oder beides (= x1 = x2)

Dies nennt man eine totale oder lineare Ordnung.

Beispiel 3.3.8. M = Menge, X = Pot(M) = Potenzmenge = P = Menge aller Teilmengen von M.
M=1{1,2}
xX=0

N
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3.3. Basen

{1} {2} Ordnungsrelation : ©1 < xo & 1 C x9
N’
{1,2}

Beispiel 3.3.9. X =N, a < b < a ist Teiler von b.
Es miissen folgende Axiome gelten:

1. Reflexivitat: x <y
2. Transitivitit: x <yAy<y=x<z
Ein maximales Element in X ist ein z € X, sodass gilt: x > zg = = = x¢

Beispiel 3.3.10. V = VR iiber K, X = Menge der linear unabhéngigen Teilmengen von V', Ordnungsrela-
tion = Inklusion

Lemma 3.3.11. Zorn’sches Lemma
garantiert ein maximales B € X. Es ist dann leicht zu zeigen: B ist auch ein EZS.

Beweis. Angenommen, das ist nicht so. D.h. es gibt ein UVR W mit £ C W C Span(E).

Dann gibt es ein @ € Span(€) mit « ¢ W, also gibt es geeignete e1,...,e, € € und Ay,..., A, € K mit
T =Mei+ -+ \en.

Es ist aber:

alle e; e W

alle \e; € W

ABER z = Mep + -+ + Apen € W = Widerspruch! O]

Beispiel 3.3.12. Span(€) ist der Durchschnitt aller UV R, die £ enthalten.

Beweis. Sei Uy(a € I): alle UVR in V mit £ C U,. Nach (1) und (2) ist Span(€) ein solches U,,. Also gilt:
U Us C Span(€).

o0
Sei x = Aeg + -+ + \pey, € Span(€) d.h. e; € () U, O

Nachtrag:
Lemma 3.3.13. Ist B eine Basis, b; € B,0# A € K, dann ist B’ = (B — {b;} U{\-b;}) wieder eine Basis.

Beweis. Aus Lemma 3.2 und Lemma 3.17. O

Lemma 3.3.14. Ist B eine Basis, b;,b; € B, dann ist B' = (B — {b;} U {b; + b;} wieder eine Basis.

Beweis. Aus Lemma 3.3 und Lemma 3.18. O

Lemma 3.3.15. Austauschsatz von Steinitz

Es sei B={by,...,b;,...} eine Basis von V und sei b € V mit einer Darstellung
b= p1by 4+ -+ Bibi + - + Buby fiir By, ..., 0, € K und etwa §; # 0.

Dann ist B' = (B — {b;} U {b} wieder eine Basis.

Beweis. Sei v € V dargestellt durch v = A1by + -+ + X\ib; + -+ - + Abom.

0.B.d.A. nehmen an: n = m (Ergédnzung durch Nullterme, falls n # m)

Dann kénnen wir schreiben:

v=(\ = Z2)by 4 b+ (A — B2,

weil b; = b1 ---—ﬁ‘lbz—l ﬂ‘“bz+1—~~-—%"bn

D.h. v ist auch darstellbar durch B'. Ist a1by + -+ + a;b; + - - - + ayb, = 0 eine Relation in B’, so erhalten
wir durch Einsetzten von b daraus eine Realtion in B :

(a1 —a;f1)by + -+ ;b + - + (an — @i ffn)by =0

Weil B linear unabhéingig, muss dies eine triviale Relation sein, also

a; — a1 =0
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3.3. Basen

a;fi =0 = o; =0 — Also ag = 0 auch fiir aq,...,a,

Ap — aiﬁn =0
Deshalb ist B’ linear unabhéngig. O

Satz 3.3.16. FEuxistenzsatz von Basen
Jeder Vektorraum besitzt eine Basis

Bemerkung 3.3.17. Wir zeigen dies hier nur fiir endlich abzéhlbar erzeugte V R iiber K, denn dafiir gentigt
die gewohnliche Induktion. Fiir V R. die iiberabzédhlbar erzeugt sind, braucht man "transfinite Induktion".
Eine Variante ist das Zorn’sche Lemma, welches zum Auswahlaxiom und zum Wohlordnungssatz dquivalent
ist. (siehe Aufgabe 35)

Beweis. (Im endlichen oder abzéhlbaren Fall)

Wir wéhlen ein abzihlbares EZS € = {ej1, ea,...,ek,... }. (Ist V endlich erzeugt, so lauft k& nur bis zu diesem
einen endlichen n.) Wir betrachten technisch (algorithmisch) £ als eine geordnete Folge.

Wir setzten &, := 0

Eri={e1,...,epfirk=1,...,(n),...

Algorithmus (Basisauswahlverfahren)

B:=10

B Br_1 falls by, € Span(Bi—1)

i Bi_1Ub, falls by ¢ Span(Bk,l)

(Falls V' endlich erzeugt wird, so 1duft & nur bis n.)

1. By C Bj_1 - nach Konstruktion
2. Span(By) = Span(&x) - nach Konstruktion und Induktion
3. By ist linear unabhéngig - nach Induktion, mit Lemma 3.19.

J falls V endlich erzeugt ist
Wir setzten B = ¢ *=0

J falls V abzéhlbar unendlich ist
k=0

4. Bist ein EZS:
Ist v € V durch die ersten k : ey, ..., e, darstellbar, also v = A\1by + - -+ 4+ Apbg, so ist
v € Span(&) =2 Span(By) C; Span(B)
5. B ist linear unabhngig.
Gibt es eine Relation zwischen (endlich vielen) Elementen in B, so liegen diese bereits in einem By,
weil es nur endlich viele sind.
€1 S Bkl
ey € Bk2

: =e1,...,e € By, N=max{ky,..., k,}
e € Bkl
Aber nach 3) ist By linear unabhingig.

Bemerkung:
Das Basisauswahlverfahren (BAV) aus dem Basisexistenzsatz ist im Wesentlichen ein Algorithmus:

EINGABE: Geordnetes EZS & = {ey, ..., en, ...} (endlich oder abzidhlbar)

ABFRAGE: Ist exy1 € Span({e1,...,ex})?
Wenn nein fiige Thn zur Basis hinzu.
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3.3. Basen

Wenn ja flige es nicht zur Basis hinzu und betrachte ey o
AUSGABE: Geordnete Basis B C £

Beispiele:

1) V = Pol(R) (Die Polynomfunktionen f : R — R).

Wiihle als EZS die Stammpolynome € = {1, X, X2, ..., X", ...}.

Behauptung: X" ¢ Span(l, ..., X™) (Dies ist fiir Polynome trivial aber noch lange nicht fiir Polynomfunk-
tionen!)

Um dies zu zeigen nutzen wir einen Trick der universal einsetzbar ist:

Gébe es eine Linearkombination, so dass

X =% "a Xt (3.1)
k=0

so konnte man (1) n-mal differenzieren (bei Polynomfunktionen wendet man formales Differenzieren an) und
erhélt
(n+ 1IX = ayn! (3.2)

Damit wére aber bereits, wenn X=0 in (2) eingesetz wird

O=aun!'=a,=0 (3.3)
setzt man nun (3) in (1) ein und iteriert das Verfahren, erhilt man, dass alle a¢; = 0 sind, womit aber
X"t =0 wire, was definitiv nicht der Fall ist.

2) Analog sieht man ein, dass B = {e®*|k € N und a; € R} linear unabhéngig in C*°(R) ist.

3) Wiederum Analog sieht man ein, dass B = {sin(arz)|k € N und ay € R} linear unabhéngig ist.

4) Sei V der Raum stetiger stiickweise affiner Funktionen f : [0; 1] — R mit 0=£(0)=f(1)
x
T g<a<e

Soist B={Z¢ | Z¢(z) : [0;1] — R; Ze = g_ 1 ;€ € R} eine Basis.
<z <1

Es ist sehr selten, dass eine liberabzdhlbare Basis explizit angegeben werden kann, da es im Allgemeinen
sehr schwer ist mit tiberabzdhlbarer Dimension (siche Abschnitt 3.4) zu arbeiten. So ist fiir C*°(R) keine
Hamel-Basis bekannt.

Satz 3.3.18 (Basisergdnzungssatz). Sei V ein endlich oder abzihlbar erzeugter K-Vektorraum.
So kann jede linear unabhingige Teilmenge B' C V zu einer Basis ergdanzt werden.

Beweis. Wihle ein beliebiges geordnetes Erzeugendensystem & = {ey, ..., e, ...}, welches nach dem Basi-
sexistenzsatz definitiv existiert und wegen Abzéhlbarkeit auch geordnet werden kann.

So ist offensichtlich & = {by,...,by, €1, ..., €n, ...} erneut ein Erzeugendensystem. Wird nun BAV auf £ an-
gewandt, so werden die b; zuerst betrachtet und wegen linearer Unabhéngigkeit als Basisvektoren gewéhlt.
Somit gilt fir die letztendliche Basis B’ C B. O

Beispiele:(BAV)
)WV =K"; £€={ej,e1 +es,e1 +ea+e3,...,e1+es+...+en}
B = {262} — B = {262761,61 + ez t+e3,e1+e2+ ez + ey, }

2V =Q((V2) CR; K=Q; £={2,2v2}

611:{14’\&}?—)[31:{14’\5,2}
8/2 = {3} — 82 = {372\/5}
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3.4 Dimension

Unser Ziel wird es sein die Dimension eines Vektorraumes durch die Kardinalitiat einer Basis des Vektorrau-
mes zu definieren.

Doch dafiir miissen wir uns zunéchst iiberzeugen, dass solch ein Dimensionsbegriff wohldefiniert ist. Nach
dem Basisexistenzsatz besitzt jeder Vektorraum zumindest eine Basis, dies bereitet uns also keine Probleme.
Allerdings haben wir in den Ubungen eingesehen, dass ein Vektorraum sehr viele Basen besitzt.

Zwar hat [F5 genau eine Basis, dieser ist aber auch der einzige neben dem trivialen Nullvektorraum mit nur
einer Basis. So besitzt F3 zwei Basen, (F2)? hat drei Basen und (F7)? besitzt bereits 5.630.688 Basen.
Noch deutlicher wird das Problem im R?. Denn nach dem Basiserginzungsatz kann man eine Basis kon-
struieren, indem man zunéchst einen beliebigen von Null verschiedenen Vektor wahlt, und darauthin immer
wieder von den vorher gewéhlten linear unabhéngige Vektoren hinzufiigt. So ergibt sich fiir die Menge aller
geordneten Basen des R? folgende Darstellung Hi;i{Rd \ R¥} Womit R? sogar iiberabzihlbar viele Basen
besitzt.

Also stellt sich die Frage, ob alle Basen gleich méchtig sind.

Proposition 3.4.1. Sei V ein von n Vektoren (insbesondere endlich) erzeugter Vektorraum, dann sind n+1
Vektoren linear abhdngig.

Beweis. Es sei £ = {e1,ea,...,e,} ein Erzeugendensystem in V. So folgt die Behauptung induktiv:

Induktionsverankerung: Fiir n=0 ist £ = {} womit V' = Span({}) = 0 ist.
Induktionsschritt: Seien vy, ..., v,, v,4+1 € V beliebige aber verschiedene Vektoren. So besitzt jedes v; folgende
Darstellung;:

n .
V; = Ej:l Wi ;€45 Mit w; ; € K

Zu Zeigen ist, dass eine nicht-triviale Relation 0 = ZZ;l ApvUr existiert, also dass mindestens ein A # 0 ist.
Betrachte A\ als Unbekannte in einem wie folgt konstruierten LGS:

. n+1 n+1 n
Es gelte : 0= 3177 Nivi = D501 D i Wi i€

setze w; ; 1= wj;

Womit sich ein LGS des Ranges r < n ergibt, also min. eine freie Variable A; enthélt. Womit wiederum das
LGS eine nichttriviale Losung besitzt. O

Nun kénnen wir folgenden gewiinschten Satz formulieren:

Satz 3.4.2 (Dimensionssatz). Sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und B = {b1,...,b,} sowie B’ =
{t},...,b,,} zwei Basen in V, dann sind B und B' schon gleich mdchtig (bzw. n=m,).

Beweis. B ist ein Erzeugendensystem in V mit n Vektoren. Nach Proposition 1 sind n+1 Vektoren linear
Abhéngig, womit m < n. Analog fiir B'.
Somit ist n=m. O

Also konnen wir nun unseren angestrebten Dimensionsbegriff definieren:

Definition 3.4.3 (Dimension). Sei B eine Basis in V, wobei V ein K-Vektorraum ist. So definiere:
dimg (V) := |B]

Als die Dimension von V.

Beispiele:
1) Sei K ein Korper so ist dimg (K™) =n

2) dimg(C) = 2

3) Nach Ubung sind log(p;) fiir beliebige Primzahlen p; linear unabhingig in R als Q-Vektorraum. Also
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ist dimg(R) = 0.

Dies ist zwar etwas informell, da es wie bereits erwdahnt mehrere Arten der Unendlichkeit gibt. Es wird sich
herausstellen, dass jene Dimension sogar iiberabzahlbar ist.

Hier sieht man auch, dass unsere geometrische Vorstellung des Dimensionsbegriffes bei manchen Vektorrau-
men versagt, da R als Q-Vektorraum so zu sagen unendlich viele Richtungen besitzt, so stellt z.B. jedes
log(p;) und jedes +/a fiir ein a # n? mit a,n € N eine Richtung dar.

4) Sei K[X] ein Polynomring iiber K, so ist dim g (K[X]) = |N| also abzihlbar.
Denn wihle als Basis B = {1, X, X?,..., X", ...}.

5) Sei A der Raum stetiger stiickweise affiner Funktionen auf dem Intervall [0;1] mit f(0)=0 und f(1)=0.
So ist dimg(A) = | R| also iiberabzahlbar.

6) Sei E der Untervektorraum des Vektorraumes der glatten Funktionen iiber R aufgespannt von e**. So ist
dimg(E) = |R| also auch iiberabzihlbar.

Bemerkung:

Was wir in der linearen Algebra eine Basis nennen heifit im allgemeinen Hamel-Basis. Denn in anderen Ge-
bieten der Mathematik treten andere Basisbegriffe auf. So arbeitet die Analysis oftmals in bzw. mit Rdumen
iiberabzdhlbarer Dimension, wie C*°(R), wobei es fiir solche im allgemeinen sehr schwer ist eine Hamel-Basis
anzugeben. Also betrachten Analytiker lediglich approximative Basen, die sogenannte Hilbert-Basis, bei der
sich zwar nicht jedes Element des Vektorraumes als (endliche) Linearkombination der Basisvektoren schrei-
ben l&sst, wohl aber beliebig gut durch eine Linearkombination der Basisvektoren approximiert werden kann.
Beispiele sind Fourier-Reihen, welche glatte periodische Funktionen durch Uberlagerungen von sin und cos
approximieren. Und der Weierstraf3’sche Approximationssatz garantiert, dass glatte Funktionen durch Poly-
nomfunktionen approximiert werden kénnen.

Fiir die Algebra reicht eine Hilbertbasis jedoch nicht aus!

Die folgende Propsition mag trivial erscheinen —und bei Vektorrdumen ist sie es tatséchlich—, aber wenn man
sich beispielsweise mit Gruppen beschéftigt, gilt die analoge Aussage nicht.

Proposition 3.4.4. Fir einen Unterraum U C V eines endlich-erzeugten Vektorraums gilt immer dim(U) <
dim (V).

Beweis. Sei B eine Basis von U, dann ergénze sie zu einer Basis B’ von V, also B C B’. Dann ist dim(U) =
1B < |B'| = dim(V) O

Proposition 3.4.5. Es seien U',U" Untervektorraume von V (V wieder endlich-erzeugt) mit U := U'NU"
und U := U’ +U". Dann gilt dim(U) = dim(U") + dim(U") — dim(U).
~—— ~~ ——

k
n+m+k k+n o+m k

Beweis. Wir wihlen eine Basis B fiir U. Wir erginzen einmal zu einer Basis B’ O B von U’ und B” D B
von U”. Auflierdem setzen wir B = B’ U B” Die Beziehungen sind im folgenden kommutativen Diagramm
dargestellt:

U’ —— U =U'+U" B C B
1] g u
Unu’ = U——U' BnNB = B C B

Behauptung: B ist eine Basis firr U’. B’ ist offensichtlich ein Erzeugendensystem fiir U. Betrachte die linear-
unabhéngige Menge B’ und das Erzeugendensystem £ := B = B U {b},...,b], .} von U und wende das
Basisauswahlverfahren an:

by ¢ Span(B'’), also Fiigen wir b hinzu; by ¢ Span(B’ U {b7'}), wir fiigen by hinzu, und so weiter. Das heifit,
das Basisauswahlverfahren liefert uns hier tatséchlich 5. O
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3.5. Prinzip der linearen Fortsetzung

Beispiel 3.4.6. 1. Seien K C L Korper. Sei A = {Aq,..., \;} eine Basis von L als K-Vektorraum. Ist V/
ein L-Vektorraum mit Basis B, = {b1, ..., b, } (als L-Vektorraum!), dann ist

Bg :=A-Bg = {)\11)1, ceey Albla Albg, . )\lbg, . )\1bn, ey )\lbn}
eine Basis von V als K-Vektorraum. Insbesondere gilt:
Hl,_/ ——

Konkret heifit das, wenn wir K = R und L. = C betrachten: A = {1,i},1 = 2. Also: dimg V = 2-dim¢ V'
2. Wir betrachten V = C" als C- und als R-Vektorraum:

Be ={e1,...,ent; e =(0,...,0, 1,0,...,0)
Br = {e1,ie1, ea,iea, ..., en, 1€, }; iex = (0,...,0, i ,0,...,0)

3. Wir betrachten V' = C[X] der komplexen Polynome in X, wieder zunéchst als Vektorraum tiber C und
dann iber R:
Be={1,X,X? ..,X", ..} Stammpolynome

Br={1,i,X,iX,.., X", iX",..}

Beispiel 3.4.7. es sei L ein endlicher Korper (etwa Fa, F3,Fy,F5, ..., F,). Weil L endlich ist, muss char(LL) =
p (p eine Primzahl) sein. Wie in Definition 2.1.11 setzen wir

gp:=0,e1:=1,epq1 =6, +1

Also gilt e, = 0.

Behauptung: K := {eg, fir €1, ...,6,—1} bilden einen Unterkérper, der isomorph ist zu F,, = Z/,z. Zu zeigen:
Fp,—=Lr—e, 0<7r <p. Esgilt —e;, =ep_p,en + €m = Entm. Das multiplikative Inverse 5,;1 ist durch
den euklidischen Algorithmus eindeutig bestimmt.

L hat als Vektorraum iiber K eine endliche Basis B = {b1,...,b,}. Da jedes v € L genau eine Darstellung
v = A1by + ... + A\pby, hat, sind insgesamt p™ Elemente moglich: Fir jeden der n Koeffizienten A;...\, gibt es
jeweils p Wahlmoglichkeiten, da A; € K. Daraus folgt, dass

IL| = p"

Es gibt also insbesondere keinen Korper mit etwa sechs Elementen.

3.5 Prinzip der linearen Fortsetzung

Das Prinzip der linearen Fortsetzung besagt, dass eine lineare Abbildung durch die Werte auf einer Basis
vollstdndig bestimmt ist. Dieser ,, Trick“ist hilfreich, da man statt unendlicher Systeme endliche Basen be-
trachten kann. Auflerdem kénnen wir die Werte auf einer Basis vorgeben, und dann wissen, dass es eine
solche lineare Abbildung gibt.

Proposition 3.5.1. Seien V,W zwei Vektorraume tber einem Kérper K.

(i) Fir ein Erzeugendensystem & von V gilt: Sind f,g: V — W zwei lineare Abbildungen und gilt f(e) =
g(e) fir allee € &, dann gilt f =g (d.h. Vv € V : f(v) = g(v)).

(i) Fiir eine linear-unabhdngige Menge B in 'V gilt: Ist ¢ : B — W,b +— ©(b) eine beliebige Funktion, so
gibt es eine lineare Fortsetzung f : V. — W, das heifft eine lineare Abbildung f mit der Eigenschaft

fls =@ (d.h. f(b) =p(b),beB).
Im kommutativen Diagramm:
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3.5. Prinzip der linearen Fortsetzung

(iii) Aus (i) und (ii) folgt dann: Fir eine Basis B von V gilt: Jede Funktion ¢ : B — W besitzt geanu eine
lineare Fortsetzung f -V — W (d.h. flg = ¢).

Korollar 3.5.2. Es gibt eine Bijektion zwischen den Funktionen von B nach V' und den linearen Abbildungen
von V nach W.

Funkt(B, W) = W2 = ling (V, W) = Homg (V, W)
pr— f
¢ = flg—if
Beweis. (i) Sei v dargestellt durch &, etwa
v=Ae1+ ...+ A\nen
Dann rechnet man einfach nach:
f) = f(Arer + ... + Anen))
= /\1 f(61> +...+ )\n f(en)
—— —

~ = —~ =
= A1 g(er) ... + Anglen)
=g(her+ ...+ A\nen)
=9(v)
(ii)Auf B = {b1, ..., b, } seien Werte w; = ¢(b;) vorgegeben. wir ergénzen B zu einer Basis B’ D B von v:

B = {b1,....bn, b, ... b}
——

erganzt

Wir schreiben v = A1by + ... + \pby + A0) + ... + X b0, Wir wihlen wy41, ..., Wpim beliebig in W (z.B.
= 0). Dann definieren wir:

f(v) = Mwy + oo + Awy + Njwns1 + oo + A Wom
Wir stellen fest:
1. Damit ist f: V — W fiir jedes v definiert, denn fiir jedes v gibt es eine Darstellung.
2. f ist wohldefiniert, weil die Darstellung von v eindeutig ist.

3. f ist linear.

4. flg = ¢ auf B

V' Sei ein K-Vektorraum. B C V

v-Iow
ct %
B

f ist linear, ¢ entspricht dann einer beliebigen Funktion.
Funkt(B, W) = W8 — Ling(V, W) = Homg(V, W); ¢ +— f

1. £ ist Erzeugendensystem
fg:V—W

fe=9e = [=g
2. B ist linear-unabhéngig V¢ : B — W3f : V — W linear fj5 = ¢
3. B ist eine Basis V¢ : B — W3lf : V — W linear fizp = ¢
Beispiel 3.5.3. V=C, K=C
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3.6 Koordinaten

V ist endlich erzeugter Vektorraum iiber K.

B = (b,...,by,) ist geordnete Basis.

Sei V.3 v = Aby + ... + by, und v = Njby + ... + A by, dann ist Ay = N,..., A\, = X, (eindeutige
Darstellung).

Definition 3.6.1. Falls B eine fest gewédhlte Basis ist, dann gibt es Koordinaten bzgl. B. Definiert durch
Kg:V — K"

v ()\15 ) A7L)7

falls v = A\1b1 + ... + A\,
Ki(v) = \; ist die i-te Koordinate.
Kp(v) = (Kp5(v), ., Kg(v))

Satz 3.6.2. Kp ist ein Isomorphismus.

Beweis.

1. zz. Kp ist bijektiv:
(A1, ooy An) —> v = A1by + ... + A\pby, Riickrichtung ist klar nach Konstruktion (siehe Definition).

2. zz. Kp ist linear:
Kp(0)=(0,...,0) =0
Seien v,v’' € V.
Dann gilt KB(U) + KB(’U/) = KB(’U + ’U/), denn(/\1b1 + ...+ )\nbn) + ()\/11)1 + ...+ )\;lbn) = ()\1 + )\ll)bl +
e B (A 4+ A)by
Sei « € Kund v € V. Kp(av) = aKg(v), denn Ajaby + ... + Apab, = a(A1br + ... + A\pby)

O

Beispiel 3.6.3. 1. Wenn V = K" und B = (by, ..., b,) Standardbasis, dann ist Kg(v) = v, also Kg = id.
Denn v = (v1,...,05) = v1€1 + ... + Upey.

2. Wenn V = R? und B = (b1, b2) = ((1,0), (1,1)), dann ist v = (1,1) = 1by + 1by = 1(1,0) + 1(1, 1)

3. Wenn V = P,(K)= Vektorraum der Polynome vom Grad < n und B = {1, X, X?, ..., X"}. Dann ist
p(X)=as+ a1 X + ...+ anXn, Kg = (ag,...,an)

Es stellt sich nun die Frage, was tun, wenn V' nicht endlich erzeugt ist?

e wihle auch hier Basis B
e was wire auf der rechten Seite KB oder KIBl W2 ist die Menge aller Funktionen ¢ : B —s W
e KB ist in der Tat zu groB fiir unsere Zwecke

Besser:Teilraum K(B) ist frei von B erzeugter Vektorraum. KF= Menge aller Funktionen von B nach K ist
das kartesische Produkt aller Faktoren K, Indexmenge B

IIK,= alle mit B indizierten Familien (Ay | b € B) <— ¢ : B — K;b —— A,. Im Falle B abzéhlbar, so wére
dies dann die folge (A1, Ag, ...,)

Unterraum K(B) C K® aller Funktionen ¢ : B — K mit \; € K und ¢(b) = 0 fi fast alle b € B, d.h. die
Menge supp(¢)= Menge der Triger von ¢ = {b € B | ¢(b) # 0} endlich.

supp(a¢) = supp(¢),a # 0

supp(¢1 + ¢2) < supp(¢1) U supp(oz)

K(B) ist eine K—VR.

Basis? Standardbasis?
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Definition 3.6.4. Fiir jedes b € B ist die charakteristische Funktion definiert durch:

Xb:B—>K
/I
s, b U =h
0, b #b.

¢ € K(B)

supp(¢) = {b1, ..., bn}

¢ = p(b1) Xy, + ... + d(bn)Xp, X = {A} | b € B} ist ein Erzeugendensystem und linear-unabhingig oy X _ +
et Oanbn =0

Einsetzen b = b1, be, dann a3 X, (b)) =1 B+— X

b— A,

Dann B=X C K(B) und dimgK(B) = |B|

Beispiel 3.6.5. B={1,...,n}, K(B) 2 K"; ¢; — X&;

Koordinaten: K : V. — K(B), v = Ab1 + ... + Apb, eine Darstellung durch gewisse by, ..., b, € B.(das ist
nicht abgezéhlt)

v Xy =M, A, supp(X,) C {b1,...,bn}

¢ — v = p(b1)by + ... + G (by, )b, supp(¢) = {b1, ..., by, }

Satz 3.6.6. Kp : V — K(B) ist ein Isomorphismus.

A ist Menge, K(A) frei von A erzeugter K-VR, ¢ : A — K, supp(¢) endlich, Wols = ¥4 = Ip o). ¥ soll
lineare Abbildung werden mit der Eigenschaft

Ata K(A)

PO e

B2, KB) =W

3.7 Isomorphieinvarianten

Definition 3.7.1. Zwei Vektorrdume V und W (iiber K) heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus
f: W — W gibt. Wir schreiben V = W

Satz 3.7.2. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. e f =idy ist ein Isomorphismus von V nach V, sodass fiir alle Vektorraume V gilt V=V

o Ist f : V — W ein Isomorphismus, so ist auch f~! : W — V ein Isomorphismus. Also gilt fiir Zwei
Vektorrdume V,W: VZ=2W W=V

e Sind f:V — Wund g : W — X zwei Isomorphismen, so ist auch go f ein Isomorphismus. Fiir V, W, X
giltalso VE2WIW=2X=V=X

O

Was ist eine Isomorphieinvariante? Das ist eine "Grofle'y (z.B. eine Zahl, ein Zahlenpaar, eine Angabe
Ja/Nein), welche man einem Vektorraum zuordnen kann, so dass gilt:

VEW=A(V)=~yW)
Gilt auch die Umkehrung, so nennt man ~ vollstdndig.

Beispiel 3.7.3. e Betrachten wir alle Rechtecke in der Ebene und als Aquivalenzrelation die Kongruenz.
Da R = R’ & Seitenléngen(a, b) = (a’, V') ist (a,b) eine vollsténdige Kongruenzinvariante.

e Wihlen wir statt der Seitenlidngen (a,b) den Fldcheninhalt vol, oder die Diagonallinge o wahlt, so ist
dies eine Kongruenzinvariante, aber keine vollstandige.
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e Betrachten wir als Aquivalenzrelation die Ahnlichkeit, so ist (a, b) keine Invariante. Wohl aber ~§(R) =
a
b

Wir werden fiir v = dimg wahlen und sogar mehr zeigen.

Proposition 3.7.4. Sei f: V — W linear
1. Ist £ CV ein Erzeugendensystem und f epimorph, so ist & = f(£) ein Erzeugendensystem von W.

2. Ist B linear unabhdingig und f monomorph, so ist B' = f(B) linear unabhingig.

Beweis. 1. Es sei w € W, also etwa w = f(v) fiir ein v € V. Wir kénnen v schreiben als
’U:A161+...+>\n6n

fiir geeignete eq,...,e, € &, A1,... A\, € K denn £ ist EZS fiir V. Dann gilt w = f(v) = A\ f(e1) +...+
Anf(en) also ist w € Span(&’)

2. Angenommen, wir hétten eine nicht-triviale Relation zwischen Elementen in B’, also etwa

mit nicht alle
Alyevey A

null. Dann héatten wir auch
FOqbr+ ...+ Abn) =0

und weil f monomorph ist, auch
Aby+ ...+ Ab, =0

BB war aber als linear unabhéngig vorausgesetzt

O
Erzeugendensystem
Korollar 3.7.5. Es sei f : V. — V' ein Isomorphismus. Ist B C V' < linear unabhiangiqg , so ist auch
eine Basis
Erzeugendensystem
B' = f(B) C V' < linear unabhdingig
eine Bastis
Beweis. Beweis folgt aus der Proposition. O

Satz 3.7.6. V2 V' & dimg (V) = dimg (V')

Beweis. "=": Ist f : V — V' ein Isomorphismus und B irgendeine Basis von V, so ist nach dem Korollar
f(B) eine Basis von V’. Da f bijektiv ist, sind B und f(B) = B’ gleich méchtig, also dimg (V') = |B| =
|B'| = dimg (V).

2 Aus dimg (V) = dimg (V') folgt, dass je zwei Basen B von V bzw. B’ von V' gleich méchtig sind. Wir
wéahlen eine Bijektion ¢ : B — B’ und definieren ® = K(y) : K(B) — K(B') durch ®(z) =zop: B :

—1
B’ %) B - K einen Isomorphismus ®. Insgesamt haben wir dann
Kp =
V ——= K(B)
y F’:K(S") Nun definieren wir f := Kgl o K(yp) o Kg. Dies ist ein Isomorphismus; er macht

~ o~

vV =5 K(B)
das obige Diagramm kommutativ.
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Bemerkung 3.7.7. Dieses f ist nicht kanonisch, was so viel heifft wie: es ist nicht der einzige Isomorphismus,
er hangt von vielen Wahlen ab:

e Wahl von B
e Wahl von B’
e Wahl von ¢
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Rang: rg(A) = rg(Ta) = rg(Lyu(A))
Ty: K" - K™
f=Lygy(A): VW dim(V) =n dim(W) =m

Satz 3.7.8. rg(A) =rg(Ta) = rg(Leu(A))

Beweis. Fur die erste Gleichheit wenden wir die Dimensionsformel an:

dim(W(A)) = dim(Im(Ta)) =n — dim(L(A]0)) =r =rg(A)
Fir die zweite Gleichheit beachte man

v f = Logy -
K@i% %lK@
Ty
Wobei f = Loy = Ky' - Ta - Ky
Aber
1) Kss(Im(f)) = Im(T4)
2) Ko : Im(f) =3 Im(Ta4)

Beweis fertig mit Lemma 1(1).

Allgemein:

Lemma 3.7.9. Es sei Ker(f) CV 5 owo Im(f)
ple Lo v |
Ker(fYCV' L W' 2 Im(f)
ein kommutatives Diagramm,
dh. Yo f = f' o1 sind v und 1 Isomorphismen, dann gilt:
1. Im(f) wird von v isomorph auf das Im(f') abgebildet.

2. Ker(f) wird von ¢ isomorph auf den Ker(f') abgebildet.

Beweis. zu 2.

v eV, f(v) =0& P(f(v) = 0= f(p())

v e Ker(f)= p(v) € Ker(f')

Umgekehrt v € Ker(f') also f/'(v) = 0.

Weil ¢ surjektiv ist, ist v/ = ¢(v) fiir ein v € V.

Dh. 0= f'(¢(v)) = ¥ (f(v)).
Weil ¢ monomorph ist, folgt f(v) =0, also v € Ker(f).

Lemma 3.7.10. V L w —j—> w

P 1=
v

1. Ker(f)=Ker(ipo f) (aber i.A. Im(f) # Im(ypo f))
2. Im(foyp)=1Im(f) (aber i.A. Ker(f)# Ker(f o))

Bemerkung 3.7.11. zu 4.2
a) V fest, K fest

YW — Homg (V, W)
V e L. = Homg(V, ¢)
%Y — Homg(V)Y)
S
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3.7. Isomorphieinvarianten

Wieder erhélt man ein Funktor.

kovariant: W =Y : (idw )« = idgom, (v,w) (induzierte Abbildung)
id, = id (aber nicht die gleiche Identitét!)

b) W fest, K fest

W
VX — Homx (X, W) > foy =¢*(f)
W v T = Homz(, W)
~ V — Homg(V,W) > f
Ein Funktor VR, — VR,

Kontravariant
1. X=V (idy)* = 1 H omg (V,W)

2. (<P2 S <P1)* =] o
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4 Matrizen

4.1 Rechnen mit Matrizen

Mit K bezeichnen wir wie immer einen Kérper, mit M = Mat,, ,(K) die Menge der m x n Matrizen tiber K.
Fiir eine Matrix schreiben wir A = (;;), mit dem Zeilenindezx i = 1, ...,m und dem Spaltenindex j = 1,...,n.

Addition

+  MxM-—M
(4, B) = ((aij), (bij)) — C = (cij) = (aij + biy)

Die Matrix mit allen Eintrégen gleich Null heifit Nullmatriz 0, , = 0.
Es gilt:

1) A+B=B+A

2) A+ (B+C)=(A+B)+C

3) A+0=A=0+4

4) zu jedem A € M gibt es ein Negatives —A = (—a;;) mit A+ (—A) =0

Skalierung

Kx M — M
(A A) — A = (Aa;;)

6) MA+B) =AM +AB (A + 1)A = AA + uA
N1-A=4A; (-1)-A=—-A
8) 0-A=0; A-0=0

Einheitsmatrizen und Elementarmatrizen
Matrizen der Form E* = (éfjl) i=1,...m;j=1,...,n;k=1...m;l=1,..,n)) mit

S _ {1 falls (4, 7) = (k,1)
" 0 falls (i,5) # (k,1)

heilen Einheitsmatrizen.

Matrizen der Form E* = 1 + E¥!(k # 1) heiBen Elementarmatrizen.
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4.1. Rechnen mit Matrizen

Satz 4.1.1. (i) Maty, »(K) ist ein K- Vektorraum.
(ii) B={E*|k =1,...m;l =1,...,n} ist eine Basis.
(%) dimg (Mat,, ,(K)) =m-n

Beweis. (i) folgt aus 1) bis 8).

(i)
CLllEll +012E12 +... +a1nE1”
+ag E* A+ i
A= (aij) = . = ZaijEZk
: - - ,J
+am1EnL1 +... —&-amnE’”"

Also ist B ein Erzeugendensystem. Fiir die lineare Unabhéngigkeit von B schreibe man eine mutmafliche

Relation _ ~
A EY 4 A, BT

O: .
A E™ 4. A BT

mit m - n Termen. Also erhalten wir m - n Gleichungen fiir jede Stelle (4, 5):
0=X;j & =\
Also sind alle A;; = 0.

(iii) folgt aus (ii).

Multiplikation von Matrizen

Mat,, 1 (K) x Maty , (K) —Mat,, »(K)
(aij),(bj1) — (cat)
k
mit ¢ := Y aisbg; i =1,...,m;l =1 .. n.

s=1

Es gilt:
1) A-(B-C)=(A-B)-C

2) A-(B+C)=AB+ AC
(A+B)-C = AC + BC

3) A(A-B) = (AM)B = A(\B)
4 0-A=0;A-0=0

m,k kmn m,n mk k,n m,n

Lemma 4.1.2.  {) Ist die i-te Zeile Z;(A) = 0, so auch die i-te Zeile Z;(AB), fir alle B.
it) Ist die j-te Spalte S;(B) =0, so auch S;(AB), fiir alle A.

Achtung!!! Das Matrizenprodukt ist im Allgemeinen nicht kommutativ:

AB +# BA
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4.1. Rechnen mit Matrizen

Beispiel 4.1.3.
A= (O 01) Spiegelung an der y-Achse

B= ((1) _01> Spiegelung an der x-Achse
) Spiegelung an der Hauptdiagonalen

0

BA = ( 0 01> Spiegelung an der Nebendiagonalen

Spezielle Produkte

a) m = 1,n = 1,k beliebig: Skalarprodukt (A, B)

by
(al,...,ak)- =aiby + ... + aipby
— —_—
A bk c
——
B
b) k = 1;m,n beliebig:
ai aiby ... a1b,
: (bh 7bn) = :
Am amb1 ... amby
B = C
mit rg(C) =1
¢) n = 1;m, k beliebig, A € Mat,, 1. (K)
I b1
A- =b=|:
Tk bm

Lineare Gleichungssysteme mit m Gleichungen und k& Unbekannten.

Bemerkung 4.1.4. Eine (n x n)-Matrix heifit quadratisch.

Einsmatrix

Die quadratische (n x n)-Matrix der Form

10 0 .. 0
01 0 .. 0
0 0 0 1

mit den Eintrdgen 1 entlang der Diagonale und 0 sonst, heifit Einsmatriz 1 = 1,. Es gilt (fir A €
Mat,,, (K)):

1)
1, - A = A
m X m m Xn m X n
2)
A .1, = A
m Xn nxmn mXn
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4.1. Rechnen mit Matrizen

Also ist 1 ein beidseitiges neutrales Element.

Achtung! Nicht jede (n x n)-Matrix besitzt ein Inverses!

Definition 4.1.5. Sei A € Mat,, »(K).
1) Eine Matrix B € Maty, ., (K) heifit Rechtsinverses zu A, falls gilt: A- B =1,,
2) Eine Matrix C € Mat,, ,,,(K) heifit Linksinverses zu A, falls gilt: C' - A = 1,,.

3) Eine quadratische Matrix A € Mat, ,(K) heiBt invertierbar, falls es ein A € Mat,, ,(K) gibt mit
A-A=A-A=1,.

Bemerkung 4.1.6. Existiert im Fall 3) ein Inverses, so ist es eindeutig bestimmt. (Aber Rechts- und

Linksinverse sind nicht eindeutig bestimmt.)

Beweis. Seien A, A zwei Inverse zu A, also AA =1, AA = 1. Nach Distributivitit gilt:
AA-A)=AAd—Ad=0

Wenn wir diese Gleichung nun von links mit A multiplizieren, erhalten wir:

0=A-0=AAA-A=1-(A-A)

. Damit folgt A = A O

Notation Ist A invertierbar, so nennen wir das (eindeutig bestimmte) Inverse A~!.

Lemma 4.1.7. i) Ist A invertierbar, so auch A~! und (A=1)~! = A.
i) Sind A und B invertierbar, so auch AB und (AB)~! = B71A~1. (Man beachte die Reihenfolge!)
iti) Ist A invertierbar und A € K, A # 0, so auch AA und (AA)~! = $ 471

Beweis. Klar. O
Beispiel 4.1.8. (A;---A,)"' = A71... A7?

Satz 4.1.9. FEine (n x n)-Matriz A ist invertierbar genau dann, wenn ihr Rang rg(A) = n, also maximal.
Definition 4.1.10 (Transponieren).

T Mat,, ,(K) — Mat,, , (K)

(aij) = a— AT = (aji)

air .. Qi arr .. G
—
Ami o Gmn 1 o Opm

Es gilt:

1) (AT)T=4

2) (A+B)T=AT + BT

3) (AM)T =X AT

4) 0" =

5) 17 =1,

6) (AB)T = BTAT

7) Ist A invertierbar, so auch AT mit (AT)~! = (A=H)T.
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4.2. Matrizen und lineare Abbildungen

Beispiel 4.1.11.

r=(x,...,2,) € K" Zeilenvektor
Z1
al = Spaltenvektor
Ty
zoy = (z,y) x,y Zeilenvektoren
xl oy = (z,y) x,y Spaltenvektoren

4.2 Matrizen und lineare Abbildungen

Wir haben bereits gesehen, dass die Multiplikation einer (m x n)-Matrix C' mit einem (n x 1)-Spaltenvektor
x € K™ einen (m X 1)-Spaltenvektor ergibt und dass dies eine lineare Abbildung ist:

Te: K" — K™
x— Cx
Rechenregeln:
1. Te(0) =0
2. Te(Ax) = Mo (x)
3. Te(x+ ') =Te(x) + To ()
Sei V' ein K-Vektorraum mit geordneter Basis A = (a1,...,a,), dimV = n, W ein K-Vektorraum mit

geordneter Basis B = (b1,...,by,), dimW =m und f: V — W eine lineare Abbildung.
Dann ist f durch f(A) vollkommen bestimmt, also durch f(a1),..., f(a,) € W.
Jedes f(a;) ist bestimmt durch seine Koeffizienten bzgl. der Basis B:

m

Flag) =" Nijbs
=1

Also ist f durch die A;; vollkommen bestimmt. Diese A;; fasse man zu einer Matrix A = (\;;) € Maty, » (K)
zusammen und notiere:

1. KB(f(a])) = ()\U, .. ‘,)\m]‘) = S](A) = A@j (j—te Spalte)
2. a; =K' (¢))
Damit haben wir Kgo f =Ty o Ka:

f

V——sWw a; — f(a;)
ml lKB I |
K”TA)K"L €j|—>Sj(A)

= fZK];loTAoKA
Th=KpofoK "

Bei festgewédhlten Basen A und B bestimmt f eine Matrix A und damit T, und umgekehrt bestimmt A das
T und damit f.
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4.2. Matrizen und lineare Abbildungen

Definition 4.2.1. Wir definieren zwei Funktionen:
Mpa : Homg (V, W) — Mat,,, (K)
f—C=(cij)
mit ¢;; = Kp(f(a;)) und
Lpa : Mat, n(K) — Homg (V, W)
Cr f=Kg'oTcoKy

Beispiel 4.2.2.

L f=0: Mpa(0) =

Cf—id: MaaGd) =1
C=1: Laa(1)=id

3. V=W =R2 A= (e1,e3), B=(e1,ea+e1), f=1id:
. 1 -1
MBA(ld) = (0 1 >

4. V:W:RQ’ A: (61’62), B = (61,€2+€1), C:]l .
Lpa(l) = ((z,y) = (z,—z +y) (Scherung)

5. V=K" W=K" A= (e1,...,e,), B=(e1,...,en):
MBA(TC) ZC, LBA(C) ZTc, denn KAZid, KB =id

Satz 4.2.3. Sei A bzw. B eine Basis fiir V bzw. W. Mpa und Lga sind zueinander invers und linear, d.h.
ste sind Isomorphismen von Vektorrdumen.

Mpa
—

Hom(V, W) Mat, n (K)

)

Lpa

Seien V = K™, W = K™ und A und B die Standardbasen von V', W. Nun betrachte man die Funktionen

Lpa=T: Matyn(K) — Hom(K", K™)
OHKgloTCOKA:TC

Lemma 4.2.4. T ist linear und multiplikativ, d.h. Ty =0, Thc = NT¢, Ta+p =Ta +Tp, sowie firn =m
gilt Ty = id und Ty—1 = T;l, als auch Tap = TATg fiir passende A und B.

Die Beweise reduzieren sich auf Rechenregeln fiir Matrizen.

Es sei ¢ : W — Y eine feste lineare Abbildung. Dann haben wir die Postkomposition
v—Ilow-f.y
\_/
pof
und konnen dies als Funktion

v« = Homg (V, ¢) : Homg (V,W) — Homg(V,Y)
freof
betrachten.

Entsprchend sei ¢ : X — V eine feste lineare Abbildung. Dann haben wir die Prakomposition
xtev-tow
\_/

foip
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4.2. Matrizen und lineare Abbildungen

und konnen dies als Funktion

¥* = Hompg (¢, W) : Homg (V,W) = Homg (X, W)
fr=fot

betrachten.
Lemma 4.2.5. ¢, : Homg(V,W) — Homg (V,Y) ist linear:
1. ¢.(0) =0
2. 0« (Af) = 2 (f)
3. pu(f +9) = 0ulf) + 0:(9)
17 900=0
2. po (M) =Aepof)
3. po(f+g)=(pof)+(poy)
Lemma 4.2.6. ¢* : Homg (V,W) — Homg (V,Y) ist linear:
1. *(0) =0
2. " (Af) = A (f)
3. " (f+g) =v*(f) +¢*(9)
17009 =0
2. (Af)ob=A(fov)
3 (fH+g)ob=(for)+(gov)

Beweis. (Lemma 4.2.5).

)
= (A f(x)) = Xp(f(2))
= AM(po f)(x) = M« (f)(z))
(e (f +9)) (@) = (po (f+9))(x) =o((f+9)(x))
= o(f(x) +g(x)) = o(f(x)) + »(g(z))
= (po (@) + (pog)(x) = () (x) + pu(g)(z)

Beweis. (Satz 4.2.3). Sei M = Mpa, L= Lpa, f € Hom(V,W) und z € V.

L(M(f)) = Kp" o Tar() o Ka
=Kg'oKpofoK 'oK,s=f

M(L(C))(z) = M(Kg5"' o Tc o K4)()
=Kp(Kg'oTco K4)K ' (z) = To(z) = Cx
= M(L(C))=C

Also LoM =id und M o L = id.
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4.2. Matrizen und lineare Abbildungen

Es genitigt, die Linearitdt von L zu zeigen. Dies folgt mithilfe der gerade bewiesenen Lemmata:

LINC)=Kg'oThcoKa
=Kz'o(A\Tc)o K4
= )\(Kgl oTeoKy)
= AL(C)

L(A+B)=Kg'oTaypoKa
=Kg'o(T4+Tg)oKa
:KgloTAoKA—}—KgloTBoKA
= L(A) + L(B) O

Basis fiir Homg (V, W)

Da Lpa ein Isomorphismus ist, kénnen wir die Basis E* der Standardeinheitsmatrizen nach Hom(V, W)
schicken und erhalten

by ,fallsj=1

VoW, e :
0 ,fallsj#I

Nach Konstruktion gilt nun
LBA(EM) _ fkl
Mpa(f) = EX
In Lemma 4.2.4 haben wir fiir die Funktion T auch schon multiplikative Eigenschaften aufgelistet, daraus
folgt
Maa(id) =1
Laa(1)=1id

Fir die multiplikativen FEigenschaften von M und L betrachten wir drei Vektorrdume V, W und Z mit
geordneten Basen A CV, BC W und C C Z Dann haben wir

Hom (W, Z) x Hom(V, W) — Hom(V, Z)
Mat; m (K) X Maty, »(K) — Mat; ,(K)

[:9 = fog
A B —~A-B
Satz 4.2.7.
Maa(id) = 1
Laa(1)=id

Mca(fog)= Mcp(f) Mpa(g)
Lea(A-B) = Lop(A) o Lpa(B)

Beweis. Die ersten beiden Ausgaben wurden bereits bewiesen, bei den anderen geniigt es, diese fiir L zu
beweisen.

Loa(AB) = Ki' oTap o Ka
=K' oTsoTpoKy
=K 'oTaoKpoKyg'oTgoKy
= Lep(A) o Lpa(B) O
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4.3. Basiswechsel

Korollar 4.2.8. f:V — W ist genau dann ein Isomorphismus, wenn Mpa(f) invertierbar ist; in diesem
Fall ist MBA(ffl) = MBA(f)fl.

C € Mat,, ,(K) ist genau dann invertierbar, wenn Lpa(C) ein Isomorphismus ist; in diesem Fall ist
Lap(C™Y) = Lpa(C)~t, und speziell ist Lag(1) = Lpa(1)~".

4.3 Basiswechsel

Angenommen, wir haben bislang einer linearen Abbildung f: V — W bzgl. der Basen A CV und B C W
eine Matrix zugeordnet, namlich C = Mpga(f). Wie dndert sich C, wenn wir andere Basen A’ und B’
nehmen?

Wir benutzen Satz 4.2.7 zweimal:

w<l v ) y
id Tid MB’B(id)\L TMAA’(id)
W<——V B < Al
f Mpirar(f)

C' = Mp a(f) = Mp a(idof oid)
= Mpp(id) - Mpa(f) - Maa(id)
= Mpp(id) - Mpa(f) - M a(id)™*
=Qpp-C- Q4

Die Matrix 2 = Q4/4 heift Basiswechselmatrix fiir den Wechsel von A nach A’. Thre j-te Spalte S;(Qa4s4)
enthélt die Koeffizienten, um a; durch die af, ..., a) darzustellen:

aj =) wkj- g
k=1
Kar(aj) = (Wi, ... wng) = S;(€2)
Proposition 4.3.1.
1. Qua =1
2. Qaa =03k
3. Qanar - Qara=Q474

4. Es sei A eine Basis von V und D eine invertierbare Matriz in Mat,,(K). Dann git es eine Basis A’
von V. mit Qaa = D.

Beweis. ¢ = Laa(D) :V — V ist ein Automorphismus. Also ist A’ = (¢~ (ay),..., 9 *(an)) wieder eine
Basis, wenn A = (aq,...,a,) war. Dann haben wir

D = Maa(p) = Maa(p) - Mara(id)
=Maale™) Qara
=1-Qa4a=0Qu24 O
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4.3. Basiswechsel

Normalformen
Wir werden noch sehen, dass wir die zu einer linearen Abbildung f : V — W bzgl. zweier Basen A C V und
B C W gehorende Matrix C = Mpa(f) durch geschickte Wahl von A und B auf eine sehr einfache Form

bringen koénnen.

Anders gesagt, multipliziert man eine Matrix C' von links und rechts mit invertierbaren Matrizen R und S,
dann kann man C' = RC'S auf sehr einfache Form

’r_ ]17“ Or,n—r
= (Om—r,r Om—r,n—r)

bringen, wobei r = rg(f) = rg(C) der Rang von C' ist.
Interessanter ist, wenn C eine n x n-Matrix ist, die also zu einem Endomorphismus f : V. — V buzgl.
einer Basis A gehort, also C = Ma4(f). Dann kann man sich auf simultane Basiswechsel beschrinken und

versucht, durch geschickte Wahl von A die Matrix C' méglichst einfach zu machen.

Anders gesagt, man multipliziert C' von links mit R und von rechts mit R~!, also C’ = RCR~!. Dies nennt
man eine Konjugation. Daran kann man nun viel mehr ablesen.

Und als drittes wird man dann noch die zuléssigen R einschrinken und nur mit speziellen R konjugieren.

Lemma 4.3.2. Es sei f:V — W linear und es seien ¥ : V —V und ¢ : W — W Automorphismen. Dann
gilt:

(i) ker(¢o f o) =~ (ker(f))
(ii) im(¢ o f o)) = ¢(ker(f))

Lemma 4.3.3. Sei M € Mat,, ,(K),A € Mat,n(K) und B € Mat, ,(K) sowie A und B invertierbar.
Dann gilt:

(i) L(AMB|0) = ker(Tanr) = T3 (L(M0)) = Tyor (£(M]0)) = B (£(M]0))
= {B~lz|z € L(M]|0)}

(i) WAMB) = TA(W(M)) = AW(M) = {y € K™ |L(AM Bly) # 0}

Beweis:
Das erste Lemma war eine Ubungsaufgabe, das zweite folgt aus dem ersten Lemma mit Isomorphismen

Mq;g{ : HOTTL]K(‘/, W) = Matm,n(K) : LsBQ[
Korollar 4.3.4 (— Ubungsaufgabe 55). (i) rg(¢ o f o) = rg(f)
(ii) rg(AMB) = rg(M)
Beweis: Wir wissen bereits aus Lemma 1:
ker(¢o f o) =~ t(ker(f)), also ist dim(ker(¢o f o)) = dim(¢~L(ker(f))) = dim(ker(f)), weil =1 ein
Isomorphismus ist. Weiter gilt nach der Dimensionsformel:
n = dim(V) = dim(im(f)) + dim(ker(f)) = dim(im(¢ o f o ¢)) + dim(im(¢ o f o)),

daraus folgt sofort die Behauptung rg(f) =rg(¢ o f o). m|
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4.4. Spaltenumformungen

4.4 Spaltenumformungen

Wir kennen fiir Zeilen folgende Umformungen:

M [A] Maty, n(K) = Mat,, »(K) Multiplikation der i-ten Zeile mit A
2As; Maty, n(K) = Mat, »(K) Addition der j-ten zur i-ten Zeile
DU Maty, o (K) = Mat, »,(K) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile

Analog gilt fiir Spaltenumformungen:

M[N] Maty, n(K) = Maty, (K) Multiplikation der i-ten Zeile mit A
Aj, Maty, n(K) = Mat, »,(K) Addition der j-ten zur i-ten Zeile
‘ng : Mat, n(K) = Mat,, »(K) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile

Voller Gaufalgorithmus

Satz 4.4.1. Jede Matrix A € Mat,, n(K) mit rg(A) = r kann durch Zeilen- und Spaltenumformungen in
eine Form wie (g 8) gebracht werden.

Beweis:

(1) Der einfache GauB-Algorithmus, das heifft wenn nur Zeilenumformungen benutzt werden, bringt A
zunéchst auf die Form

(2) Durch Vertauschen der Spalten ji,...,J, auf die Plitze 1,...,r, also durch ein "nach vorne ziehen",
erhalten wir

(3) Dividieren der Spalte 1 durch 7, ..., Spalte r durch 7., erhalten wir
(4) Als letzten Schritt werden alle Spalten -ausgerdumt"

4.5 Spezielle Matrizen

Sei im Folgenden n fest gewéhlt.

a) Elementarmatrizen
Fir1 <k #1<nsei

B o1, 4B = i
0 T
die Elementarmatrix. Dann ist E*¥! invertierbar mit (E¥)~! =1 — Ekl, denn es gilt
1+E"1-E")=12—(EM?=1-0=1.
Etwas allgemeiner gilt fir 0 Z A € K: EM[\ =1+ AER,

E*N ek — €k
e — e+ ek
e; — e; (1 # k1)

Geometrisch betrachtet erhalten wir Scherungen:

n=2: B2\ = (é i)
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4.5. Spezielle Matrizen
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Lemma 4.5.1. Fiir die Elementarmatrizen gelten
(1) E¥ 0] =1

(2) EFUN - E*[u] = E¥[\ + p], insbesondere
(EM[N])® = E[sA]

(3) EMN~! = BM[-)]

(4) EYN - EM[WE - =N - EM[—p] =1, i#1j#k
(5) B[ B[] - B[N - B[] = B, i 1

(6) BN - EM[p)- EY[=N] - E¥[—p] = EM[-\], j#k

(1) (B9[] B B = 1

Beweis:
Man kann solche Formeln durch Nachrechnen beweisen, oder man kontrolliert, dass beide Seiten auf
den Standardeinheitsvektoren ey, ..., e, das gleiche tun. Eine gute Methode ist auch folgende: Man

rechnet das im kleinsten Fall n = 2 oder einem anderen kleinen Wert nach, und nennt die kleinen
Matrizen kurz €*[)]. Dann sieht man schnell, dass die Gleichungen auch fiir die durch 1 ergénzte

grofle Elementarmatrix
iy _ (€70
EY[\ = < 0 1

gelten. Und zum Schluss benutzt man E*[\] = PEY P~ fiir ein geeignetes P, wenn k, [ beliebig ist.0
Bemerkung 4.5.2. Ausdriicke der Form aba~'b~! nennt man einen Kommutator.

b) Streckungsmatrizen

Sei k=1,...,n und X\ € K. Dann definieren wir die Streckungsmatrix als
1 0
ka\] = . A
0 T

Lemma 4.5.3. Es gilt
(1) Dy1] =1

(2) Dy[)\ - Di[p] = Di[Ap], insbesondere
Dy[N]® = Dy [N°]

>|=

(3) Dy[)] ist genau dann invertierbar, wenn X # 0 ist, und in diesem Fall ist D[\]~! = Dy]

(4) Di[Al - Dj[u] = Djlp] - D[]

¢) Diagonalmatrizen

A1 0
Matrizen der Form D = =: D[A1, ..., An] heiflen Diagonalmatrizen.
0 An
Lemma 4.5.4. Es gilt
(1) DA, ..., A\n] = D[M]-...- D[\,]

(2) D[1,...,1] =1
(8) D[A1,...; ] - D1y« oy pin] = D[A1gt1, - -+ An]mtn

(4) D[A1, ..., ] ist genau dann invertierbar, wenn Ay, ..., A, # 0, in diesem Fall ist D[\, ..., A\p] "t =
DAY A



4.5. Spezielle Matrizen

d) Permutationsmatrizen

Eine Permutation auf den Ziffern 1,. .., n ist eine Bijektion o : {1,...,n} = {1,...,n}, zusammen mit
einer Abbildung
fg ;o K — K", €k — €o(k)»

die also eine Permutation der Standardbasis darstellt. Die dazugehorige Matrix sei
P, = Mgs(F,).

Sie hat in jeder Zeile i genau einen von Null verschiedenen Eintrag, und zwar an der Stelle j = o1 (4)
eine 1, und sie hat in jeder Spalte j genau einen von Null verschiedenen Eintrag, und zwar an der Stelle
i=o0(j) eine 1.

Beispiel 4.5.5.

-o=1d

- Transposition (i j): i+——j, jr—1i, kr—kfirk#1i,j
Lemma 4.5.6. Es gilt

(1) Pia=1
(2) P, - P, = Psor
(3) P, ist invertierbar und es ist P;1 = P,

(4) P y1—1= P ;) fiir eine Transposition (i j)

Lemma 4.5.7.

1.
2. PaDk[)\}Pg_l = Pa(k) [A]

3. Py D, s \) Pyt = DAt (1) s Ao—1(k))
4.

5. Dy B[ DyN] = Eijiwi]

P,E9[NP; ' = E°WoG)[)]

P,P.P; =P,

Was bewirken diese Matrizen?

Proposition 4.5.8. Sei A € Mat,, ,(K),A # 0

1.
2.
3.

EA =%;;(A) Addition der j-ten Zeile zur i-ten
D;[NA = [N(A) Multiplikation der i-ten Zeile mit A
P; A =0,;;(A) Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile

Proposition 4.5.9. Sei A € Maty, ,(K), EY, Di[\], Py ;) € Maty, m(K)A # 0

1.
2.
3.

AEY =} (A) Addition der j-ten Zeile zur i-ten
AD;[A] = (Al
APy (j) = T3;(A

(A) Multiplikation der i-ten Zeile mit A
)

m;
pUS Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile

Man stellt also fest:

1.

Der vollstandige Gauf3-Algorithmus, angewandt auf A, ist nichts anderes als sukzessives Multiplizieren
von links oder rechts mit Elementarmatrizen, Streck- oder Vertauschmatrizen. Gauf macht aus der
Matrix A die Matrix A’ = ZAS, wobei Z das Produkt aller verwendeten Elementar-, Streck- und
Vertauschmatrizen ist, in der richtigen Reihenfolge sortiert nach Zeilen- und Spaltenumformungen.
Hier ist r = rg(A).
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4.6. Normalformen

2. A sei quadratisch und invertierbar.
In diesem Fall kommt man ohne Spaltenumformungen aus. A wird durch Linksmultiplikation mit Z
zu A’ =1 Z ist gleich A~'. Wichtig: Man muss nicht wissen, ob A invertierbar ist, der Algorithmus
bricht vorher ab.

1 2 1 0
3 4/\0 1
Linksmultiplikation mit E21[—3] liefert:

b 5) (5 3)

Linksmultiplikation mit E12[1] liefert:

1 0 -2 1
(0 2
Linksmultiplikation mit Do[—3] liefert schlieflich das Inverse A~'. Die Inverse Matrix steht nun da, wo
urspriinglich die Einheitsmatrix stand und an Stelle von A steht nun die Einheitsmatrix.

1o\ /-2 1\ _ ,,
L D )

4.6 Normalformen

Beispiel 4.5.10. A =

Sei im Folgenden f : V — W lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen V mit dim(V) =n und W
mit dim(W) = m, sei weiter der rg(f) = r. Setze V' := Ker(f) mit Basis A” = (af,...,all_,). Ergénze

nun A” zu eine Basis A von V, also A = (A", A”) = (a},...,a,,af,...,al_,). Dann gilt: (1) f(a]) = 0 mit

= s o Un—r i

i =1,...,n —r. Das ist klar, denn Elemente im Kern werden auf Null geschickt.

(2) Setze B := f(A") = (f(a}), ..., f(al.)). B ist eine geordnete Basis von im(f) C W.

Warum ist das so? 0 = Ay f(a}) + ... + A\ f(al) = f(Aa) + ... + A\ral.), da gleich Null muss v = (Aaf + ... +
Arar) € Ker(f). v’ ist mit der Basis des Kerns darstellbar v' = piaf + ... + pn—ra, _,.. Daraus folgt, dass
0=(=A)al + ...+ (=N\)a. + waf + ...+ pp_ral_ . und somit gelten muss, dass alle \; = ... = A\, =0 und
H1 = ... = pin—r = 0. Ergénze zu einer Basis B = (B, B") = (f(a}), ..., f(a).), b1, ...,bp, — 7). Dann ist

Msah) = (S51r)

Satz 4.6.1. Fir jede lineare Abbildung f : V — W zwischen Vektorrdumen gibt es Basen A in 'V und B
in W, so dass gilt

M alf) = () mitr=ra(s)

Insbesondere gilt: Wenn f ein Isomorphismus ist und m = n (d.h. V- und W haben gleiche Dimension), dann
ist MB,A(f) =1,
Beweis. nach obiger Konstruktion. O

Satz 4.6.2. Fir jede Matriz M € Mat,, (K) gibt es invertierbare Matrizen A, B mit

1,10
paa= (210)
Insbesondere gilt: Wenn M invertierbar ist, so ist BMA =1

Beweis.

1. GauB-Algorithmus mit B = Z Produkt der Zeilenumformungen und A = S Produkt der Spaltenum-
formungen.

2. Mg .a: Hom(V,W) <— Mat,, »(K) : L. A ist Basiswechselmatrix in V' und B ist Basiswechselmatrix
in W.

O
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5 Gruppen

Wir haben schon etliche Gruppen gesehen und wollen diesen Begriff nun axiomatisieren.

Definition 5.0.3. Eine Gruppe G ist eine nicht-leere Menge mit einer Verkniipfung, genannt Multiplikation

uw: GxG — G
(,y) — plz,y)=x-y=uay,
so dass folgende drei Axiome erfiillt sind:

(G1) Assoziativgesetz: Fiir alle z,y,2 € G
z-(y-2)=(v-y) 2z

(G2) Neutrales Element: Es gibt ein Element 1 € G so dass fir alle z € G

Gilt zusétzlich das
(G4) Kommutativgesetz: Fir alle z,y € G gilt x -y =y - .

so nennt man G kommutativ oder abelsch.

Notation

1) Das Produkt wird meist ohne Punkt xy geschrieben und das Inverse 1. Wir werden gleich sehen, dass
es zu jedem x nur ein Inverses gibt. Das neutrale Element wird oft auch mit e bezeichnet.

2) In einer abelschen Gruppe schreibt man das Produkt oft (aber nicht immer) als Addition = + y, das
neutrale Element als 0, und das Inverse als —z. Die Axiome lauten dann
Tt (y+2) = (@ y)+ 2
z+0=0+2=2x
x4+ (—z)=(-2)+2=0
Tty=y+x
Lemma 5.0.4. Gilt

-y =vy1-x=1 und

T-Ys=1Y2 - =1,

s0 ist y1 = ya.

Beweis. Wir benotigen nur
(1) z-y1 =1 und
(2) Yo - T = 17

denn
(G2) (2)

(G1)
y1 = 1-y1 =

&) (G2)
(y2z)y1 =" y2(z1n)

=y2-1 ="y
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5.1. Symmetrische Gruppen

Lemma 5.0.5.
(1) 17t=1
(2) (@) =2
(3) (o) =yt

Beispiel 5.0.6. 1) G = Z mit der Addition (abelsch).
2) G = K mit der Addition (abelsch)

3) G =K*:=K\ {0} mit der Multiplikation (abelsch)
4) G =V Vektorraum mit Addition (abelsch)

5) G =Z/n mit der Addition (abelsch)

6)

Allgemeine lineare Gruppe G = GL,,(K) Gruppe der invertierbaren n x n- Matrizen tiber K (nicht-abelsch
fiir n > 2)

A € GL,(C) GL,(C) 2 GL,(R) 2 GL,(Q) 2 GLn(Z)
——
A—1 hat wieder Eintriage im Unterkérper K/ CK Warum ist A~! wieder ganzzahlig?

7)) G=GL(V)=Autg(V) ={f: V = V| flinear und bijektiv} Automorphismen von V (nicht abelsch fiir
dimV > 1).

8) Diedergruppen G = {Drehungen und Spiegelungen eines regelméfigen n-Ecks} = Do,

9) Drehungen (ohne Spiegelungen) der 5 platonischen Korper (Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder,
Tkosaeder)
Die Ikosaedergruppe hat 60 Elemente:

12 Ecken

30 Kanten

20 Flachen (Dreiecke)
Euler-Zahl x =12 —-30+20 =2

e 6 Geraden durch antipodische Ecken: Drehungen um 72°,144°,216°,288° ~ 6 -4 = 24

e 10 Geraden durch antipodische Flachenmittelpunkte: Drehungen um 120°,240° ~ 10 x 2 = 20
e 15 Geraden durch antipodische Kantenmittelpunkte: Drehungen um 180° ~ 15-1 =15

e identische Abbildung ~» 1

5.1 Symmetrische Gruppen

Definition 5.1.1 (Symmetrische Guppe). Fiir eine beliebige Menge X nennt man
Sym(X) = {f : X — X bijektiv}

die symmetrische Gruppe von X . Fiur X = {1,...,n} schreibt man S,, = &,, = Sym({1,...,n}). Es gilt
|&,] = nl.
Spezielle Elemente:

e Die Transposition (ij) € &,, vertauschen nur zwei Elemente ¢ # j,1 < i,7 < n und lésst alle anderen

fix.

o (i)~" = (ij) = (ji).

o Zykel: iy,..., 1 seien paarweise verschiedene Elemente in {1,...,n}. Wir definieren (iyis...ix) € &,
durch 41 ~ 99 — i3+ ... — i — 97 und 7 — 7 fur alle anderen Elemente.

e k=1: (21)21

° (ilig .. .Z‘k)il = (ikik—l Ce ig,il).

o (i1ig...1g) = (i2i3 ... ixi1) = (i3ig...1ki192) = ... ( Jeder Zykel der Lange k hat k Notationen.)
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5.2. Untergruppen

e &, ist nicht abelsch fiir n > 3:
(12)(23) = (123)
(23)(12) = (132)
Lemma 5.1.2. Jedes m € &,, lasst sich eindutig als Produkt von disjunkten Zykeln schreiben:
m=(ay...ar)(by...0)(c1...cm) - (x1...2,)

Dabei ist die Reihenfolge der r Zykel nicht bestimmt, weil disjunkte Zykel vertauschen; die Reihenfolge der
Elemente in einem Zykel ist bis auf zyklische Vertauschung eindeutig bestimmit.

Beweis. Wir schreiben X = {1,...,n}.
Wir beginnen mit dem Element 1 und verfolgen seine Bahn

1:a1»1>a2»1>...»1>ak+1:1;

weil wir nur enndlich-viele Méoglichkeiten haben, muss fiir ein £ > 1 wieder 1 = ag41 erscheinen; k sei
minimal mit dieser Eigenschaft. Ist k = 1, so ist 1 ein Fixpunkt von 7 und wir brauchen den Zykel (a;) gar
nicht zu notieren; ansonsten haben wir einen ersten Zykel (ag ... ax).

Wir setzen 2% = {ay,...,ar} und betrachten die Menge X \ 2. Ist diese Menge leer, sind wir fertig. Sonst
wahlen wir das kleinste Element b; und verfolgen seine Bahn

by by ¥ . 5 by = by

Diese kann die Bahn von a; nicht kreuzen, liegt also ganz in X \ 2. Ist [ = 1, so brauchen wir den Zykel (b;)
nicht zu notieren; sonst haben wir den Zykel (b; ...by,). Wir schreiben B = {b1,...,b}.
Wir machen so weiter, als néchstes mit X \ (A UB), bis ganz X ausgeschopft ist. O

Definition 5.1.3. Wir definieren den Zykeltyp von w € &,, als
Typ(m) = (t1,. .., tn),

wobei t; die Anzahl der Zykel der Lange ¢ und ¢; die Anzahl der Fixpunkte von 7 ist. Wir haben dann
n=1t; + 2ts + ... nt,.

Beispiel 5.1.4. 1) 7 = (ij) Transposition hat Typ(7) = (n — 2,1,0,...,0).
2) m =1 hat Typ(1) = (n,0,0,...,0).
3) 7 = (1375462)(8)(910) hat Typ(r) = (1,1,0,0,0,0,1,0).

Lemma 5.1.5. Jeder Zykel ist ein Produkt von Transpositionen:
(il . ’Lk> = (ilig)(igig) ... (ikfgikfl)(ikflik)
Korollar 5.1.6. Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen.

Lemma 5.1.7. o(iy...i;)0~ ! = (0(i1)o (i) ... o(iz).

5.2 Untergruppen

Definition 5.2.1. Eine Teilmenge H C G einer Gruppe G heifit Untergruppe, wenn sie folgende Eigenschaf-
ten hat:

(Ul) 1e H.
(U2) yec Heg ' € H.
(U3) 91,92 € H= g192 € H.

Wir notieren Untergruppen mit H < G.
Beispiel 5.2.2.
1) H=1=:1<( ist die triviale Untergruppe.
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5.2. Untergruppen

2) nZ ={a € Z | a ist durch n teilbar} <Z

3) SO= {1} ={z e R* | [z| = 1} < R*

4) Sl—{ZE(CX | |2 =1} < C*.

5) S*={z e H=R*||z| =1} @ H, wobei H die Gruppe der Quaternionen bezeichnet.
6) pn, ={2€ C*|2" =1} <C* Gruppe der n-ten Einheitswurzeln

N H={1,0))} <6, ficrn>2,H ={ce6,|ok) =k} <6,

8) GLn(Z) < GLy(Q) < GLn(R) < GL,(C)

9) SLy(K) = {A = (Z Z) € GLy(K) | ad — bc = 1} < GLy(K) fiir K Korper oder K = Z

10) H = {A € GL,(K) | AT = A~1} ist eine Untergruppe, denn 17 = 1T und (AB)" = BTAT =
B1A-1 = (AB)

11) Sei V ein Vektorraum und sei 0 # v € V. Dann sind

H={feGLWV)]| f(v) =v} und
H ={feGL(V)|3INeK*: f(u) = \u}

Untergruppen von GL(V). Ein f € H ldsst das Erzeugnis von v ((v)) punktweise fest. Ein f € H' ldsst
hingegen nur den von v erzeugten Unterraum invariant, denn f((v)) = (v) < 3IA # 0: f(v) = Av, wobei
letzteres eine Eigenwertgleichung ist. Wir haben also H < H'.

Allgemeiner betrachten wir fiir einen Untervektorraum U C V' die Untergruppen

H={feGLV)|VueU: f(u) =u} und
H' ={feGL(\V)| f(U)=U}
von GL(V), fir die gilt H < H'.

12) Die Menge der Diagonalmatrizen D = {D[A1, ..., \p] | A1, ..., A # 0} sind mit der Matrizenmultiplikation
eine Gruppe. Die Menge aller zentralen Matrizen Z = {D[A, ..., A]|\ # 0} eine Untergruppe: Z < D. Die
zentralen Matrizen sind besonders wichtig, da sie das Zentrum der Gruppe GL, (K) sind, das heift, sie
vertauschen mit allen Matrizen.

13) Die Menge der Permutationsmatrizen P = {P,|oc € &,} ist eine Untergruppe der GL,(K): P, = 1,
Pag = PoPs.

14) Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen T+, also der Matrizen der Form
1 *
0 1
ist abgeschlossen beziiglich der Matrixmultiplikation und daher eine Untergruppe der GL,,. Die entspre-

chende Aussage gilt auch fir die Menge der unteren Dreiecksmatrizen T .

15) Fiir den Tetraeder T ist die Gruppe der Rotationen eine Untergruppe der Symmetrien (also Rotationen
und Spiegelungen):
Rot(T) =7 < T' = Sym(T")

Die analoge Aussage gilt fiir alle platonischen Koérper.

Definition 5.2.3. (i) Die Kardinalitat einer Gruppe G heifit ihre Ordnung |G|.

(ii) Sei g € G. Die kleinste natiirliche Zahl s mit ¢° = 1 nennt man die Ordnung von g, falls so ein s
existiert; falls nicht, so heifit g von unendlicher Ordnunyg.
Notation: ord(g) = 1,2, ..., 00

Bemerkung 5.2.4. e Die Kardinalitit von G kann iiberabzihlbar sein (z.B. G = S!).

e Ordnung hat hier nichts mit Ordnungsrelationen zu tun.
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5.2. Untergruppen

Beispiel 5.2.5.
1. In der Ubungsaufgabe 56 haben wir gefunden:

21 27

cos & —sin 2%
= .5 s ord(A) = s

(sm% cos 22 ) “)
S S
cosa —sina . 2
=1 ord(A) = oo fir — ¢ Q

sina  cosa o

2. Fiir ein festes g € G betrachten wir die Untergruppe aus allen ganzzahligen Potenzen von g:
H:= {1, ¢ .., ¢*", .} <G

Es gilt |H| = ord(g).

3. Wir betrachten die symmetrische Gruppe &,,. Die Ordnung eines k-Zykels g = (i142...9%) ist ord(g) = k.
Wenn ¢ das Produkt disjunkter k- und [-Zykel ist, gilt:

g = (i1...ig)(j1.--51) = ord(g) = kgV(k, ).
Produkte nicht-disjunkter Zykel muss man erst als Produkte disjunkter Zykel ausdriicken.

Definition 5.2.6. Fiir jede Teilmenge £ C G einer Gruppe sei H := (£) die Menge aller endlichen Produkte
von Elementen und ihren Inversen in &

g:elllelé"...eéi...e’lrib ZZGZ’
wobei die e; nicht verschieden sein miissen! (Nur wenn G abelsch ist, kann man verlangen, dass die e; ver-
schieden sind.) H heifit die von &£ erzeugte Untergruppe. Ist H = (£) = G, so heifit £ ein Erzeugendensystem

fur G.

Beispiel 5.2.7.

1. G =%, ={0,1,...,n —1},& = {1}, wir konnen jede Restklasse als Summe 1 + 1 + ... schreiben. Ein
anderes Erzeugendensystem wire zum Beispiel £ = {2, 3}, da die Differenz +1 ist.

2. G=6,,£={(ij) | 1 <i<j<n}, denn jede Permutation lasst sich als Produkt von Transpositionen
schreiben. Es reicht sogar {(i (i +1)) |1 <i<n},dac(i(i+1))o~! = (o(i)o(i + 1)) = (ki) fiir ein
omit o(i) =k,o(i+1) =1

3. G = GL,(K): Ein Erzeugendensystem der allgemeinen linearen Gruppe ist die Vereinigung von Ele-
mentarmatrizen, Streckungsmatrizen und Permutationsmatrizen.

Bemerkung 5.2.8. Beim linearen Erzeugnis span(€) in einem Vektorraum wird auer der Addition und
dem Negativen auch die Skalierung benutzt.
Sei B = {b1,...,b,} CV Basis des R-Vektorraums V. Dann ist

(B) ={v="FKiby +...kpby | k1,... kn € Z}

nur eine additive Untergruppe von V', aber kein Untervektorraum; man nennt (B) auch ein Gitter.

Nun noch ein paar wichtige Untergruppen:

Definition 5.2.9. Das Zentrum Zen(G) einer Gruppe G ist die Untergruppe
Zen(G) :={z€ G|Vge G: zg = gz},

also die Elemente, die mit allen kommutieren.
Die Kommutatoruntergruppe Kom(G) = [G, G| ist die von allen Kommutatoren |x,y] = zyz "'y~ (z,y € G
beliebig) erzeugte Untergruppe. Beachte:

o [z,y] 7t = (wyz~ty ™) = yaylam! = [y, 7]

e [z,y][a,b] ist in der Regel kein Kommutator (deshalb nimmt man das Erzeugnis).
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5.3. Homomorphismen

e Abgeschlossen beziiglich Konjugieren:

= (yay DOy Dz Yy Dy = ey

Vo, yly T = yayaTy Ty
Beispiel 5.2.10.
1. G abelsch: Zen(G) = G, denn die Gruppe ist kommutativ; Kom(G) = 1, da zy = yx < [z,y] = 1.

2. Fir G = GL,(K) ist Zen(G) = {D[X,...,A] | 0 # X € K} &2 K*. Dies Matrizen nennt man zentrale
Matrizen, vergleiche Ubungsaufgabe 63.

3. G=6,,n>3:Zen(G) =1

4. Fiir drei verschiedene Indizes 1 <1, 7,k < n gilt
(B[N, B [u]) = E7* ]

Fiir n > 3 erzeugen die Kommutatoren also alles: Kom(GL,(K)) = GL, (K)

5.3 Homomorphismen

Definition 5.3.1. Eine Funktion f : G — G’ zwischen zwei Gruppen G, G’ heiit Homomorphismus, falls
gilt:

Lof(1) =1,

2. f(zy) = f(x)f(y) fir alle z,y € G.
Bemerkung 5.3.2.

o Esgilt f(e!) = f(a)"!

e ord(f(z)) teilt ord(x), falls ord(z) endlich; insbesondere hat f(x) endliche Ordnung, wenn z endliche
Ordnung hat.

e Isomorphismus: f bijektiv =N
Epimorphismus: f surjektiv —
Monomorphismus: f injektiv »—
Endomorphismus: G = G’
Automorphismus: G = G’ und f Isomorphismus

Beispiel 5.3.3.

1. Fiir festesn: G=2Z — G' =Z, f(z) =nz
n # 0: mono, n = £1: iso

2. pn :Z — Z/n, pn(x) = z Restklasse modulo n, epi
3. exp: (R,+) 2 (Rsg,-) : In
4. exp: (R, +) — (St,), t > ™
5. f:V = V' f linear, insb. gilt: f(z+vy) = f(z) + f(y)
6. Die Homomorphismen
G = GL(V) 4 G' = GL,(K) (dimg (V) =n, A C V Basis),
s

sind beide Isomorphismen.

7. ¢:Z—-Ken)=e,=(1+..4+1) n-mal
e(0) =0,e(n+m) =e(n) +e(m)

8. Zfn =, k> G, Gu = eap(%)
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5.3. Homomorphismen

9. (R, +) == (Rso,-) exp( +y) = exp(x) exp(y)
Umkehrfunktion: log(zy) = log(z) + log(y)
10. P: S, — P, = Gruppe der Permutationsmatrizen, o — P,
11. D: (K*)™ — D = Gruppe der Diagonalmatrizen, (A1, ..., A\p) = D(A1, ..., An)

12. Fiir g € G haben wir einen Homomorphismus f, : Z — G, k — g*. Falls ord(g) = n, so ist auch
Z/n — G,k + g* ein Homomorphismus.

Definition 5.3.4 (Signum). Auf den symmetrischen Gruppen definieren wir eine wichtige Funktion

11 a(j) —oli)

sign : S,, = {£1},sign(o) = e

1<i<j<n
1. Warum ist sign(o) = £17
2. Ein Paar (4,j) mit 1 <4 < j <n und o(i) > o(j) nennt man einen Fehlstand von o.
3. Hat o genau k Fehlstédnde (0 < k < @), so gilt
I[I et-o@n=0" I leG) —o@l=D" I li-d=0F T G-9,
1<i<q<n 1<i<j<n 1<i<j< 1<i<j<

weil in den beiden mittleren Produkten die gleichen Faktoren in eventuell anderer Reihenfolge vorkom-
men. Also ist sign(c) = (—1)* bestimmt durch die Anzahl der Fehlstinde.

Beispiel 5.3.5.

1. 0 = (ij) Transposition sign(c) =

2. 0 = (123); sign(o) = %%% +1
Lemma 5.3.6. sign ist ein Homomorphismus:

sign(1) =1,
sign(m o o) = sign(r) - sign(o)

Beweis.
sign(moo) = H W(J(j); : ?(J(z))
7(o(j)) —7w(o(z)) o(j) — (i)
‘1} a(j) = o (i) I

Beispiel 5.3.7.

1. o= (’il ig k) k- Zykel
= ( 11 12 (22 23 (ik 12';9) k — 1 Faktoren
sign(0) = (~1)F1

2. sign(oc!) = sign(o)

1(
3. Typ(o) (t17t2,...,t ) :
sign(o) = (=1)80. (1)t (=1)tnm = (—1)n~ (littatdtn)

Definition 5.3.8. Fiir einen Homomorphismus f : G — G’ definieren wir
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5.3. Homomorphismen

1. ker(f) = f(1) = {x € G| f(z) =1} C G, genannt der Kern von f.
2. im(f) = f(G)={y € G’ | Jzecf(z) = y} C G’ genannt das Bild von .

Lemma 5.3.9. 1) ker(f) ist eine Untergruppe; f ist genau dann ein Monomorphismus, wenn ker(f) = 1
ist.

2) im(f) ist eine Untergruppe; f ist genau dann ein Epimorphismus, wenn im(G) = G’ ist.

Beweis. 1) 1 € ker(f), wegen f(1) = 1.

91,92 € ker(f) = f(g1) =1, f(g2) =1 = f(g192) = f(91)f(g2) =1-1=1

Ist f ein Monomorphismus, so kann nur fir = 1 die Bedingung f(z) = 1 gelten. Angenommen f(g1) =
f(g2); dann ist f(g1g5 ") = f(91)f(95 ") = f(g1)f(g2)~" = 1; also folgt aus ker(f) = 1 nun g;g; " = 1, also
g1 = g2.

2) 1 = f(1), also 1 € im(f).

Ist y1 = f(z1) und yo = f(22), so ist f(z122) = y1yo. O

Beispiel 5.3.10.

1. f:Z— Z/n, v — & Restklasse mod n
ker(f)=nZ CZ

2. eZ—K, e(n)=nl
ker(e) = 0 < char(K) =0
ker(e) = pZ < char(K) = p (Primzahl)

3. Ly:Z— G, f(n)=g" (g€ G fest)
ker(Lg) =0 < ord(g) = o0
ker(Ly) = nZ < ord(g) =

4. Lyp: R, +) = (C*,) a,beR,a,b>0
La,b(t) — e(a+ib)t

im(L,p) = Spirale (logarithmische oder Bernoulli’sche)

ist eine Gruppe:

(z) = (z)~"

6. Ist X eine Gruppe, so ist Hom(X, @) i.A. keine Untergruppe:

5. X Menge, G Gruppe: I' = Funkt(X, G)
(11792)(@) = 71 (2)12(2), U(z) =1, v

(71 - 72)(2y) = 1 (@y)ra(zy) = v1(2)71(y)v2(2)71(y)
(71 -72) (@) (1 - 72) (W) = (@) v2(2) 71 (¥)y2(y)

Lemma 5.3.11. Fir einen Homomorphismus ¢ : G — G’ gilt:
1. ¢(Kom(G)) C Kom(G")

2. Kom(G) C ker(¢), falls G' abelsch ist.

Beweis. 1):1Ist g = [z,y] = xyz~ly~! ein Kommutator, so ist ¢(g9) = ¢p(zyr~ly™1) = d(x)d(y)d(x) to(y)~t =
[¢(x), p(y)] wieder ein Kommutator.
[,y] 7t = zyr~ly~! = yay~tz~! = [y, 2] auch Und ist g ein Produkt von Kommutatoren (und Inversen von

Kommutatoren), so auch ¢(g).

2): Ist G’ abelsch, so ist Kom(G’) = 1, also ¢(Kom(G)) = 1, also Kom(G) C ker(¢):
Oder auf Elementen:

ol 3] = $(@)o(m)e(@)1o(y) ! = 6(@)o(2) " $(y)o(y) " = 1. -
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5.3. Homomorphismen

5.3.1 Vorwirtsschicken/ Riickwartsschicken von Gruppenstrukturen

Ist (G, ) eine Gruppe, X = G’ eine blofle Menge und ¢ : G — X eine Bijektion, so kann man X derart zu
einer Gruppe (G’, *) machen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.

¢:(G,-) — X = G Bijektion

vorwartsgeschobene Gruppenstruktur auf G’:

Genau analog: Zuriickziehen
X=aG2% (G, ) Bijektion

zxy =P (P(z) P(y))
1= (1)

= ()7
Beispiel 5.3.12.

tan

1. Tangens: (R,+) — (R, *)
(nicht fiir n3 definiert!)

tan(a) + tan(b)

t b) =
an(a +) 1 — tan(a) tan(b)
Txy:= Tty
1—2xy

2. G = R mit Addition
G’ = R+ mit Multiplikation
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5.3. Homomorphismen

e Das geometrische Mittel ist das mit ¢ = In zuriickgezogene arithmetisches Mittel:

exp(RELEND) oy DD, — ospin ) = v

1

e Das harmonische Mittel ist das mit ¢ = ; zurlickgezogene arithmetische Mittel

byt 2 2 2xy
G' =R, ( e T
"b:( )3 /
.G=R,+) —— G =R
rxy=(Yz+ YY) =x+3x2y+3Yzy® +y
=
0*=0 ,Deformation der Addition"
5.3.2 Einige wichtige Isomorphismen
. Z/n =N hn =, Rot,, C Dy, Diedergruppe
- 2 _ i 27
ke O Ap = oo I Sm%" )
sin ¢ cos I¢
. Gruppe mit zwei Elementen:
72 =2 S~ &,
0 —» 1 +— id
1 = -1 —» (12)

72

. Die folgenden Isomorphismen héngen von einer Basis A von V ab (dimV = n):

Maa

. S, = P, Permutationsmatrizen

o— P,

. Zen(GL,,(V)) = Zen(GL,(K)) 2 K*, n >3

Diagonalmatrizen D,, — (K*)
D[)\I» vy )\n] d ()\17 ceny )\n)

. Diedergruppen: Dy £ Sy, Dy £ 7/2 X Z/2, Dg ~ Ss3
. Platonische Gruppen:

e Tetraeder: T = Ay
o Wiirfel und Oktaeder: 20 = Oc¢ = &4
e Dodekaeder und Ikosaeder: Do = J = A5

. Automorphismengruppen

a) ZgZ, —id:Z—7Z, n— —n
Aut(Z) = {id, —id} ~ S°

b) Z/2 — Z/2: nur die Identitét
00
11
Aut (Z/2) =1

¢) Z/3 — Z/3: auBer der Identitit noch 6 = —id.
6:0—0
12
21
Aut(Z/3) ~ S°



5.4. Produkte

5.4 Produkte

Definition 5.4.1. Gegeben seien zwei Gruppen G1 und G5. Wir definieren eine neue Gruppe G = G1 X Ga
mit der Multiplikation

(1’1,12) : (yl,yz) = (1’1 “Y1, T2 'y2)
(xlva:?)il = (x1_1a$2_1)

1:=(1,1)
Offenbar ist das wieder eine Gruppe und wird direktes Produkt genannt.
Beispiel 5.4.2.
1. V=K =K" x K" ny+ng =n
2. (R, = (8% ) x (Rso,°)
2 (2 Jal)

3. C* = St x R>O
2o (1)

4. V D Uy, Uy Untervektorrdume,
V=U+U;, UyNnU; =0
V 2 U; x Uy =: Uy @ Uy interne direkte Summe

(u1,ug) — uy + usg

5. Sei V wie in 4.

GL(V) > G={feGL(V)| f(U1) CUy, f(Uz) C Us} > f
GL(U;) x GL(U») ) (f1, f2)
wobei f; = f gl :U; — U,
Eigenschaften
[ )

1 S (w1,1); (1, 22) <2 To Inklusionen
il 7;2

G GixG G
™1 ™2

L — (1, x2) s Projektionen

e (G1,G5 abelsch — G4 x G5 abelsch.

e Im abelschen Falle sagt man direkte Summe und schreibt auch G = G & Gs.
Bsp.: Z/6 2 Z/2®7/3

Proposition 5.4.3 (Universelle Eigenschaft). Zu je zwei Homomorphismen f1 : T — Gy, fo : T — G4 gibt
es genau einen Homomorphismus f = (f1, f2) : T — G1 X Go mit fy =m o f, fo =m0 f:
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5.5. Direkte Summen von Vektorrdumen

Wir erhalten eine Bijektion von Mengen

Hom(T', G) & Hom(T', G1) x Hom(T', G2)
fr—=(miof,mof)

(f v = (f1(7), f2(7))) < (f1, f2)

5.5 Direkte Summen von Vektorraumen

5.5.1 Externe direkte Summe

Definition 5.5.1. Sind V7, V5 zwei Vektorrdume, so ist V := V; x V5 mit

Addition (v1,v2) + (vf,v5) := (v1 + V], va + vh)
Null 0:= (0,0)

Negative —(v1,v2) = (—v1, —v2)

Skalierung ~ A(v1,v2) = (Avy, Avg)

wieder ein Vektorraum. Wir schreiben V = V; @ V5.
e Es gibt Monomorphismen (Inklusionen)
i Vi o= ‘/, in: Vo — \%4
v (Ul, O) Vy > (0, Ug)

und Epimorphismen (Projektionen)

T 1% - W, o \% — Vs
(’Ul, ’Ug) — V1 (1)17 UQ) = U1

o dim(Vy & V3) = dim(V1) + dim(V2)
e moi9g =0,m30%; =0
e 71 041 =idy,,m2 0ia = idy,
e (iyom)? = (iyom), (i1 0 m)? = (iz 0 T2)
Beispiel 5.5.2. o V=K"=K" x K" fir n =n; + no
e 0V =ZV=VaO0

e Vid(VadV3) X (Vi Vo) V3

e VidVoa=Vo Wy

Satz 5.5.3 (Universelle Eigenschaft (,,Produkt®)). o Zu je zwei linearen Abbildungen fi: W — Vi, fo:
W — Vy gibt es genau eine lineare Abbildung f: W — Vi & Vo mit fy =m0 f, fo =m0 f:

W..

VieVo — W

-
Vs

Anders gesagt:
II: Hom(W,V; & Vo) — Hom(W,Vi)® Hom(W, V)
f — (1o f,mo0f)

ist eine Bijektion von Mengen.
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5.5. Direkte Summen von Vektorrdumen

o Dariiber hinaus ist Il sogar linear, d.h. ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Satz 5.5.4 (Universelle Eigenschaft ,Summe*). o Zu je zwei linearen Abbildungen f1 : Vi — W und
fa: Vo = W gibt es genau eine lineare Abbildung f : Vi®Va — W mit foi; = f|y, und fois = flv, = fa

Vi Vo<—1V,
12

Wi

Anders gesagt:
Y: Hom(V; ®Vo,W) — Hom(Vi, W)@ Hom(Va, W)
f — (foiy, foig)

ist eine Bijektion von Mengen.

e Dariiber hinaus ist ¥ sogar linear, d.h. ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

5.5.2 Interne direkte Summe

Definition 5.5.5. Sind Uy, Us C V Untervektorrdume und gilt Uy + Us = V sowie Uy NU; = 0, so heifit V
direkte interne Summe von Uy und Us. Wir nennen Uy und Uy komplementar (in V).

e i1 :U; — Vi ig: Uy — V sind Monomorphismen.

Proposition 5.5.6 (Universelle Eigenschaft der Summe, intern). Es sei V' die interne direkte Summe von
U1 und Ug.

(i) Zu je zwei Homomorphismen f1 : Uy — W, fo : Uy — W gibt es genau einen Homomorphismus
fV*)W mitf0i1:f|U1 :f12U1*>W undf0i2:f|U2 :fQ:UQHW.
Anders gesagt:
¥: Hom(V,W) — Hom(U;,W)® Hom(Usz, W)
f — (foir, foiz)

ist eine Bijektion von Mengen.

(ii) Dariber hinaus ist ¥ sogar linear, d.h. ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Proposition 5.5.7. Ist V die interne direkte Summe von Uy und Us, so ist V isomorph zur externen direkten
Summe V =2 U, @ Us.

Beweis.
o: UypU;, —> Vv
(u1,up) = ur+up
ist ein Isomorphismus:
1) linear
2) Epimorphismus wegen Uy + Us =V
3) Monomorphismus wegen U; N Us = 0.

O

Damit haben wir auch Projektionen 7} : V' — U; durch 7} = m; 0 11 ist v zerlegt in v = uy + ug, so ist

mh(v) = u;.

Proposition 5.5.8. Ist V = V] &V, die externe direkte Summe von Vi und Vs, so ist V' die interne direkte
Summe von Uy = i1(V1) = {(v1,0) € V | v1 € Vi} und Uy = ia(Va) = {(0,v2) € V | vy € Va}.

(0]



5.6. Quotientenvektorrdume

5.6 Quotientenvektorraume

Es sei U C V ein Untervektorraum. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf V:

Definition 5.6.1. Zwei Vektoren v,v’ € V heiflen kongruent modulo U genau dann, wenn v — v’ € U gilt.
Notation: v =v" mod U <= v—v' €U.

e Aquivalenzrelation

Hv=v,dav—v=0€eU.

2) v=0v <= v =wv, weil aus v — v’ € U natiirlich v' — v € U folgt.

) v=0v,v=0v" = v=v",wellausv—v' € Uund v'—v"” € U auchv—v" = (v—v')+('=v") € U
folgt.

e Aquivalenzklassen
W], ={veV]|v=v" modU}

Lemma 5.6.2. [v], =v+ U (affiner Unterraum,)
A

V2
V1

/ u2

Uy

U
Beweis.
wye v — v+(w-0) €v+U
vt+u v+ u
O

1) ]y # 0, denn v € [v]y.
2) [v1] und [ve] sind gleich (< vy = vy) oder disjunkt (<= vy Z v9).
3) V= U?;EV[U]U
4) [0] = U ausgezeichnete Klasse

Definition 5.6.3. Ein , Schnitt“ oder Reprdisentantensystem ist eine Teilmenge S C V', so dass SN [v]y aus
genau einem Element vs besteht (fiir alle v € V).

\

Beispiel 5.6.4. Ist U’ komplementéarer Unterraum zu U (d.h. V=U 4+ U, UNU’ =0), so ist S = U’ ein
Schnitt; V ist in diesem Fall die interne direkte Summe von U und U’.
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5.6. Quotientenvektorrdume

Fiir einen Schnitt S haben wir eine Bijektion
S — V/U={[v]u |veV} Menge der Aquivalenzklassen
s — [slu

Definition 5.6.5. Die Menge V/U wird wie folgt zu einem Vektorraum (iiber K), welcher Quotientenvek-
torraum heifit:

o Addition:
V/UxV/U 5  v/U
iy + v = o1+ oo
e Null: 0:=[0]y =U
e Skalierung A - [v]y := [M]y, also A (v+U) := v+ U

Beweis. a) Wohldefiniertheit
e der Addition:

v =) v =01+

/

/ / / !
= V7 + UV, =01 +V2+ (U] +Uuy) = vy +v, =v; +v
vy = v} vy = vy + ug 1Hvg=vr vy (U ) 1= T

e der Skalierung:
v = vy = Avp = A

b) Vektorraumaxiome: nachrechnen.

[
Proposition 5.6.6. 1) U=0:V/02V, [v]=v+0=w.
) U=V:V/V20,[o]=v+V =V.
3) Sind U,U’ komplementdre Untervektorraume von V', so ist V/U Z U’.
Beweis. Wir zeigen 3): Wir haben eine Bijektion
sS=vu" X VU
v o— [y
Diese ist ein Isomorphismus, denn
upuy = [uy +usly = [uo + [uslu
A/ = [M]u = Ao
O
Proposition 5.6.7. dimg V/U = dimg V' — dimg U.
Beweis. Es sei {by,...,by} = B’ eine Basis von U’, die wir zu einer Basis B = {b1,...,bm,bmt1,--,0n}
erginzen.
Dann ist B = {7y (bm+t1, ..., 7 (by)} eine Basis fir V/U: es ist ein Erzeugendensystem und linear unabhén-
gig. O
Satz 5.6.8 (Universelle Eigenschaft). (i) Die Abbildung ny : V. — V/U,v — [v]y = v+ U ist linear und
surjektiv.

(ii) Fir jede lineare Abbildung f : V — W mit U C ker(f) gibt es genau eine lineare Abbildung ' : V/U —
W mit f = f'omy.

UCker(f)c V

7
U
o

v/u

7



5.6. Quotientenvektorrdume

Beweis. (i) my ist offenbar surjektiv und nach Konstruktion der Struktur auf V/U auch linear.

(if) Wir setzen fy([v]) = fu(v+U) = f(v) € W.

Dies ist wohldefiniert, denn

flo+u)=f)+ f(u) =f(v)

—~—
=0, weil UCker(f)

Weil 7y surjektiv ist, ist fy eindeutig bestimmt.

Bemerkung 5.6.9. Der Beweis zeigt, wie man zu einer Basis von V/U kommt:

1) Ist {b1,be,...} = € ein Erzeugendensystem von V, so ist my(€) = {my(b1),...} ein Erzeugendensystem
von V/U, aus dem man eine Basis auswahlen kann.

2) Ist B’ eine Basis von U und B D B’ eine erginzte Basis von V, so ist B = 7y (B \ B’) eine Basis von
V/U.

Mit dieser 2. Bemerkung sieht man, dass dies auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume gilt.

Satz 5.6.10. Jeder Untervektorraum U C V besitzt einen komplementdren Unterraum U’:

(1) U+U =V (2) unu’'=0

Beweis. Wie oben. O

Satz 5.6.11. FEs sei f: V — W eine lineare Abbildung. Dann ist

V/ker(f) —» im(f)
[v] — f(v)

ein Isomorphismus.

Korollar 5.6.12. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Ist U' komplementdir zu ker(f) = U, so ist
o= [l s U — W =im(f)
ein Isomorphismus.
Beispiel 5.6.13. Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem Az = b mit A € Mat,, ,(K),b € K™. Sei
f=T4: K" — K" z— Az,

und V=K, W = K™.

U= L(A|0) = ker(Ta)
W(A) = im(Tx)

0+U Losungen des homogenen Systems (linearer Unterraum)

V/L(A]0)

1

v+U=L(A]|D), falls f(v)=b (& be W(A) (affiner Unterraum)

0= L(A|D), falls es kein v € V mit f(v) = b gibt (& b ¢ W(A)).

V ist zerlegt in die affinen Unterrdume v + U = L(A | f(v)) einer davon ist U = L(A | 0).

Ist U’ komplementér zu U so besitzt jeder affine Raum einen eindeutigen Représentanten

' +L(A0)=L(A] f(u))
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5.7. Normale Untergruppen

5.7 Normale Untergruppen

Sei G eine Gruppe. Wir betrachten fiir ein festes v € G die Funktion
Li: G=G, Lg=v""

welche Konjugation mit v heifit.

(1) I, ist ein Homomorphismus von G, denn

L(1)=vy-1-41t=1,
L(zy) = yayy ™t = yay tyyyt = I (2) L, (y)

(2) I =idg, denn I1(z) = 12171 = .
I,o0lg=1,3,denn I,(I3(z)) = afzBta™! = (aB)z(aB)~!
Iojl = ly-1.

(3) Alsoist I, : G — G ein Automorphismus fiir jedes v € G.
(4) Und I : G — Aut(G),~y — I, ist ein Homomorphismus.

(5) Ist v € Zen(Q), so ist I, = idg; und umgekehrt. Also ist Zen(G) = ker(I).
Insbesondere ist I, = id fiir alle ¥ € G wenn G abelsch ist.

Man nennt die I, innere Automorphismen von G. Sie bilden eine Untergruppe Inn(G) < Aut(G).
Selbst eine abelsche Gruppe wie Z/n kann nicht-innere Automorphismen haben:

a:Z/3={012} +Z/3, 0~01~221
Es ist Inn(Z/3) = 1 und Aut(Z/3) = {id, a}.

Definition 5.7.1. Eine Untergruppe H C G heifit normal (oder ein Normalteiler, am besten ,selbstkonju-
giert®), falls I,(H) = H gilt fir alle vy € G.

Fiir eine Untergruppe H von G ist
L(H)=vyHy '={yhnv"'|he H} <G

wieder eine Untergruppe von G, und zwar isomorph zu H, aber vielleicht verschieden von H. Fiir einen
Normalteiler ist hingegen I,(H) = H.

Beispiel 5.7.2. 1) G = Dy, Diedergruppe mit Spiegelungen Si, ..., S, mit S? = 1 und Rotation R mit
R"=1.

So

e H;,:={1,5;} ist nicht normal, da RH;R™* = H; 1 wegen RS, R~ = Si+1
e Rot, = {1 R,R? ..., R 1} ist normal, denn S; RS,_ =R

2)
3) In G =6, ist H=1{1,(1,2)} nicht normal, denn (2,3)H(2,3) = {1, (1,3)}.
4) Inn(G) ist normal in Aut(G).

5)

In einer abelschen Gruppe G ist jede Untergruppe normal.

Die alternierende Gruppe U, = {o € &,, | signo = 1} = ker(sign) ist normal in &,,.
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5.7. Normale Untergruppen

Beweis. Sei o € 2,,. Dann ist fir alle g € &,

sign(gog™") = sign(g) sign() sign(g™")
= sign(g) - 1-sign(g)~ ' =1

O
Also ist mit o auch gog~' wieder in 2,,, fiir alle g € &,,.

Das letzte Beispiel lédsst sich verallgemeinern:
Lemma 5.7.3. Ist ¢ : G — G’ ein Homomorphismus, so ist ker(y) normal in G.
Beweis. Sei x € ker(y), also p(x) = 1. Dann gilt fiir jedes g € G:

elgrg™") = w(9)p(x)p(g™")

=p(g) 1 (g =1

Also ist auch grg~! € ker(yp). O

Bemerkung 5.7.4. Es gibt Gruppen, die (aufiler H = 1, H = G) keine normalen Untergruppen haben; diese
nennt man einfache Gruppen (weil sie in einem gewissen Sinne unzerlegbar sind). Z.B ist die alternierende
Gruppe 2, einfach fir n > 5.

Definition 5.7.5. (i) Zwei Elemente g1, g2 € G heiflien konjugiert, wenn es ein v € G gibt mit yg;y~ ! =

g2. Notation: g1 ~ go.

(ii) Zwei Untergruppen Hy, Hy < G heilen konjugiert, wenn es ein v € G gibt mit yH;y~! = Hs. Notation:
Hy ~ H,.

a) Konjugiertheit ist eine Aquivalenzrelation fiir Elemente:

e g~ g,denn I (g9) = g.

cgi~g = NeEG vy =ne N =7 la=7"0r=""907

® g1~ G202 ~ g3 = Iy :iypy ! = go, also Iy ygey
(Y)g1(7) ! = g3, dh. g1 ~ go.

1 /—1

= g2 ~ g1
= g3 und somit vy g1y "1yt =

b) Konjugierte Elemente haben gleiche Ordnung. Ist ndmlich g7 = 1 und g7~ = ga, so ist

t=yy7t=1,

95 = (g )" =997 gy vy =iy
also ist die Ordnung von g2 héchstens so grofl wie die Ordnung von g;. Die Riickrichtung ist analog.

¢) Ist ¢ : G — G’ ein Homomorphismus und g; ~ g2, so auch ¢(g1) ~ ¢(g2):

gi~ge = Iviygy =92 = o(va1v ") = o(Me(g1)e() ! = ¢(g2)

d) Konjugiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen von G.
e) Konjugierte Untergruppen sind isomorph.
Beispiel 5.7.6. (1) G =6,,: a ~ < Typ(a) = Typ(B).

(2) G = Dy,: Ist n ungerade, so sind alle Spiegelungen S; zueinander konjugiert. Ist n gerade, so zerfallen
die Spiegelungen in zwei Konjugationsklassen.

(3) In einer abelschen Gruppe ist jedes Element nur zu sich selbst konjugiert; ebenso fiir Untergruppen.

(4) In jeder Gruppe ist das neutrale Element 1 nur zu sich selbst konjugiert; ebenso die Untergruppen
H=1H=aG.
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5.8 Quotientengruppen

Es sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.
Definition 5.8.1. Fiir ein g € G ist seine Linksnebenklasse die Teilmenge
gH={x=gh|he H} CQG,
und seine Rechtsnebenklasse die Teilmenge
Hg={y=hg|he H} CG.
Bemerkung 5.8.2. (1) Fir g€ H ist gH = Hg= H.
(2) Im Allgemeinen ist gH # Hg, und keine der beiden Nebenklassen ist eine Untergruppe (aufler wenn
g€ H).
(3) G zerfallt sowohl in Links- als auch Rechtsnebenklassen, was man wie folgt sieht:
(4) Wir kénnen zwei Aquivalenzrelationen =y, ;= auf G definieren:
T1 =g ro< Jhe€ H:x1h=ux9
& 1171_1I2 cH

1 g=r2 < dh e H:x1 = hxg
srz, € H

Fiir die Aquivalenzklassen [z]y bzw. ,;[H] gilt:
[]g =2H  und ylo] = Hz.

Lemma 5.8.3. |gH| = |H]|.

Ly ist eine Bijektion. O

Beweis. x = gh — g~
Da alle Aquivalenzklassen somit gleichméchtig sind, ist die Méchtigkeit von G gleich der Méchtigkeit von
H mal der Anzahl der Aquivalenzklassen; die letzte Anzahl nennt man den Index von H in G, geschrieben

G : H].

Korollar 5.8.4. Fir eine endliche Gruppe gilt: die Ordnung einer Untergruppe H ist immer ein Teiler der
Gruppenordnung:
Gl = |H|-[G: H]

Lemma 5.8.5. H < G ist genau dann normal, wenn gH = Hg fiir alle g € G gilt.

Beweis. klar (Ubung). O

Beispiel 5.8.6. Wir betrachten in G = &3 die Untergruppen H = {1, (1,2)}, N = {1,(1,2,3) = 2, (1,3,2) = 22}
und listen simtliche Links- und Rechtsnebenklassen auf, indem wir in den Spalten der folgenden Tabelle fiir
jedes Element ¢ von &3 mit x, O bzw. ® markieren, ob ¢ zur jeweiligen Linksnebenklasse, Rechtsnebenklasse
bzw. zu beiden gehort.

y x[1 (1,2) (1,3) (2,3) (1,2,3) (1,3,2) ][O \
IHl® ® H1
(1,2)H |® © H(1,2)
(1,3)H ® x o | H(Q,3)
(2,3)H ® O X H (2,3)
(1,2,3)H X O ® H (1,2,3)
(1,3,2) H O X ® H(1,3,2)
IN | ® ® ® N1
(L,2) N ® ® ® N (1,2)
(1,2) N ® ® ® N (1,3)
(2,3) N ® ® ® N (2,3)
(1,2,3)N | ® N {(1,2,3)
(1,3,2) N | ® ® ® N (1,3,2)

81



5.8. Quotientengruppen

Man erkennt insbesondere, dass N ein Normalteiler ist, H aber nicht.

Es sei nun H < G eine normale Untergruppe. Dann konstruieren wir eine neue Gruppe I' := G/H = H\G
genannt Quotientengruppe, wie folgt:

e als Menge besteht I' aus allen Linksnebenklassen (oder Rechtsnebenklassen) gH fir g € G. (Ist G
endlich, so sind dies [G : H] = % Elemente

e als neutrales Element 1 = 11 nehmen wir 1H = H.

e als Multiplikation setzen wir

g1 - g2H = (g192)H.

e als Inverse setzen wir

(gH) =g 'H
Zu zeigen ist nur die Wohldefiniertheit der Multiplikation; alle Gruppenaxiome folgen dann sofort.

Seien ¢ = g1h1 und gh = goho (fiir hy,hy € H) andere Reprisentanten der gleichen Linksnebenklassen,
so haben wir:

9195 = g1h1gahs
=q92 95 higo
~ \‘,—/
heH, weil H normal

= g1g2hhs.
Also reprasentieren gjg) und g1g2 die gleiche Nebenklasse.
Proposition 5.8.7. Sei H < G. Dann gilt:
i) T' = G/H ist eine Gruppe.

r=1%: G — G/H, g — gH

ist ein Epimorphismus (genannt kanonische Projektion ).

iti) ker(m) = H.

Beweis. klar nach vorausgegangener Konstruktion. O

Satz 5.8.8 (Universelle Eigenschaft). Es sei H < G eine normale Untergruppe und ¢ : G — G’ ein
Homomorphismus. Dann sind dquivalent:

(i) ker(p) > H.

(ii) Es gibt einen Homomorphismus ¢ : T = G/H — G’ mit ¢ = pom.
K G- 2s¢
A A
|

Il @
| |
H———>G—L>5T

Beweis. (i) = (i1): Wir definieren ¢(gH) = ¢(g).
@ ist wohldefiniert, denn aus ¢’ = gh (h € H) folgt mit (4):

@(g'H) = ¢(g') = p(gh) = ¢(g) p(h) = ¢(g) = ¢(gH).
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5.8. Quotientengruppen

Offenbar ist ¢ = pom.
(i) <= (i7) : Gibt es ein ¢ : G/H — G’ mit p = @ o7, so folgt sofort fiir jedes h € H:
p(h) = @(m(h)) = (1) =1,
also H < ker(yp). O
Satz 5.8.9. Fiir jeden Homomorphismus ¢ : G — G gilt:

G/ ker(p) = im(¢p).

Beweis. Mit Satz 5.8.8 (G' = im(p), H = K = ker(¢),¢’ = ¢|% : G — G') wissen wir, dass es ein @ gibt
mit ¢ = po.

K = ker(p)¢ G—">im(p) =G <G
ﬂl /
G/K

@ ist also surjektiv. @ ist auch injektiv, denn aus @(g1K) = @(g2K), also ¢(g1) = ¢(g2), folgt g5 'g1 € K,
also g1 K = g2 K. O

Beispiel 5.8.10. 1) Die Homomorphismen id : G — G und 1 — G zeigen G/G = 1 (triviale Gruppe) und
G/12G.
2) Wegen
Ay, = ker(sign)(—>6nﬂl»80 = {£1},
ist &,,/2, = S°.
3) Sei G=Z/n={0,1,...,n— 1} eine zyklische Gruppe und & - | = n. Dann haben wir Isomorphismen

o~

H:{Q,@,%7...,(l—1)k}HZ/Z,MHL(:C:QLZ...I—1)

und N
Y:G/H — Z/k,gH — g,(g=0,1,...,k—1).

4) Ist G = G x Gy ein direktes Produkt, so ist H = G; x 1 = ker(ng,) normal und da die Projektion
TG, + G — G surjektiv ist, erhalten wir einen Isomorphismus

v G/H = Gy
(91,92)H +—  go.
——

(L,92)H
5) Wir haben gesehen, dass in der Diedergruppe G = Ds,, die Untergruppe H = Rot,, & Z/n der Rotationen
um Winkel % -k,k=0,1...,n — 1 normal ist. Wir erhalten einen Isomorphismus

G/H = §°
{+1, falls ¢ € Roty,

H
g —1, falls g ¢ Rot,, (also Spiegelung oder Produkt aus Spiegelung und Rotation).

6) Fiir die allgemeine lineare Gruppe G = GL,,(K) ist die Untergruppe der Diagonalmatrizen H = Zen(G) =
{D[A,...,A] | A # 0} ein Normalteiler und
PGL,,(K) := GL,,(K)/ Zen(GL,,(K))

ist die allgemeine projektive Gruppe.
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5.8. Quotientengruppen

7) Mébius-Gruppe

M(R) = {f:RUoo%RUoof(m)—ZjIZ, fiir a,b,c,d € R mit adbcyé()}

Dabei setzen wir f(co) := %, insbesondere f(c0) = oo, falls ¢ = 0 und f(—2) = oo, falls ¢ # 0.

A
c=0 c#0

A

} —g = Polstelle
I

/
\/

a b\ = ar +b
M_< d)HfM(m)_cx—l—d

Es gilt:

fi=id
far v, = far, © far

Zen(GLa(R)) —> GLa(R) — " M(R)
R* PGLs(R)
Analoge Betrachtungen kénnen wir fiir 9(C) durchfiihren.
8) Affine Gruppen
G = Aff(R) = {affine Abbildungen f:R - R} ={f:R—>R| f(z) = ax +b,a # 0}

Diejenigen f € Aff(R) mit b = 0 bilden die Untergruppe der invertierbaren linearen Abbildungen, welche
isomorph ist zu GL;(R) = R* (multiplikativ).
Fiir @ = 1 erhalten wir die Untergruppe der Translationen Trans(R) = R* (additiv).
Es gibt eine Bijektion
AE(R) — R x R*, f s (b,a),

aber diese ist kein Isomorphismus von Gruppen, wenn man rechts die Gruppenstruktur des direkte Pro-
dukts R x R* nimmt. Stattdessen muss man rechts wie folgt multiplizieren:

(b/a a/) ’ (ba a) = (a/b + bl: CL/CL).

Diese Gruppenstruktur nennt man ein semidirektes Produkt.

Trans(R) < Aff(R) ist eine normale Untergruppe.
GL; (R) < Aff(R) ist eine nicht-normale Untergruppe.
GL; (R) ist auch eine Quotientengruppe:

1

Trans(R)>——= Aff(R) — > Aff(R)/ Trans(R)

GLl(R)a

Dabei ist 7(f) := a und s(a) := (z — ax) und damit 7o s = id.
Analog: Aff(R™).
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6 Determinanten

6.1 Einleitung

Betrachten wir ein LGS Az = w der Grofie 2 x 2:

ary + bry = w; A a b [z _fun
cx1 +dry =wal|’ “\e d)" 7 To W= Wy
Der GauB-Algorithmus erlaubt uns, erstens die Losbarkeit (und sogar den Rang) zu bestimmen und zweitens,

die Lésungsmenge zu parametrisieren. Unser néchstes Ziel ist eine Ldsungsformel, falls es eine eindeutige
Losung gibt:

€Ty = Fl(a7 b7 ¢, d7 Wi, wQ) = Fl(A’w)
T2 = FQ(G/7 ba & d7 w1, ’LUQ) = FQ(A? w)
Im obigen Beispiel kann man die Formeln rasch herleiten:

(1) (A|w) ist genau dann eindeutig lésbar, wenn D = ad — be # 0,
(2) und in diesem Fall gilt:

dwi — bwsy aws — cwy
rH=——" Xp3=——
! D 2 D
Die Groie D = ad — be =: ‘Z d nennt man Determinante und wir sehen
w; b a b
wao w1, W2
€T = 5 €T = e——
! a b 2 a b
c d c d

6.2 Axiomatische Definition

Wir wollen den Begriff der Determinante einer Matrix durch wenige Eigenschaten charakterisieren; erst
danach beweisen wir die Existenz und kommen zu einer Formel.

Ist A = (aij) € Mat,, ,(K) eine (n x n)-Matrix, so fassen wir sie auch als das n-Tupel (aq,...,a,) ihrer
Spalten a; = aej = (a;,azj,...,an;)" auf.

Definition 6.2.1. Eine Funktion D : Mat, ,(K) — K heifit Determinantenfunktion, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

(D1) Scherungsinvarianz: Fiir alle 1 <14 < j < n gilt

D(ai,...,a;i+a;,..., a; ,...,an)=D(ai,..., a;i ..., aj ,...a4p).
~—~ N~ ~—~
i-te Stelle j-te Stelle i-te Stelle j-te Stelle

(D2) Spaltenmultiplikativitit: Fiir alle 1 < i <n, A € K gilt

D(ay,..., Aa; ,...,an)=AD(ai,..., a; ,...,a4y).
~— ~—
i-te Stelle i-te Stelle
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6.2. Axiomatische Definition

(D3) Alterniertheit: Fiir alle 1 <4 < j <n gilt

D(av,..., a ..., a; ,...,ap)=-D(a1,..., a; ..., a ,....a¢,).
. ~~ ~~~ .
i-te Stelle j-te Stelle i-te Stelle Jj-te Stelle

Bemerkung 6.2.2. Diese Axiome besagen nicht, dass D eine lineare Funktion von dem Vektorraum M =
Mat,, ,,(K) in den Vektorraum K ist. Wir werden das noch genauer untersuchen.

Beispiel 6.2.3. 1) n=1: D(a) = a (1 Term).
2) n=2:D (CCL Z = ad — bc (2 Terme).
3) n =3, bekannt als Regel von Sarrus:

a1 aiz2 ai3
D | a1 az2 a3 | = ar1a22a33 + 412023031 + 413021032 — A32022013 — A32023011 — (33021012
azy azz ass

(6 Terme).
4) e D(ay,...,a,) =0 ist die triviale Determinantenfunktion.
e Ist D eine Determinantenfunktion, so auch 6D fiir § € K.
e Sind D; und D5 Determinantenfunktionen, so auch D 4+ Ds.
Fazit: Die Menge der Determinantenfunktionen D : Mat,, ,,(K) — K bilden einen K-Vektorraum, den wir
mit Alt, (K) bezeichnen. (Aber Alt, (K) ist kein Untervektorraum von Homg (K™ x ... x K™, K).)
Wir werden sehen, dass dieser Vektorraum die Dimension 1 hat und es somit bis auf Normierung nur eine
Determinantenfunktion gibt.

Lemma 6.2.4. Fiir eine Determinantenfunktion D gilt:

(i) D(A) =0, falls A eine Nullspalte besitzt.
(i1) D(A) =0, falls zwei Spalten von A gleich sind.
(iii) D(A) =0, falls die Spalten von A linear abhingig sind (also rg(A) < n ist).

Beweis. (i) folgt aus dem Axiom (D2) mit A = 0.
(ii) Sei etwa a; = a; (i < j), dann rechnet man nach:

D(a1,...,an) = —D(a1,..., ..., —Gj,...,0p) wegen (D2)
=—D(at,...,q; — aj,...,—Qj,...,0p) wegen (D1)
=0
=0 wegen (i).
(iii) Sei etwa Aja;, + ...+ Asa;, =0fir 1 <iy < ... <ig <mA1,...,As € K¥, dann rechnen wir nach:
1
D(ay,...,an) =———D(a1,..., M@,y AsQi s, an)
A Mg
wegen (D2), angewandt auf die Spalten i1, ..., i
1
=————D(ar,..., M, + Aoy oo+ A5y, A2y ey As @iy e oy Ap)
VY

=0
die Spalten i, ...,is zur Spalte ¢; addiert
=0 wegen (1).

O

Wir erinnern an die Elementarmatrizen E;;(\) = 1+\E;; (fiir i # j) und E(\) = D[1,..., A, ..., 1], € K*
und an die Permutationsmatrizen P;; (fiir ¢ # j). Folgende Formeln hatten wir hergeleitet:

L Ejj(\) = Ej;(AHE; (1) Ej5(N),

2. Pij = Eii(1)Eij (=1 Eji(1) Ej;(=1).
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6.2. Axiomatische Definition

Linksmultiplikation mit diesen Matrizen bewirkt folgendens:

AFE;;(X\) = das A-fache der Spalte j wird zur Spalte ¢ addiert,
AP;; = Spalte ¢ und Spalte j werden vertauscht.

Lemma 6.2.5. Fir eine Determinantenfunktion D gilt:

(i) D(AE;(\) = D(A), falls i # j.
(ii) D(AE;(X)) = AD(A).
(iii) D(AP;;) = —D(A), falls i # j.

Beweis. Wir beginnen mit (ii): dies ist eine Umformulierung des Axioms (D2).

(i): Aus Gleichung 1) und (ii) folgt, dass D durch Hinzumultiplizieren der drei Elementarmatrizen erst durch
A dividiert, dann nicht verdndert und dann wieder mit A multipliziert wird.

(iii): Aus Gleichung 2) und (i) und (ii) folgt, dass nur die vierte Elementarmatrix E;;(—1) den Faktor —1
beitragt. O

Satz 6.2.6. Es sei D : Mat,, ,(K) — K eine Determinantenfunktion und es gelte D(1) = D(ey,...,e,) = 0.
Dann ist D die triviale Determinantenfunktion, d.h. D(A) = 0 fir alle A € Mat,, ,(K).

Beweis. Wir bringen A durch Zeilentransformationen Z und Spaltentransformationen S auf Normalform,

d.h.

1,]0 L
Z-A-S—( 0 O) mit r = rg(A).

Ist rg(A) = r < n, so ist D(A) = 0 nach Lemma 6.2.4(iii).
Ist rg(A) = n, so haben wir
A=z"".57"

Z71571 ist ein Produkt aus Elementarmatrizen E;;(\); nach Lemma 6.2.5 kann man sie von rechts nach
links abbauen, wobei sich entweder die Determinante durch Weglassen eines F;;(\) nicht &ndert (Fall ¢ # j,
Lemma 6.2.5(i)) oder die Determinante sich um einen Faktor A dndert (Fall 4 # j, Lemma 6.2.5(ii)).
Also haben wir insgesamt

D(A)=46D(1)=46-0=0,

mit 0 # 0 = Produkt der erwédhnten Faktoren. O

Aus diesem Satz folgt nun ein erstaunliches Resultat:

Satz 6.2.7. Je zwei nicht-triviale Determinantenfunktionen sind proportional.

Damit folgt: Alt,, (K) ist hochstens 1-dimensional. Wir wissen aber noch nicht, ob es iiberhaupt eine nicht-
triviale Determinantenfunktion gibt (auBer durch Beispiele in den Fillen n = 1,2, 3).

Beweis. Esseien Dy, Dy zwei nicht-triviale Determinantenfunktionen. Nach Satz 6.2.6 gilt dann D; (1), Do(1) #
(\)x/ir betrachten die neue Determinantenfunktion
D : Mat,, ,(K) — K, D(A):= Ds(1)D1(A) — D1(1)D3(A).
Wegen D(1) = Dy(1)D1(1) — D1(1)D2(1) = 0, muss D trivial sein nach Satz 6.2.6. Also
Dy(1)D1(A) = D1(1)D3(A) fiir alle A,

und somit

Definition 6.2.8. Eine Determinantenfunktion D heifit normiert, wenn D(1) = 1 gilt.

87



6.2. Axiomatische Definition

Es gibt also hochstens eine normiertes Element in Alt,, (K). Unsere Beispiele in den Dimensionen n =1,2,3
sind normiert.

Satz 6.2.9 (Produktsatz fiir Determinanten). Fir eine normierte Determinantenfunktion D gilt:

D(A-B)=D(A)-D(B) fiir alle A, B € Mat,, ,(K).

Beweis. Fiir ein festes A € M = Mat,, ,,(K) betrachten wir zwei Funktionen

Dy:M—K, D{(X):=D(A)D(X),
Dy :M — K, Dy(X):= D(AX)
(1) Offenbar ist Dy eine Determinantenfunktion.
(2) Um zu zeigen, dass auch D, eine ist, schreiben wir X = (z1,...,,) als Spaltentupel, genau wie AT =

(af,...,a)) mit a] = i-te Zeile von A.

Dann hat die Matrix C = AX die Eintriige ¢;; = (a,,z;) mit dem Standardskalarprodukt (-,-) auf
K" x K", d.h.

<a1r7x1>
G = :
<a7—7|,—a‘rj>
Vergleichen wir also
A (z1,. i+ T, @y, Ty) = (€1, o, G Cjy e Cly ey C)
mit
Alxr, .. iy, &gy ooy Tn) = (€1, 0o, Ciy oo Cjy ooy Cry)

unter D, so ergibt sich die Scherungsinvarianz von Ds.
Genauso ergibt sich aus
Az, ..., Ty Tp) = (€1, oy ACiy e v oy Cp)

die Linearitédt in der i-ten Spalte von Ds.

(3) Demnach ist

Dg(X) :Dl(X) — DQ(X)
=D(A)D(X) — D(AX)

auch eine Determinantenfunktion.

Wegen

folgt D3(X) = 0 fiir alle X € M nach Satz 6.2.6. Das ist gerade der Produktsatz.

Fiir normierte Determinantenfunktionen haben wir folgende Korollare:
Korollar 6.2.10. A € Mat, ,(K) ist genau dann invertierbar, wenn D(A) # 0 ist; in diesem Fall ist
D(A™Y) = D(4)~
Beweis. Ist A nicht invertierbar, so ist rg(A) < n, und deshalb D(A) = 0 nach Lemma 6.2.4.
Ist A invertierbar, so folgt einerseits D(A-A~1) = D(1) = 1 und andererseits D(A-A~1) = D(A)-D(A™1). O
Korollar 6.2.11. (i) D(AB) = D(BA) fir alle A, B € Mat,, ,,(K).

(i) D(QAQ™1) = D(A) fiir alle A € Mat,, ,(K) und Q € GL,(K).
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6.2. Axiomatische Definition

Beweis. (i) ist klar, weil K* kummutativ ist, also

D(AB) = D(A)D(B) = D(B)D(A) = D(BA).

(ii) folgt aus (i).

Korollar 6.2.12. D(A") = D(A) fiir alle A € Mat,, ,,(K).

Beweis. Dies folgt aus einer Zerlegung in Elementarmatrizen E;; mit E;;(\) " = E;;(A). O

6.2.1 Einige Berechnungen fiir normierte Determinantenfunktionen

Sei D eine normierte Determinantenfunktion. Wir berechnen D(A) fiir spezielle Matrizen A € Mat,, ,,:

a) Diagonalmatrizen:
DDA, ]) =M1 A

Um das einzusehen wendet man das Axiom (D2) auf jede Spalte an:

D(/\lel,...,)\nen) = )\1'°'>\nD(€1,...,€n) = >\1>\n

b) Zentrale Matrizen:
D(D[A, ..., ) ="

c) Permutationsmatrizen:
D(P,) = sign(0)

Fiir eine Transposition o = (i5) mit ¢ # j gilt D(P,;) = —1 nach dem Axiom (D3) bzw. Lemma 6.2.5(iii).
Schreibt man ¢ als Produkt von s Transpositionen, so folgt D(P,) = (—1)® = sign(o)).

d) Elementarmatrizen:
L i#]

D(&-(A))—{A L

Dies folgt aus Lemma 6.2.5(i) und (ii) mit dem Produktsatz.

e) Dreiecksmatrizen (obere und untere):

A1 * A1 0
0 An * An
Wir kénnen Aq,...,A, = 0 annehmen. Wir ziechen A; aus der ersten Spalte, subtrahieren dann das

aio-fache der ersten Spalte von der zweiten, ziehen den Faktor Ao aus der zweiten Spalte, u.s.w.:

D(Me1,ag, ... a,) = A1 D(e1, Aaea + arzer, as, ..., an)
= M D(e1, \aea,as, ..., an)
= AMA2D(e1, €2, Azes + arzer + assea, aq, ..., ay)
= MAoD(ey,e9,e3, €4+ ...\, ap)

= )\1)\2 R )\nD(el, €2, ..., en).
f) Vielfache von Matrizen:
D(A\A) = \"D(A)
Man wendet das Axiom (D2) auf jede Spalte an.
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6.2. Axiomatische Definition

6.2.2 Multilineare Funktionen
Definition 6.2.13. Seien V und W K-Vektorrdume. Eine Funktion
F:Vx..xV=VF_Ww
o heifit (k-fach) multilinear, falls fir alle vq,...,vx, v, € Via, o/ € K1 << j <k gilt:

F(ug,...;ov; + vl ... vp) = aF (i, ..o, 04,000 08) + & F (1,00, 00, .00 vg)

e heillt alternierend, falls fir alle 1 < i < j < k gilt:
Fvi, ..o, 0.0, 00, 08) = —F(v1, .., 05,00, U, 00, Ug).

Beispiel 6.2.14. 1) k = 1: 1-fach multilinear ist unser altes linear.

2) k = 2: Das Skalarprodukt (-,-) : K" x K" — K,
(Z,y) =211+ ... + TnYn

ist bilinear. Es ist nicht alternierend (sondern es ist symmetrisch: (x,y) = (y, x)).

Geometrisches Argument (Scherungsinvarianz und Multilinearitét)

77,
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Das Volumen im R" ist eine scherungsinvariante Grofle:
vol(z, z) = Flacheninhalt des von x und z aufgespannten Dreiecks,

vol(z + y, z) = vol(z, z) + vol(y, z),

d.h. die Flacheninhalte der beiden schraffierten Dreiecke summieren sich zum Flacheninhalt des gepunkteten
Dreiecks.

Satz 6.2.15. FEine Determinantenfunktion
D : Mat,, ,(K) =K" x... x K" — K

ist n-fach multilinear und alternierend.

Beweis. Lemma 6.2.5(iii) besagt, dass D alternierend ist.
Die Multilinearitdt muss man nur fiir eine Spalte (sagen wir der ersten) zeigen; fiir die anderen folgt sie
wegen der Alterniertheit. Die Multiplikativitit der ersten Spalte folgt aus Axiom (D2); also geht es nur noch
um die Additivitat.
Um nun

D(ay + by,a9,...,a,) = D(a1,as,...,a,) + D(b1,a2,...,a,)

zu zeigen, unterscheiden wir drei Falle.
1. Fall rg(ag,...,an—1) <n—1.

Dann sind die Rénge aller drei Matrizen (ay + by, as,...,a,), (a1,a2,...,a,) und (b1, az,...,a,) kleiner als
n. Nach Lemma 6.2.4 sind alle drei Werte von D null.
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2. Fall rg(ag, ...,a,) =n—1 und rg(ai,as,...,a,) =n— 1.

Dann ist D(aj,as,...,a,) = 0 und a1 € Span(as,...,a,), etwa a; = asas + ... + a,a,. Man subtrahiert
nacheinander das «;-fache der Spalte i von der Spalte 1 (i = 2,...,n) in der Matrix (a; + by, as, ..., a,) und
erhalt:

D(a1 —|—b1,a2,...,an) = D(bl,aQ,...,an).

3. Fall rg(ag,...,a,) =n—1 und rg(ay, az,...,a,) = n.
Dann ist by € Span(ay, ag,...,ay), etwa by = B1a1 + B2az + ... + Bpay,. Man subtrahiert nacheinander das
Bi-fache der Spalte ¢ von Spalte 1 (i = 2,...,n) in der Matrix (a3 + b1, as, ..., a,) und erhélt:

D(ay +b1,az2,...,a,) = D(ay + fra1 + Baas + ... + Bnan, a2, ..., ay)
= D(ay + pra1,a2,...,a,)
= (1+ p1)D(a1,as,...,an).
Andererseits ist ebenso nach sukzessiver Subtraktion
D(b1,as,...,a,) = D(fra1 + Bras + ...+ Bnan, az,...,ay,)
= D(Bra1,aq,...,a,)
= p1D(ay,as,...,a,).

Also ist
D(ai,ag,...,a,) + D(b1,az2,...,a,) = (1 4+ p1)D(a1, a2, ..., an).
O

Bemerkung 6.2.16. 1) Man beachte, dass wir die Alterniertheit aus den Axiomen (D1) und (D2) gefolgert
haben, siehe Beweis von Lemma 6.2.5(iii).

2) Dann folgte der Produktsatz und die Multilinearitét.

6.3 Leibniz-Formel

Wir entwickeln nun endlich eine Formel fiir eine Determinantenfunktion. Damit erst erhalten wir einen
Existenzbeweis, dass es fiir jedes n eine nicht-triviale Determinantenfunktion gibt.

Satz 6.3.1 (Leibniz-Formel). Fir eine normierte Determinantenfunktion D gilt fir jede Matriz A = (a;;) €
Mat,, ., (K):

D(A) = Z sign(ﬂ')aﬂ(l)l et aﬂ(n)n.

TES,

Beweis. Wir benutzen die Standardbasis eq, ..., e, in K" und schreiben jeden Spaltenvektor

n
aj:Zaijei (]:1,,n)
i=1

Wir benutzen die Linearitdt in jeder Spalte und entwickeln:

n
D(ay,a9,...,a,) =D < E ai116i17a27"'7an>

=1
n n

= E a;, 1D | e, E A52€i5,A35 -+, 0n
=1 iam1
n n n

= E E @i 152D | €5, €4, E @i33€3, 04, - - -, Op
i1=1ia—=1 is=1

n n n
= E E g @iy 1Giy2 Giyn D €3y, €4,)
ir=1ip=1

in=1

In dieser Summe stehen n™ Terme:
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6.4. Determinante fiir Endomorphismen

e Der Term fir den Multiindex I = (41, ...,1,) besteht aus dem Produkt der folgenden Eintrige
Ay = A4;10452 ** * Aj,n
multipliziert mit dem Wert D(e;,,...,e;, der Matrix E; := (e;,,...,¢;,).

Kommt in I ein Index zweimal vor (i, = i fiir r # s), so ist D(Er) = 0 nach Lemma 6.2.4(ii). Also brauchen
wir nur die wiederholungsfreien I zu beriicksichtigen; diese I entsprechen genau den Permutationen 7 € &,,
durch die Bijektion I = (i1,...,4,) ¢ 7(k) =i (k=1,...,n).
Dann ist E; = Py, also

D(E;) = D(Py,) = sign(m).

Damit haben wir die Leibniz-Formel

D(A) = Z sign(ﬂ')aﬂ(l)l et aﬂ'(n)n-

TES,

Damit haben wir endlich auch die Existenz einer nicht-trivialen Determinantenfunktion bewiesen, denn die
rechte Seite der Leibniz-Formel definiert offenbar fiir jedes n > 1 eine solche.

Satz 6.3.2. Fir jedes n > 1 ist der Vektorraum Alt, (K) I-dimensional; es gibt genau eine normierte
Determinantenfunktion.

Definition 6.3.3. Die eindeutige normierte Determinantenfunktion nennen wir die Determinante

Det : Mat,, ,(K) — K.

6.4 Determinante fiir Endomorphismen

Die Eigenschaft Det(Q2AQ™1) = Det(A) erlaubt uns nun, auch fiir Endomorphismen eine Determinante zu
erkléren:

Definition 6.4.1. Sei f : V — ein Endomorphismus, dimV = n. Wir wéhlen eine Basis B von V und
setzen:

Det(f) := Det (M3 (f)) -

Dies ist unabhéngig von der Wahl der Basis %, denn ist 2 eine andere Basis und = Qg = Matges (idy)
die Basiswechselmatrix, so ist

My (idv) = Qo Magas (idv ) Qg -

Also haben beide darstellenden Matrizen die gleiche Determinante.

Satz 6.4.2. Die Determinante Det : Endg (V) — K hat folgende Eigenschaften:

1) Det(idy) = 1.

2) Det(f o g) = Det(f) - Det(g).

3) Det(f) # 0 genau dann, wenn f ein Isomorphismus ist. In diesem Fall ist Det(f~1) = Det(f)!.

Beispiel 6.4.3. 1) Det(0) = 0.
2) Det(\idy) = A", insbesondere Det(—idy ) = (—1).
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6.5. Spur

6.5 Spur

Die Spur einer Matrix ist eine Gréfe, die mit der Determinante in gewisser Beziehung steht.

Definition 6.5.1. Die Spur A = (a;;) € Mat,, ,(K) ist

Spur(A) = Z Q.
i=0

Satz 6.5.2. Die Spur ist eine lineare Abbildung
Spur : Mat,, ,(K) — K.
Also gilt fiir alle A, B € Mat,, ,(K) und X € K:
(1) Spur(AA) = A Spur(A4),
(2) Spur(A + B) = Spur(A4) + Spur(B).
Weiter gilt:
(4) Spur(AB) = Spur(BA), und insbesondere
(5) Spur(QAQ~1) = Spur(A) fiir invertierbares ).

Beweis. Ubung.
Bemerkung 6.5.3. Spur-Bedingungen haben oft etwas mit Fixpunkten zu tun:
Fix(f) =0 = Spur(f.) =0,

wobei wir offen lassen, was die ,induzierte“ Abbildung f, ist.
Zum Beispiel gilt fiir eine Permutationsmatrix

Spur(P,) = |Fix(0)]| .
Definition 6.5.4. Fiir einen Endomorphismus f : V — V definieren wir

Spur(f) = Spur(Myss(f)) € K

fiir irgendeine Basis ‘B von V. Dieser Skalar ist von der Wahl der Basis unabhéngig: ist 2( eine andere Basis

und Qg die Basiswechselmatrix von B nach 2L, so gilt

Moo (f) = Qs Mps (f) Qg0
also haben beide Matrizen Myg (f) und Myx(f) die gleiche Spur.
Satz 6.5.5. Die Spur Spur : Endg (V) — K ist eine lineare Abbildung mit

(1) Spur(f og) = Spur(go f), insbesondere
(2) Spur(po fop™t) = Spur(f).

Beispiel 6.5.6. .
Spur : Matn n(K) = K | Spur : Endg(V) —» K

Spur(1) = Spur(ldv) =dimV
Spur(0) = Spur(0) =
Spur(Al) = n/\ Spur(A 1dv) Adim V
Spur(—1) = Spur(—idy) = —dimV
e Spur(AT) = Spur(A)
e obere/untere Dreiecksmatrizen
)\1 * )\1 0
Spur = Spur =AM+...+ X\
0 An * An

93



6.6. Cramersche Regel

Beispiel 6.5.7 (Heisenberg-Gleichung). Die Gleichung
Vod—-—PoV =id
fiir zwei lineare Abbildungen ®, ¥ : V — V spielt in der Quantenmechanik eine grofie Rolle.
e Ist V endlich-dimensional, so konnen wir die Spur anwenden und erhalten

n = dimg (V) = Spur(idy) = Spur(¥ o ® — & o )
= Spur(¥ o &) — Spur(® o ¥) = 0.
Ist also V' # 0 und char(K) # n, so gibt es keine Losungen dieser Gleichung.

e Fiir den unendlich-dimensionalen reellen Vektorraum V = C!'(R) der einmal stetig-differenzierbaren
Funktionen f:R — R seien

SV V. B(f)() = of(a),
V.V =V, Uf):=f

und man sieht sofort mit der Produktregel fiir die Ableitung:
Vod—-Po¥ =id.

In der Quantenmechanik benutzt man den Hilbert-Raum LQ(R) der quadrat-integrierbaren Funktio-
nen; sie beschreiben die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens. ® ist der Ortsoperator, ¥ dier
Impulsoperator. Aus der Gleichung folgt die Heisenbergsche Unschérferelation: man kann Ort und
Impuls eines Teilchens nicht gleichzeitig exakt messen.

6.6 Cramersche Regel

Wir kénnen nun die Formeln fiir die Losungen eines eindeutig losbaren LGS herleiten. Es sei A = (a4, ..., a,),
b € K™ und Det(A) # 0. Dann ist das LGS
Ax =10
fiir jedes b eindeutig losbar. Angenommen, x = (x1,...,x,) € K" ist die Losung, dann ist
r1a1 + Toas + ...+ xpa, = b, (6.1)

als Linearkombination der Spalten von A. Setzen wir (6.1) als erste Spalte in die Determinante, so erhalten
wir

n
Det(b, ag, . ..,a,) = Det (Z TiG;, A2, .. ,an)
i=1

n
= E ZT; Det(ai, ag, ... ,an)
=1

=0, falls 1=2,3,..., n

= x1 Det(ay,as,...,a,),
denn nur fiir ¢ = 1 ist der Summand # 0. Also haben wir

_ Det(b,ay,...,a,)
~ Det(ay,az,...,a,)

T

Genauso verfahren wir fiir die anderen Variablen .

Satz 6.6.1. Das LGS Ax = b mit n Unbekannten x1,...,x, und n Gleichungen ist genau dann fir jedes b
eindeutig losbar, wenn Det(A) # 0 gilt; und in diesem Fall ist

Det(ai,...,ak-1,b,ak41,...,an)

Ty =
Det(al, ey A—1, Ak, Q415 - - - ,an)
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6.7. Laplacescher Entwicklungssatz

Bemerkung 6.6.2. Wir sehen, dass jedes zj, eine rationale Funktion in den Eintrdgen a;; von A und den
Koordinaten b4, ...,b, von b ist.

Liegen die Eintrage a;; und by in einem Unterkorper L von K, so auch die Losungen x1, ..., %,.

Beispiel 6.6.3.

)\1 (6% ﬁ b1
A= 0 )\2 Yy b= b2 Det(A) = )\1)\2)\3 7é 0
0 0 A by
by a @
bg )\2 Y
o= bz 0 A3 _ AoA3b1 — adgby + (ay — BA2)bs
A1A2)3 A1A2)3
AMob B
0 b2 v
2y — 0 b3 A3 _ MiAshy — Aiybs  Asby — b3
A1A2)3 A1A2)3 A2A3
/\1 (0% b1
0 Mo by
00 bl Adobs by
2= MA2ds  Addg Ag

6.7 Laplacescher Entwicklungssatz

Der Laplacesche Entwicklungssatz ist vielleicht die wichtigste Methode, eine Determinante auszurechnen:
man ersetzt eine n X n-Determinante durch n (n — 1) x (n — 1)-Determinanten.

Es sei A = (ai;) = (a1,...,an) € Mat, ,(K),n > 2. Fur jedes 1 < 4,j < n betrachtet man die Strei-
chungsmatriz

a1 aij—1 ai,j+1 ain
a—l 1 DRI a—l _1 a/_l . 1 ... a/_l
A;j _ i—1, 1—1,7 1—1,5+ =hn | o Matn71,n71(K)7
iy1,1 0 Gi1,5-1 Gipl 541 0 Gigln
Qn,1 T Qn,j—1 Qan,j+1 e Qn,n

welche aus A durch Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht.

Satz 6.7.1 (Laplacescher Entwicklungssatz). (1) Entwicklung nach der j-ten Spalte (j =1,2,...,n fest):

Det(A) = i(—l)iﬂaij Det(Aj;).

i=1

(2) Entwicklung nach der i-ten Zeile (i =1,...,n fest):

Det(A) = Zn:(—l)”jaij Det(Aj;).

Jj=1

Beweis. Wegen der Invarianz unter Transposition, also Det(AT) = Det(A), folgt (2) aus (1). Weil das
Vertauschen von Spalten nur ein Vorzeichen eintréigt, also Det(AP;;) = — Det(A), brauchen wir (1) nur fiir
irgendeine Spalte (sagen wir die n-te) zu zeigen.

Wir sortieren in der Leibniz-Formel

Det(A) = Z Sign(ﬂ-) Ar(1),1 """ Ax(n—1),n—1x(n),n
€S,

=:Aln]
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6.8. Adjunkte einer Matrix

die Permutationen 7 in &,, nach ihrem Wert auf n, also w(n) = i; das ergibt n Teilmengen

G,(i) :={m € &, | m(n) =1} (i=1,...,n)

und damit n Teilsummen (i =1,...,n)
D)= Y sign(m)ar)1 - Grin-1)m-1 (6.2)
TES, (i)
= Qjn Z Sign(ﬂ_)aw(l),l A (n—1),n—1s (63)

71'6671 (l)

worin der letzte Faktor ar (), = a;, nicht mehr von 7 abhéingt und deshalb vor die Summe gezogen werden
kann.
Durch die Bijektion

G,(i) — 6,(n) <6,
T — m'=(n n-1 i+1 i)om
auf die Untergruppe &, (n):
S, E} T 1 2 ° ® @

| T 7L

sign(n’) = (—1)""sign(n) = (—1)""" sign(7).

|

Wir kénnen &,,(n) mit &,,_; < &,, identifizieren.
Das Signum hat sich aber gedndert:

N<—-T1N

CH El =(n...i)om

Die Indizes der Zeilen haben sich auch gedndert, aber die Permutation (n z) entspricht genau der
neuen Nummerierung der Zeilen in A, :

ainAj;[n'] = Aln] fir m € &,,(7).

Also haben wir als Teilsumme:
2(i) = ain Det(Agj).

O

Beispiel 6.7.2.

3 2 1

A=[0 1 2|, Det(d)=15

4 -2 =3
Entwicklung nach der ersten Spalte:

1 2 2 1 2 1

Det(A) = 3Det <_2 _3> — 0Det <_2 _3) + 4 Det (1 2)
=3.(+1)—0-(—4) +4-3=15.

6.8 Adjunkte einer Matrix
Fir ein A = (a;5) = (a1,...,a,) € Mat, »(K) betrachten wir nun die Determinanten der Streichungsmatri-

zen, also o

af; == (—1)"" Det(AY,),
wobei wir die Indizes vertauscht haben und ein Vorzeichen wie im Laplaceschen Entwicklungssatz gesetzt
haben.
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6.8. Adjunkte einer Matrix

Definition 6.8.1. Die Zahl aZ? heifit Kofaktor von A an der Stelle (4, 7). Die Matrix der Kofaktoren

A* = (af, = ((—1)"" Det(AL,))

)

heiBt Adjunkte! von A. Im Falle n = 1 setzt man fiir A = (a11) dann a¥, = 1, 4% = (1) = 1.

Lemma 6.8.2.

af; = Det(al, e Q15,65 Qi Ty, Ay ,an).
Beweis. Man entwickle die Determinante Det(aq, ..., a;—1,€j, @it1, - --,a;, . - ., ay) mit Laplace nach der i-
ten Spalte. O

Wir haben eine Funktion
O : Mat,, ,(K) — Mat,, ,(K).

Sie ist nicht linear.
Lemma 6.8.3. Fir die Adjunkte gelten folgende Rechenregeln:
1) 1# =1, 0% = 0.
2) (NA)# = \n—1A%,
3) (A-B)#* = B¥ . A%,
4) (A=Y)# = (A")~! fiir invertierbares A.
5) (AT)# = (A%)T.
Lemma 6.8.4. (i) (A#)# = Det(A)""2A, fiirn > 2.
(ii) Det(A#) = Det(A)"~!, firn > 1.

Beweis. Ubung. O

Wir kommen nun zu folgenden Entwicklungssétzen.

Satz 6.8.5.
A* . A= A. A% =Det(A) - 1.

Beweis. Wir schreiben die Matrizengleichung
B = A# A= (sz)
fiir jede Stelle (i, 7) aus:

n n
_ # _
bij = E aliag; = ai; Det(ai, ..., ai—1,€;,a;,...,05,...,0y)
k=1 k=1

n

= Det(al, ey @i, E A€y Qjqly vy @jyen. 7(Zn)
k=1
——
=a;
= Det(al, .. .,ai_l,ﬁ,ai_,_l,. cey Ay .,an)

wegen der Linearitdt der Determinante. Aber diese letzte Determinante ist null fiir ¢ # j, und sie ist = Det(A)
fiir ¢ = j. Also ist B = Det(A)1.
Die zweite Gleichung beweist man entsprechend. O

Bemerkung 6.8.6. Die Gleichung A - A# = Det(A) - 1 an der Stelle i = j bzw. aus A# - A = Det(A) -1 an
der Stelle j = 7 ist der Lapacesche Entwicklungssatz.

INicht zu verwechseln mit der spéater noch kommenden Adjungierten.
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6.9. Spezielle lineare Gruppe

Berechnung der Inversen einer Matrix

Satz 6.8.7. Fir ein invertierbares A gilt

A~' = Det(A)~! - A*,

Beweis. Folgt sofort aus der Gleichung A% - A = Det(A) - 1. O

Beispiel 6.8.8.
a b
A:(c d)’ D=ad—-bc#0

A =d aﬁ:—i—d
Ay =c afy = —b A_1_1<d —b)
Ay =b af, = —c D \-¢c a
A =a aiz—&—a

6.9 Spezielle lineare Gruppe

Nach dem Produktsatz fiir Determinanten ist

Det: GL,(K) — K*=K\{0}
N N
Mat, ,(K) — K

nach Einschrinkung auf die allgemeine lineare Gruppe GL,,(K) bzw. die multiplikative Untergruppe K* ein
Homomorphismus; beide Abbildungen sind surjektiv.

Definition 6.9.1. Die Untergruppe
SL,(K) = ker(Det) = {A € GL,(K) | Det(4) =1}
heifit (n-te) spezielle lineare Gruppe tiber K. Und
SLg(V) = {f € Autg(V) | Det(f) = 1}
heiflt spezielle lineare Gruppe von V fiir endlich-dimensionale V.

Bemerkung 6.9.2. 1) SL,(K) ist normal in GL,(K) und GL,(K)/SL,(K) = K*. Hier ist K* tiber den
Schnitt

nicht nur Quotientengruppe, sondern auch Untergruppe von GL, (K).

2) Isomorphismen:

GL(V) _=> GL,(K)
Ly
Ul Ul

SL(V) =" SL,(K)

Beispiel 6.9.3. 1) Drehungen

<cos a —sina

. 0<a<2nr.
sin a cosoz)7 - =

Det(A) = cos? a +sin? a = 1, also A € SLy(R).
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6.10. Orientierung reeller Vektorraume

2) Elementarmatrizen E;;(\)

Det(Ei;(A))
Det(Eij (/\))

1 fiir i # j,
1 fiir \ = 1.

3) Scherungen(Transvektionen)

A= <é ;’) . Det(4) =1

€2

‘k// 2777 /27 x¢ 7777

10755407 1208007

70000050 12555007

1000000 0050007

5005008 12055000,

10000005 15055007

10055007 /20550057

100550050 5 0050000

P P

\JEI L/ o AEJ

4) Streckungen A # 0

ST
| % €1
AN
555005 y G 77777
A, A
55500553 0550005005545
425255%% 42925555057
1000000 000005550000
A —_— 2225225500042
2 »
K/CQ \\ ‘Aeq

5) Nicht-Beispiel: Spiegelung

A— —CQSa —sina) _ C(.)SOé —sin -1 0 7 Det(A) = —1
—sin« COS (v sin « cos 0 1

Y AR
7777777
eq (17227777

6.10 Orientierung reeller Vektorraume

Fiir den Korper K = R haben wir die besondere Situation, dass R* = R ~\ {0} aus zwei Zusammenhangs-
komponenten besteht (im Gegensatz zu C* = C ~\ {0}):

GL(R) 25 R\ 0 = Rsg URL.

Hier ist R+ eine Untergruppe von R*, wihrend R eine Nebenklasse (—1)Rsg = R ist.
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6.10. Orientierung reeller Vektorrdume

Definition 6.10.1. Die Untergruppe

GL/(R) =Det '(Rsg) ={A¢€ GL,(R)|Det(A) > 0}
bzw. GL(V) =Det '(Rso) = {f € Aut(V) |Det(f) >0}

heilen positive lineare Gruppe iber R bzw. von V.

Bemerkung 6.10.2. (1) Da M = Mat,, ,(R) = R™ ist, wissen wir, was eine offene/abgeschlossene Teil-

(2)
3)

100

menge von Mat, ,(R) ist, was eine stetige Kurve A(t) von Matrizen ist und was eine stetige Funktion
auf Mat,, ,, (R) ist.

Det : Mat,, ,(R) — R ist stetig, also ist GL,(R) = Det™! (R URg) offen in Mat,, ,,(R).
GL,,(R) besteht aus zwei disjunkten, offenen Teilen:
e GL(R) = Det™*(]0, 00[) ist Untergruppe
e GL, (R) = Det™*(]—o0,0[) ist eine Nebenklasse, aber keine Untergruppe.
GL, (R)=S-GL!(R)={S-A| AcGL}!(R)},

S =D(-1,1,...,1) eine Spiegelung.
Sei A* € GL(R), A~ € GL,, (R). Es gibt keine stetige Kurve (Schar, Weg)
A:[0,1] — GL,(R) mit A(0) = AT, A(1) = A".

Weil die Determinante stetig ist (denn sie ist ein Polynome vom Grad n? Eintrigen der Matrix), hitten
wir eine stetige Funktion
¢ =DetoA:[0,1] — GL, — R -0

mit ¢(0) > 0 und ¢(1) < 0; diese miisste nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle haben. (Man sagt:
GL,(R) ist nicht wegzusammenhéngend.)

Beide Teile GL;} (R) und GL,, (R) sind wegzusammenhingend: wir zeigen, dass jedes A € GL (R) bzw.
A € GL;, (R) stetig nach S =1 = D(1,...,1) bzw. nach S = D(—1,1,...,1) bewegt werden kann.
Dazusei A = E; ;, (M) ...  Eij,(As), A1,...,As # 0, eine Produktdarstellung von A durch Elementar-
matrizen.

e Fiir ein F;;(\) mit i # j nehmen wir den Weg
eiy(t) = Eig(1 = t)X);

ij
er verlduft ganz in GL;} R wegen Det(;(t)) = +1 und von £75(0) = E;;()) nach &}5(1) = E;;(0) = 1.
e Fiir ein E;;(\) (also ¢ = j) miissen wir vorsichtiger wéhlen: ist A > 0, so setzen wir

EN(t) = Byt + (L —t))),
und ist A < 0, setzen wir

W) = Bt + (1),
Der Weg &3 (t) verlduft ganz in GL (R) fiir A > 0, und ganz in GL;, (R) fiir A < 0; und er verliuft
von £2(0) = E;(A\) nach £)(1) = E;(+1) = D(1,1,...,1) = 1 fiir A > 0 und fiir A < 0 von
£(0) = Eyi(X\) nach £)(1) = D(1,...,1,-1,1,...,1).
Nun miissen wir - nur im Falle 4 = j und A < 0 - noch Drehungen d12(¢) - d23(¢) - ... - di—1,:(t)
nachschalten (um die —1 an die erste Stelle wie in S zu schaffen): Wir setzen also

kE—1 k

k-1 cos(mt) — sin(7t)

e sin(7t) cos(mt)




6.10. Orientierung reeller Vektorraume

und dann
Xt) :=ENt) fiir A>0

E;\i(t) = (51,2(t) s 6i71,i(t)é;‘\i(t> fir A <0

Weil die Drehmatrizen alle Det(dx_1 1 (t)) = +1 haben, ist €} (t) ein Weg in GL,, (R) und geht von
eX(0) = Ei;(\) nach e (t) = D(—1,1,...,1) = S.
Nach dieser Vorbereitung definieren wir unseren Weg als

Aty =M (t)-e2 (1) -...-e)= (), 0<t<1.

1171 122 is]s

Das ist ein stetiger Weg von A(0) = A nach A(1). Um dieses zu bestimmen, erinnern wir uns:

Det(A(t) = [ t+@—t)x) J] (—t+ @ —t)A).
ik=Jk =]k
A >0 AL <0
Det(A(t)) ist also (fur alle ¢) positiv (negativ), wenn die Anzahl der A\, < 0 mit i, = ji gerade
(ungerade) ist. Also ist

D(A(1)) = §' = {IL, I gerade

S, [ ungerade.

(6) Weil C* = C \ 0 wegzusammenhéngend ist, kannn man wie in (5) zeigen, dass ganz GL,,(C) wegzusam-
menhéngend ist: man muss die Wege ¢ + (1 — )\ von A (fiir ¢ = 0) nach +1 (fiir ¢ = 1) nur geschickter
withlen, wenn A\ (wie z.B. fur A5 im Bild) auf der negativen Halbachse liegt:

A6
A3

Orientierung

Definition 6.10.3. Es sei V ein reeller Vektorraum der Dimension n. Auf der Menge B(V) aller geordneter
Basen B = (by,...,b,) von V fithren wir eine Aquivalenzrelation ein:

B ~B = Det(Qupr5) = Det( My (idy)) = Det(Pagrs) > 0.

Hier ist Qg also die Basiswechselmatrix; und ® = ®grgs : V' — V ist definiert durch ®(b;) = b} (i =
1,...,n).
Wir nennen dquivalente Basen gleichorientiert; eine Aquivalenzklasse nennen wir eine Orientierung von V.

Es gibt fir V' genau zwei Orientierungen: ist 8 = (by,...,b,) ein Reprisentant der einen Orientierung, so
ist B’ = (=by,ba,...,b,) ein Reprisentant der anderen.

Beispiel 6.10.4. 1) V =R

by b}
0 0
Lpositiv* ,hegativ
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6.11. Volumenmessung im R”

2) V =R2

\ /
by —h

»positiv¥ Lnegativ®

3) V =R3 (Rechte-Hand-Regel)

»positiv¥

6.11 Volumenmessung im R"

Eine wichtige Anwendung der Determinante ist die Volumenmessung in reellen Vektorrdumen.

Definition 6.11.1. Es seien n + 1 Punkte (als Ortsvektoren) ag, a1, ...,a, € R™ gegeben. Als ihre konveze
Hiille oder Spat bezeichnet man die Menge

Spat(ag,ai,...,a,) = {sz)\iaiH)g)\i < 1,)\0+...—|—)\n:1}.

i=1
Die Ao, ..., A, nennt man die baryzentrischen Koordinaten von z in Bezug auf ag, ..., a,.

Beispiel 6.11.2. en=1

ao al
en=2
asz
Ao =0 /.;;;/ A1 =0 degeneriert
1055025500550057
ai A2 =0 ag a1 az ag
o n=23
as
degeneriert
as as as
a ai
ao ao
Definition 6.11.3. Das Volumen eines von ag, aq, ..., a, € R™ aufgespannten Spats ist
1
vol(ag, a1, ..., a,) = I |Det(a; — ag, ..., an — ao)|
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6.11. Volumenmessung im R"

Beispiel 6.11.4. en=2

e Scherungsinvarianz: Prinzip des Cavaliersi.

e vol(0,eq,...,e,) = % fiir die Standardeinheitsvektoren e;.
Lemma 6.11.5. Ist Spat(ag,ay,...,a,) in einem affinen Unterraum A der Dimension d < n enthalten, so
ist vol(ag,ay,...,an) =0.
Beweis. In diesem ,degenerierten“ Fall sind die Vektoren ay — ay, ..., a, — ap nicht linear unabhéngig; also
ist die Determinante = 0. O

Lemma 6.11.6 (Translationsinvarianz). Fir alle b € R™ gilt
vol(b + ag,b+ ay,...,b+ a,) = vol(ag, a,...,ay,).
Lemma 6.11.7 (Streckungsmultiplikativitét).

vol(ag, ..., A4, ... a,) = [N vol(ag, ..., a;, ... an),
vol(Aag, ..., Aay) = |A\|" vol(ag, . .., an).

Lemma 6.11.8 (Permutationsinvarianz). Fir jedes o € &,41 = Sym({0,1,...,n}):

VOl(aG(O), Ao(1)y -+ ,aa(n)) = VOl(ao, A1y eny an).

Satz 6.11.9. Fir eine affine Abbildung ¢ = f + b : R™ — R™ mit linearem Anteil f € Homg(R™,R™) und
Translationsanteil b € R™ gilt:

vol(¢(ao), -, p(an)) = | Det(f)| vol(ag, . . -, an)

Beweis. Nach Lemma 6.11.6 brauchen wir nur ¢ = f zu betrachten. Dann ist

vol(f(ao), f(a1),-- -, f(an)) = % [Det(f(a1) = f(ao),- -, flan) = f(ao))|

— % [Det(f(a1 — ao), f(az — ag), - .., flan — aog))|

1
] |Det(f) Det(ay — ag,az — ag, ..., an — ao)|

|Det(f)| vol(ag, ai,...,an).
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Volumenmessung in einem reellen Vektorraum
Man kann in einem reellen Vektorraum V keine absolute Volumenmessung durchfithren, sondern nur relativ
zu einer Basis B = (by,...,by,):
volg (ag, a, ..., ap,) := %| Det(f)]
fir ag,a1,...,a, € Vund f:V — V ist bestimmt durch f(b;) :=a; —ap firi=1,...,n.
Beispiel 6.11.10. 1) V =R" B = (ey,...,e,) Standardbasis: volg = vol.
2) V unnd B beliebig: volg(0,b1,...,b,) = .
3) V unnd B beliebig:

B = (by,...,\bj, ..., by): volg: = Avolg
B/:(bl,...,bi+bj7...,bj7...7bn)Z VOIB/:VOIB
B/ = (617"'3bi—17bj7'"7bj—17bi7"'7b'n.) : VOIB/ :VOIB

Satz 6.11.11. Sei V' ein reeller Vektorraum und B = (by,...,b,) eine Basis.
(i) volg(ag,as,...,a,) =0 genau dann, wenn dim(Span(a; — ag,...,a, —ag)) < n.

(ii) volg(p(ag),(al),...,¢(a,)) = |Det(f)|volg(ag,...,a,) fir jede affine Abbidung p = f+b, f:V =V
linear und b € V.

(iii) volg: = | Det(Qp/p)| volg fiir zwei Basen B und B', wobei Qpp = Mpg(idy) die Basiswechselmatriz
ist.
Beweis. Folgt aus Satz 6.11.9 O

6.12 Unterdeterminanten

Die Determinante einer n x n-Matrix A = (a;;) gibt uns nur Auskunft, ob der Rang maximal ist oder nicht:
rg(A) =n <= Det(A) # 0.

Den Rang selbst knnen wir aber durch sogenannte Unterdeterminanten ermitteln. Die Streichungsmatrizen
Al ; Im Laplaceschen Entwicklungssatz fiihrten zu den Kofaktoren
= (<1 Det(4})
al; = et(A3;).
Diese Kofaktoren sind Beispiele fiir Unterdeterminanten. Allgemeiner sei I C n = {1,...,n} eine Teilmenge
mit [I| =pund I’ =n ~ 1. Sei J C m und ebenfalls |J| = p. Hier kann 0 < p < n,m sein. Dann definieren
wir fiir eine n x m-Matrix A die Untermatriz

A, ,— bur die Zeilen ¢ mit i € I,
L7 = und nur die Spaltenj mit j € J.

Ihre Determinante Det( Ay, ;) nennt man eine p-reihige Unterdeterminante. Als Streichungsmatrizen bezeich-
nen wir Untermatrizen

A/I7J - AI/7J/.
Fiir ein Paar (I, J) definiert man als Signum
P P P
sign(Z, J) := (—1)° mit s = Z(ik -1+ Z(jk -1)= Z(ik + Jk)
k=1 k=1 k=1
wenn I = {i1,...,ip},J = {Jj1,...,Jp}; denn man braucht s Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen, um die
Matrix (@1, ..., Qi —1,€jy5 - - s Qig—1, €jys - - - , @p) in die Blockmatrix

Ar ;10
0 *
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zu verwandeln.
Man hat nun einen verallgemeinerten

Satz 6.12.1 (Allgemeiner Satz von Laplace). Es sei A eine quadratische n x n-Matriz.

(i) Fir festes I Cn mit |I| = p gilt:

Det(A) = > sign(I, K) Det(As k) Det(Af ).
KCn
|K|=p

(ii) Fir festes J C n mit |J| = p gilt:

Det(A) = > sign(K,.J) Det(Ag, ;) Det(Al ;).
KCn
|K|=p

Bemerkung 6.12.2. Fiir p = 1 erhalten wir den einfachen Satz von Laplace.

Fiir eine quadratische Matrix A folgt natiirlich sofort: fiir jedes p = 1,2,...,n = rg(A4) gibt es mindestens
eine p-reihige Unterdeterminante Det(Ay s), die nicht verschwindet. Es gilt allgemein:

Satz 6.12.3. Fir eine m X n-Matriz A sind dquivalent:

(i) p <rg(A)

(ii) Es gibt eine p-reihige Unterdeterminante, die nicht null ist.

Beweis. Hat A = (ay,...,a,) den Rang rg(A) = r, so kann man aus den Spalten r linear unabhingige
aj,,--.,a; auswihlen; jeweils p dieser Spalten sind auch linear unabhéngig. Wir wahlen J C {j1,...,J}
mit |J]| = p.

Nun ist der Zeilenrang der (m x p)-Matrix A= Ay, natiirlich genau p. Also kénnen wir p linear unabhéngige
Zeilen I C m, |I| = p, auswéhlen. Dann ist Ay ; eine p x p-Untermatrix mit Rang p, also Det(A; ;) #0. O
Man tiibertragt diesen Satz auf den Rang einer linearen Abbildung;:
Satz 6.12.4. Fir eine lineare Abbildung f :V — W sind dquivalent:

(i) p <rg(f) = dim(im(f))

(ii) Es gibt einen p-dimensionalen Unterraum V! C V und einen p-dimensionalen Quotientenraum W von
W, so dass F' = wo f oi ein Isomorphismus ist.

V—sW
Vs W

(Hierbei ist i:V'——V die Inklusion, und m: W ——s= W die Projektion.)
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7 Eigenwerte und Eigenvektoren

7.1 Invariante Unterraume

Bei einer linearen Abbildung f : V' — V interessiert uns, ob sie (aufler der Null) Fixpunkte hat. Etwas
allgemeiner will man wissen, ob sie eine Gerade invariant lasst:
Gibt es v # 0 und A € K mit

fw)y=x ?

Diese Gleichung nennt man FEigenwertgleichung, wie sie uns z.B. bei der Google-Matrix (siehe Einleitung)
begegnet ist; man nennt v einen Figenvektor und X\ einen Eigenwert.

Wihlt man nun eine Basis B = (b1, b, . . ., by,), welche mit b; = v beginnt, so ist

Ist nicht nur U; = Span(v) = Span(b;) invariant, sondern auch der komplementidre Unterraum U =
Span(bs, ..., by, ), so hat M sogar die Gestalt

A0
M = .
Nun kénnte man einen Eigenvektor in U’ suchen, usw. Konnte man so n linear unabhéngige Eigenvektoren

finden? Dann hétte M sogar Diagonalgestalt

A1 0

und alles ware sehr einfach.

7.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir betrachten die Eigenwertgleichung genauer.

Definition 7.2.1. Es sei f : V — V ein Endomorphismus.

1) Ein Skalar A € K heifit Figenwert von f, falls es ein v € V,v # 0 gibt mit f(v) = Av.

2) Ein Vektor v € V,v # 0 heifit Eigenvektor von f, wenn es ein A € K gibt mit f(v) = v.

Die Menge der Eigenwerte heifit Spektrum von f und wird mit Spek(f) bezeichnet; fiir einen Eigenwert A ist

Eigy(f) = {v e V| f(v) = v}
der Figenraum von f zu A und dim Eig, (f) heifit seine Vielfachheit.

Fiir eine Matrix A € Mat,, ,,(K) seien die Begriffe Eigenwert, Eigenvektor und Eigenraum analog definiert,
also fir V=K", f =Ty : K" =5 K", f(z) = Ax.
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7.2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Bemerkung 7.2.2. (1) Falls dimg V' < oo, sehen wir sofort:

Eig,(f) = {X € K| f — Aidy nicht invertierbar}.

Falls dimg V' < oo ist, ist ,nicht invertierbar® &dquivalent zu ,nicht injektiv®; aber fiir dimg V' = oo it
dies anders. Deshalb nennt man fiir dimg V' = oo die Menge {A € K | f — Aidy nicht invertierbar} das
Spektrum von f und bezeichnet die kleinere Menge mit ,nicht injektiv* anstelle von ,nicht-invertierbar

dann als die Eigenwerte.
(2) Eigy(f) =ker(f — Aidy) # 0 fiir ein A € Spek(f) und die Eigenrdume sind Untervektorrdume.
3)
0 € Spek(f) <= f nicht injektiv
1 € Spek(f) < Fix(f) #0

(4) Eig,\(f) NEig,(f) =0, falls A\, u € Spek(f), A # p; dies ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.

Satz 7.2.3. Sind vy,...,v, Eigenvektoren von f:V — V zu jeweils verschiedenen Eigenwerten A1, ...

so sind sie linear-unabhdngig.

Beweis. Fur k =1 ist die Aussage richtig, weil ein Eigenvektor immer # 0 ist.
Sei k > 2 und es sei

a1v1 + aovg + ...+ agpvr =0
eine Relation. Wir multiplizieren (7.1) mit Ay und erhalten
AeQ1U1 + Apagvg + ...+ Apagvg = 0,
und wir wenden f auf (7.1) an und erhalten
Q1A V1 + oo + ...+ ap v = 0.
Die Differenz (7.2) — (7.3) ist eine Relation zwischen den wvs, ..., vg:

(>\k — )\1)0&1’[11 + (>\k — /\2)0421) —24+...+ (/\k — )\k_l)ak_lvk =0.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt: (A — A\j)a; = 0 fir ¢ = 1,...,k — 1. Wegen A\p # \; folgt a; = 0 fur

i=1,...,k—1; und dies in (7.1) eingesetzt ergibt auch ay = 0.

O

Korollar 7.2.4. FEine lineare Abbildung f : V — V besitzt hichstens n = dimg V' verschiedene Figenwerte.

Ist | Spek(f)| = k, so gibt es einen f-invarianten Unterraum der Dimension k

Beispiel 7.2.5. 1)

f=idy Spek(f) = {1} Eig,(f) =V
f=0 Spek(f) = {0} Eigy(f) =V
2)
f=—idy Spek(f) = {-1} Eig_,(f)=V (Spiegelung am Nullpunkt)
f=\idy Spek(f) = {\} Eig\(f) =V
3)

f = Spiegelung an einer Geraden im R"

flxy,. ... zn) = (—21, 22, ..., 2p)

Spek(f) = {+1}  Eigy,(f) =Span(z1)  Eig_,(f) = Span(zz, ..., zn)
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4) Eine lineare Abbildung kann auch keine Eigenwerte haben:

_ (cosa sinoz) ’ Spek(A) — 0

sin o COSs &

5)
A1 0
A=D[M,..., ] = Diagonalmatrix
0 An
Spek(A) = {A1,..., A} Eigy, (A) = Span({e; | A\; = A\i}).
6)
A = E;;(\), Elementarmatrix (i # j)
Spek(4) = {1} Tig, (A) = Span({ex | b £ j})
7)
A = P;; Permutationsmatrix Spek(A) = {x1}
Eig,,(A) = Span({ex [ k #i,j} U{e; +¢;})  Eig ,(A) = Span({e; — ¢;})
N /fj itej
F\\ \|Ci
. 4
fix N
A = P(123) Permutationsmatrix fiir den 3-Zykel (123) € &3
er+ext+e3=w
o Span(w) = Fix(A) = Eig, (4)
e auf Span(w)*t: Drehung um 120°
8)

a b a 0\ (/1 0\ /1 ¢
A‘(o d)_<0 1) (0 d)(() 1) a#0
(A ——
Streckungen Scherung

€2

a#d: Eig,(A) = Span(ey), dim Eig,(A4) = 1;
a=dund b#0: Eig,(A) = Span(ey);
a=dund b=0: Eig,(A) = K2
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Lemma 7.2.6. (a) Ist v Eigenvektor von [ zum FEigenwert A, so ist v auch Eigenvektor von af zum FEi-
genwert aX (a € K):

Eig, (f) C Eig, (af).

(b) Ist v Eigenvektor von [ zum Eigenwert X, so ist v auch Eigenvektor von f% zum FEigenwert A (¢ € N):

Eig, (f) € Eigya (f).
Fiir invertierbares f gilt Eig, (f) = Bigy-1(4-1).

(c) Ist v Eigenvektor von fi zum Eigenwert A1 und ebenso Eigenvektor von fo zum Eigenwert Ao, so ist v
auch Eigenvektor von f1 + fo zum FEigenwert A1 + Ao

Eigy, (f1) NEig,, (f2) € Eigy, 42, (f1 + f2).

(d) Istv Eigenvektor von f zum Eigenwert X, so ist v auch Figenvektor von p(f) := agidy +a1f+.. . +aqf?
zum Eigenwert p(A) := ag + a1 A + ... + agA? (o, ..., a4 € K):

Eig, (f) C Eig,\ (p(f))

Beweits. Kklar. O

Lemma 7.2.7. Sei f € Endx(V), ¢ € Autg(V).
i) f':=po foe ! und f haben die gleichen Eigenwerte:

Spek(p o f o ") = Spek(f).

it) Ist v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert \, so ist v’ := p(v) Eigenvektor von [’ zum FEigenwert \:

¢(Eigy(f)) = Eigy(po fop™).

Beweis. Beide Behauptungen folgen aus der Rechnung

(o fop™)(p(v) =w(f(v) = p(Av) = Xp(v)

fir v € Eig, (f). O

Lemma 7.2.8. Fir zwei f,g € Endg(V) gilt:

i) fogundgo f haben dieselben Eigenwerte:

Spek(f o g) = Spek(g o f).

it) Ist v Eigenvektor von f o g zum Figenwert X\, so ist v/ = g(v) Eigenvektor von g o f zum FEigenwert A

(falls g(v) # 0):

g(Eig,(f o g)) € Eigy(go f), f(Eigy(go f)) CEigy(fog)

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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7.3 Charakteristisches Polynom

Wie findet man alle Eigenwerte eines Endomorphismus f: V — V?

A ist Eigenwert <= es gibt v € V . 0 mit f(v) = lv
<= esgibtve V~0mit (f —Aidy)(v) =0
< ker(f — Aidy) #0
<= f — Aidy nicht invertierbar
<= Det(f — Xidy) = 0.

Wir haben fir festes f eine Funktion
K—K, A+ Det(f—Aidy)
mit Nullstellenmenge CPJIl(O) = Spek(f).

Definition 7.3.1. CPy(t) := Det(f — tidy) heiBit charakteristisches Polynom von f. Fiir eine Matrix
A € Mat,, ,,(K) ist entsprechend

ajp —t a2 ce A1n
a1 ago — t N aon,
CPA(t) = Det(A — t1) = Det
Un1 An2 cee Qpp —t

Nach Leibniz-Formel ist dies (bei festem f bzw. A bzw. allen a;;) ein Polynom in ¢ vom Grad n:

CPf(t) = H Sign(ﬂ)&lﬂr(l) o an,ﬂ(n)v
€S,

mit CNLU = A4y, falls 4 7é j, und gL” = Qj; — t.
Beispiel 7.3.2.
(1) Fiir die Nullfunktion f =0 ist

CPo(t) = (~1)™",  Spek(0) = {0}.

(2) Fir die Identitat f = idy ist

CPiay () = (1 =1)",  Spek(idy) = {1}.

(3) Fiir eine Diagonalmatrix D = D[Ay,..., \,] ist

n

CPp(t) =[N =), Spek(4) = {A1,..., \n}.

i=1

(4) Fiir eine Elementarmatrix A = E;;(\), ¢ # j ist

CP4(t)=(1—1)",,  Spek(A) = {1}.
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(5) Fiir eine Permutationsmatrix A = P;; fiir eine Transposition o = (ij) ist

1-1¢
-t 0 0 1
0 1-t¢ 0
CPA(t) = Det
0 1-¢t O
1 0 0 —1
1-1¢
1-t¢
—t 1
1 —t 0
= Det 1—t = (2 =1)(1—t)"2,
0 .
1-1¢
Spek(A) = {£1}.
(6) Fiir eine Drehung A = <c9sa —om a) um Winkel « ist
sinae cosa
CPA(t) =1 —2cos(a)t + t%
U a0,
Spek(A) e {]_} a=0
{-1} a=n
(7) Fiir eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix
)\1 * )\1 0
A= bzw. A= ist
0 An * An

CPA(t) = [J(Ni—1),  Spek(A) ={\1,..., An}

i=1
(8) A € GL,(R), n = 1,3,5,... ungerade. Dann hat CP,4(¢) mindestens eine Nullstelle und somit ist
Spek(A) # 0.
a b
o a=(2 1)

CPA(t)=(a—t)(d—1t) —bc=1t*>— (a+d) t+ (ad — bc)

~——
— Spur(A) Det(A)

Wir sehen, dass die Berechnung des charakteristischen Polynomes nicht ganz einfach ist; es gibt weniger Re-
chenregel als fiir die Determinante (man versuche einmal, den Laplaceschen Entwicklungssatz anzuwenden).
Insbesondere ist CP4(¢) nicht ,trivial“, d.h. nicht das Nullpolynom oder ein konstantes Polynome, wenn
rg(A) < n ist.

. . (A B , (A O .
Satz 7.3.3. Fiir eine Blockmatriz M = (0 C’> bzw. M’ = <C’ D> qgilt

CPu(t) = CPA(t) - CPo(t)  bew,
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Beweis. M — t1 bzw. M’ — t1 hat Blockgestalt A=t B bzw. (A —i

0 C—1l c D E t11>’ und so folgt
die Behauptung aus dem entsprechenden Ergebnis fiir die Determinante. O

Satz 7.3.4. Fiir zwei n x n-Matrizen A, B gilt:

CPup(t) = CPpa(t).

Beweis. Wir haben

—t1 A\ (1 A\ [(-t1+AB 0

o —-1)\B )~ -B -
1 A\ [(—t1 A\ [—t1 0

B t1)\ 0 —1)" \~tB BA-t1)"

Nach dem Produktsatz fiir Determinanten (also Det(AB) = Det(BA)) und Satz 7.3.3 folgt

und andersherum

CPAB(—t)n = (—t)n CPBA(t),

also die Behauptung. O

Satz 7.3.5. Ahnliche Matrizen haben gleiches charakteristisches Polynom: Fir A € Mat,, ,(K) und Q €
GL,,(K) gilt

Beweis. Dies folgt sofort aus vorigem Satz. Man kann aber auch direkt nachrechnen:
QA 11 =QAQ - Q-1 - Q7 = QA —t1)Q 7,

und benutzen, dass dhnliche Matrizen die gleiche Determinante haben. O

Wir notieren noch

Satz 7.3.6. (Z) CPAT = CPA(t).

(ii) CPxa(t) = A" CP4(%) fiir X # 0.

Beweis. Fiir (i) rechnet man nach
AT —tl =AT — 1T =(A—t1)"

und benutzt Det(M ") = Det(M). Fiir (ii) rechnet man

t
und benutzt Det(AM) = A" Det(M). O
Korollar 7.3.7. Fir eine schiefsymmetrische Matriz A = —AT gilt: Ist n gerade bzw. ungerade, so ist

CP4(t) ein gerades Polynom CP4(—t) = CP4(t) bzw. ein ungerades Polynom CP 4(—t) = — CP4(t).
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Koeffizienten des charakteristischen Polynoms

Betrachten wir nun das charakteristische Polynom genauer: Es seien ¢;(A4) € K die Koeffizienten des cha-
rakteristischen Polynoms:

CPA(t) = co(A) + (At + ...+ 1 (A" 4 ¢, (A"
Aus der Definition und Leibniz-Formel folgt sofort
(1) co(A) = Det(A) (setze t =0).
(2) cp(A) = (—1)™ (nach Ausmultiplizieren) und somit insbesondere grad CP 4(¢t) = n.

Wir kennen noch einen weiteren Koeflizienten:

Proposition 7.3.8. ¢,_1(A) = (—1)"~! Spur(A4).

Beweis. In der Leibniz-Formel fiir Det(A — t1) erreicht nur der Term fir # = 1 € &,, den Grad n fir die
Unbekannte ¢:

a(l) = (a1 —t)(aze —t) - ... (ann — t),

denn fehlt in einem a(n) ein Diagonalterm a;; — ¢ mit ¢ # j (z.B. j = 7(4)). Also ist

CP4(t) = a(m) + Z sign(m
T#l

P(t)
mit grad(P(t)) < n — 2. Also trigt P(t) nichts zum Koeffizienten c¢,_1(A4) und ¢,(A4) = (—1)" bei, und

cn—1(A) ist der (n — 1)-te Koeffizient von @(1). Durch Ausmultiplizieren erhéilt man

a(1) = (=1)"t"(=1)""Ya11 + aga + ... + @pp)t" " + niedere Terme.

Satz 7.3.9. Firk=0,1,...,n gilt:
(i) ck(QAQT) = ci(A).
(ii) cx(AB) = cx(BA).
(iii) cx(AT) = (A)
(iv) ex(AA) = A" e (4)
o ey f;) Yy (A (D).

Gibt es Formeln fiir die anderen Koeffizienten ¢ (A), wie fiir k = 0,n — 1,n?

Bemerkung 7.3.10. (1) Wir haben jetzt schon 6fter einer Matrix A € Mat,, ,,(K) oder einem Endomor-
phismus f € End(V) eine ,,Grofle* zugeordnet, d.h. eine natiirliche Zahl, oder ein Polynom. Beispiele
hierfiir waren

Man nennt eine solche ,,GréBe” eine Ahnlichkeitsinvariante, wenn sie sich beim Ubergang von A zu einer
shnlichen Matrix A’ = BAB~! nicht dndert. Die obigen ,,Gré8en“ sind allesamt Beispiele fiir Ahnlich-
keitsinvarianten. Nicht nur Det und Spur, sondern alle Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
sind Ahnlichkeitsinvarianten.
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(2) Wir haben zwar das charakteristische Polynom CP 4(t) als Funktion K — K eingefiihrt; aber es ist fiir
viele Zwecke besser, es als formalen Ausdruck zu betrachten:

p(t) = po + pit + pot® + ...+ put™

Solche Ausdriicke kann man addieren (koeflizientenweise), mit einem Skalar o € K skalieren (koef-
fizientenweise), und multiplizieren (durch distributives Ausmultiplizieren und Zusammenfassen durch
th ! = tk*+1), In dieser Auffassung, also in K[t] sind zwei Polynome genau dann gleich, wenn ihre
Koeffizienten gleich sind. Fiir K = Q, K = R oder K = C ist zwischen den beiden Auffassungen kein
Unterschied.

Beispiel 7.3.11. Beispiele fiir verschiedene Korper
A=(0 —-1//1 0), CPa(t)=t>+1.

Eig;(A) = Span <(_I>) cc?,

Eig_,(A) = Span ((f)) cc?,

K=TF;| Spek(4)={1}

Fig, (A) = Span (G)) ,

K=TF;| Spek(4)=20

7.4 Diagonalisierbarkeit

Definition 7.4.1. (i) Eine Matrix A € Mat,, ,,(K) heiit diagonalisierbar, falls A zu einer Diagonalmatrix
ahnlich ist; d.h. es gibt ein Q € GL,(K), so dass

A1
QAQ 1= A" =

fiir gewisse Aq,..., A\, € K.
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7.4. Diagonalisierbarkeit

(ii) Ein Endomorphismus f € End(V') heiit diagonalisierbar, falls es eine Basis B von V' gibt, so welcher f
als Diagonalmatrix dargestellt wird, d.h. A’ = Mgp(f) ist eine Diagonalmatrix Diag(A1, ..., \,).

Bemerkung 7.4.2.

1. Offenbar ist f genau dann diagonalisierbar, wenn A = Mp g/ (f) fiir irgendeine Basis B’ diagonalisierbar
ist; und A ist genau dann diagonalisierbar, wenn f = Lp/p/(A) fiir irgendeine Basis B’ diagonalisierbar
ist.

2. In (i) sind Aq,...,\, die Eigenwerte von QAQ~!, und wegen Lemma 7.2.7(i) auch die von A. Der
Standardeinheitsvektor e; ist Eigenvektor von QAQ~! zum Eigenwert \; also ist nach Lemma 7.2.7(ii)
dann Q~te; Eigenvektor von A zu . Also:

a) Spek(A) = {A1,..., A\ }.
b) Eig,(A) = Span({Q~te; | \; = A}), X € Spek(A).

In (ii) sind die Aq, ..., A, die Eigenwerte und die Basisvektoren by, ..., b, sind Eigenvektoren, genauer
ist b; Eigenvektor zu A\; und

a) Spek(f) = {>‘1a ey )\n}v
b) Eig,(f) = Span({b; | \i = A}), A € Spek(f).

Was sind die Vorteile, wenn man eine Matrix oder einen Endomorphismus diagonalisieren kann?
(I) Alle Ahnlichkeitsinvarianten kann man leicht ermitteln:
e Rang rg(4) = [{A: | A # 0},
e Determinante Det(A) = Ay - ...« Ay,
e Spur Spur(A) =X + ...+ A\,
e charakterisches Polynom CP4(¢) = [\ (\; — t),

e Koeflizienten von CP4 c¢x(A) = sp—k(A1, ..., A\n), wobei s,_j ein elementar-symmetrisches Po-
lynom ist,

e Spektrum Spek(A) = {A1,..., A},
Fiir die Eigenrdume erhilt man Eig, (A) = Span({Q~te; | \; = A}).

(IT) Mit einer Basis aus Eigenvektoren hat man Koordinaten Kg(v) = (z1,...,2,) fir ein v € V und f
ist in diesen Koordinaten denkbar einfach:

KB(f(U)) = ()‘1‘7:17 ey )\nxn)

(IIT) Man kann die Iterationen von A, also A, A%, A%, ..., leicht ausrechnen durch
AF = Q7! Diag(\F, ..., AF)Q,

und damit das dynamische System v — A*v.
(IV) Man kann die fiir die Theorie der Differentialgleichungen wichtige Exponentialfunktion
Ad
exp(4) = Z o
q=20
leicht ausrechnen durch

exp(A) = Q! Diag(eM, ..., eM)Q.

(V) Fir K = R oder C bilden die diagonalisierbaren Matrizen eine offene und dichte Teilmenge von
K = Mat,, ,,(K). Deshalb sind ,,stetige Formeln“ auf Mat,, ,,(K), die fiir diagonalisierbare Matrizen
richtig sind, fiir alle Matrizen richtig.

Die Aufgabe besteht also darin:

(a) ein gutes Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit zu finden,
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7.5. Trigonalisierbarkeit

(b) eine Basis aus Eigenvektoren zu bestimmen.

Die Matrix B = Mpp(idgn) = (b1,...,b,) ist im Falle (i) die Basiswechselmatrix von der Standardbasis
€ =(e1,...,e,) des K" in die neue Basis B = (by,...,b,), die aus den Eigenvektoren besteht. Im Falle (ii)
taucht eine Basiswechselmatrix wie folgt auf: hat man f in irgendeiner Basis A von V durch die Matrix A
dargestellt, also A = M44(f), so sei B = Mp4(idy); dann folgt

A = Mgg(f) = MBA(idv) Mgy - M_AB(idv) = BAB™'.

Nun also ein Kriterium zur Diagonalisierbarkeit. Ein Polynom p(t) = pg + p1t, p1 # 0 vom Grad 1 nennt man
auch linear (obwohl es keine lineare Abbildung K — K im Sinne der Linearen Algebra beschreibt, sondern
eine affine; nur fiir pg = 0 ist es linear). Tritt es in der speziellen Gestalt A — t als Faktor eines Polynoms
q(t) = (A —t)d(t) auf, so ist ¢ = A eine Nullstelle (Wurzel) von qund (A — t) heiBt Linearfaktor von q. Ist
q(t) = (M —1t) - (A, — t), so sagt man q zerfalle in Linearfaktoren.

Satz 7.4.3 (iiber die Diagonalisierbarkeit).

(a) (Notwendige Bedingung)
Ist die Matriz A (bzw. der Endomorphismus f) diagonalisierbar, so zerfillt das charakteristische Poly-
nom CP 4(t) (bzw. CP(t)) in Linearfaktoren.

(b) (Hinreichende Bedingung)
Zerfdllt das charakteristische Polynom CPA(t) einer Matriz A (bzw. CPy(t) eines Endomorphismus)
in Linear faktoren (\; — t),i = 1,...,n und(!) sind diese paarweise verschieden, so ist A (bzw. f)
diagonalisierbar.

Beweis. Es gentigt, jeweils eine Fassung (fiir Matrix oder Endomorphismus) zu beweisen.
(a) Zu A gebe es ein Q € GL,(K) mit QAQ~! = Diag(A1,...,\,). Dann folgt
CPA(t) = CPoag-1(t) = (M — 1) - ... - (An — 1)
nach Satz 7.3.5 und Beispiel 7.3.2.
Gibt es eine Basis B mit Mpg(f) = Diag(A1,...,A,) = A so ist
CP;(t)=CPa(t) =M —t)-...- (Ay — 1)
nach Definition 7.3.1 und Beispiel 7.3.2.

(b) Ist CPA(t) = (A1 —t)--- (A — ) mit A\; # A; fir ¢ # 7, so wéhle man zu jedem Eigenwert \; einen
Eigenvektor b; € K". Nach Satz 7.2.3 sind diese linear unabhéngig, also ist B = (by,...,b,) eine Basis
und die Matrix Q = (b1, ...,b,) mit den Spaltenvektoren b;, so ist wegen Qe; = b; dieses Q = Mpe die
Basiswechselmatrix von der Standardbasis £ nach B. Nun folgt

Q_lAQGi = Q_lAbi = Q_l)\ibi = )\iQ_lbi = )\iei7

also ist Q=1 AQ = Diag(\y, ..., \,) eine Diagonalmatrix.
Zerfallt CP;(t) und ist b; ein Eigenvektor zu A;, so ist B = (b1,...,b,) eine Basis von Eigenvektoren.
Offenbar ist Mpp die Diagonalmatrix mit Eintrdgen A1, ..., A\, auf der Diagonale.

O

7.5 Trigonalisierbarkeit

Wenn wir nur wissen, dass CP 4(t) in Linearfaktoren (A; — t) zerféllt, diese aber vielleicht nicht verschieden
sind, dann kann man A immerhin noch trigonalisieren.

Definition 7.5.1.

(i) Eine Matrix A € Mat,, ,(K) heifit trigonalisierbar, falls sie zu einer oberen (oder unteren) Dreiecksma-

trix dhnlich ist:
)\1 *

QAQ ! = fir ein Q € GL,,(K).
0 An
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(ii) Ein Endomorphismus f € Endg (V') heifit trigonalisierbar, falls es eine Basis B von V' gibt mit

Al *
Mpi(f) = .
0 An
Fiir eine trigonalisierbare Matrix (bzw. Endomorphismus) gilt damit:
o CP4(t) = (M —1) - (A — 1),
e Det(A) =M\ -...- Ay,
o Spur(A) = A1+ ...+ Ay,
o ci(A)=sp_r(A1,..., n (K=0,...,n), s$,_ elementarsymmetrisches Polynom,
o Spek(A) ={A1,..., \n}

Was die Eigenrdume angeht, kann man nur
Eigy,(A)#0 und  Eig, (4) 2 Span(ey),
sagen.

Beispiel 7.5.2.

CPA(t) = (A —1t)? CPp(t) = (A —t)?

Spek(A4) = {A} Spek(B) = {A}

Eig, (A) = K? Eig, (B) = Ke;
dim=2 dim=1

Satz 7.5.3. CPy4 zerfdllt genau dann in (nicht notwendigerweise verschiedene) Linearfaktoren
CPA(t) = (M =)+ (An — 1),

wenn A zu einer oberen Dreiecksmatriz dhnlich ist.

Beweis. ,, = “: Fiir n = 1 ist die Aussage offensichtlich. Es sei b; ein Eigenvektor zu A;. Erginzt man dann
zu einer Basis B = (by,...,b,), so hat A (genauer T4 : K* — K") in dieser Basis die Darstellung

A1 ‘ Qg -0 Qp
_ _ ~ _ -1
M =Mps(Ta) = | i QAQ™,
mit der Basiswechselmatrix Q = Mpg(idgn) = (b1, ...,b,), wobei € = (eq,...,e,) die Standarbasis ist.

Nun ist nach Satz 7.3.3 iiber das charakteristische Polynom von Blockmatrizen
CPA(t) = CPum(t) = (M —t) CP4(2),

also ist nach Koeffizientenvergleich CP ; = (A —t) -+ - (A, — t) zerfallend.
Nach Induktionvoraussetzung kénnen wir annehmen, dass

A=0"'DQ

gilt fiir eine obere Dreiecksmatrix D und ein Q € GL,,_;(K).
Wir setzen
110
P = (4‘?) S GL,L(K)
018
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und
A1 ‘ (ag an) 01
D=1 D ’
und erhalten
A | e an /\1‘042 e ap
1 - B . _ ~ —
poDP = 0 QDO 0 A M,
also A= Q7 1MQ = (Q1P~1)D(PQ).
Die umgekehrte Richtung ,,<=* ist klar. O

Korollar 7.5.4. Jede komplexe Matrix ist trigonalisierbar.

Bemerkung 7.5.5. Ist eine Endomorphismus f : V' — V trigonalisiert durch die Basis B = (by,...,by), so
bilden die Rdume

Vi, := Span({b1,...,b,})

eine aufsteigende Kette

o0=Wcwvc..cVp=V

von f-invarianten Unterrdumen f(Vj) C Vj. Dies nennt man eine f-invariante Fahne. Die Existenz eienr
sochen ist zur Trigonalisierbarkeit dquivalent. (Ubung)

Bemerkung 7.5.6. Manchmal ist es wiinschenswert, mehrere Matrizen A, B, ... simultan zu diagonalisieren
(sofern jede einzelne diagonalisierbar ist), d.h. es soll eine invertierbare Matrix Q gefunden werden, so dass
QAQ~1 QBO™!, ... alle diagonal sind. Da alle Diagonalmatrizen untereinander vertauschen, miissen dafiir

alle A, B, ... untereinander vertauschen. Dies ist auch hinreichend:

Satz 7.5.7. Zwei diagonalisierbare Matrizen A und B sind genau dann simultan diagonalisierbar, wenn sie
vertauschen (d.h. AB = BA gilt).

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Beispiel 7.5.8. Zwei Spiegelungen A und B im R” vertauschen genau dann, wenn die ,,Spiegel“ (d.h. Fix(A)
und Fix(B)) sich senkrect schneiden:

v € Fix(A),w € Fix(B) = (v,w) =0.

1 0 0 Spiegelung an der (z1,x2)-Ebene
A=[0 1 0 Fix(A) = Span(ey, e2) = Eig; (A)

0 0 -1 Span(es) = Eig_;(A)

010 Spiegelung an der Ebene durch die (x1,x5)-Diagonale und x3
B=(1 0 0 Fix(B) = Span(e; + ez, e3) = Eig, (B)

0 01 Span(—e; + e2) = Eig_,(B)
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!
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\ _ -7 [
b2>§ //%’bl :

\ —
~ \ // |
! \| I
A e i 21
: P 1
~ //’/ \\ !
- \ !
P \ !
-7 \
-7 \

b1 = e]+ e
b2 = —e + €2
b3 = €3

1) A ist bereits diagonal, wird also durch & = (e, ea, e3) diagonalisiert, aber auch durch B = (by, b2, b3) und

viele andere Basen.
0

1 0
Mpp(T4y)=(0 1 0] =4 (zufélligerweise?)
0 0 -1

2) B wird von S nicht diagonalisiert, aber durch B (und viele andere Basen)

1 00
Mps(Tg)= [0 -1 0
0 0 1
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8 Ringe

8.1 Ringe
8.2 Unterringe und ldeale

8.3 Polynomringe

Es sei K ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 8.3.1. Der Polynomring K[z] in der Variablen z ist die Menge aller formalen Ausdriicke
f=flx)=a+ a1z +ax® +... + a2

fiir irgendein n > 0 und ag, a1, ...,a, € K. Man nennt a; den Koeffizienten von x* in f; das maximale n
mit a, # 0 heit Grad von f: n = grad(f). Man nennt a,, den fihrenden Koeffizienten, ag den absoluten
Koeffizienten von f.

Die Addition von Polynomen ist definiert durch die Addition der Koeffizienten

fx)=ao+arx+...+apz", g(x) =by + b1z + ...+ bypa™
f4g:=f(x) +g(x) = (ag + bo) + (a1 +b1)z + ... + (a; + b)a’ + ...

Die Multiplikation von Polynomen ist definiert durch z* - ¥ = 2**J und durch Ausmultiplizieren (Distribu-
tivgesetz):
f-g9=Ff@)g(x) =h(x)=co+ ez + ...+ cppma"™,
mit
co = aobo

C1 = a0b1 + a1b0

Cp — Z aibj

i+j=k

Crtm = Anbpm,.

Das neutrale Element der Addition ist das Nullpolynom f = 0 (alle a; = 0); das neutrale Element der
Multiplikation ist das Einspolynom f = 1. Polynome f = ag vom Grad 0 nennt man konstant. Polynome
mit fithrendem Koeflienten 1 heilen normiert.

Bemerkung 8.3.2. 1) Die Schreibweise f = f(x) mit einer ,Variablen“ oder ,,Unbekannten x ist praktisch
und historisch geheiligt.

2) Wer es ganz genau machen mochte, stelle sich den Polynomring K[z] als abzéhlbar-unendliche Summe

K@K@...:@K
n>0

von Kopien von K vor; seine Elemente sind die Koeffiziententupel
f < (ag,a1,...,an,0,...),

die fast tberall null sind; die Addition ist komponentenweise erkldrt, und die Multiplikation tber die
obigen ,,Diagonalformeln®. Diese Identifizierung ist das Prinzip des Koeffizientenvergleichs.
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3) R =K]z] ist ein kommutativer Ring; K selbst ist (aufgefasst als Menge der konstanten Polynome f(z) =
ag) ein Unterring.

4) Ist K ein Korper, so ist K[z] ein K-Vektorraum abzéhlbarer Dimension; die Stammpolynome f,, = ="

bilden eine Basis.

5) Man kann das ,,Adjungieren“ einer Unbekannten x wiederholen:
(Kl ])[x2] = Klz1, 25]

und erhélt Polynomringe in mehreren (auch unendlich vielen) Unbekannten:

Klz,y] 2 f(z,y) = ago + a10 + aon1y + an1zy + ... = E aijxiyj
i=1,....,n
j=1,....m

6) Ist K ein Integritdtsbereich, so auch K[z] und es gilt fiir f,g # 0:
grad(f - g) = grad(f) + grad(g).

7) Die Einheiten in K[z] sind die Einheiten in K.

8) Ist K ein Korper, so nennen wir den Quotientenkérper des Rings R = K|x] den Kérper der rationalen
Funktionen

Quot( [z]).

K(z

)=
Seine Elemente sind die formalen Quotienten 5 g # 0 von Polynomen.

a:)’

8.3.1 Einsetzen in Polynome

Streng zu unterscheiden von einem (formalen) Polynom
flx)=ao+az+ ...+ agx?
ist die assoziierte Polynomfunktion
fi=f:K—K, A— L fN) =ag+ar A+ ...+ agA?.

Diese entsteht durch Einsetzen von A € K anstelle von x, die Potenzen sind A", diese werden mit den
Koeffizienten a; skaliert zu a; A", und alles aufaddiert.

Man nennt A € K eine Nullstelle der Polynomfunktion oder auch des Polynoms f, falls f(\) = 0 gilt.

Was kénnte man noch in ein Polynom einsetzen?

Beispiel 8.3.3. (a) M,, = Mat,, ,,(K)
fe : M, — M,,, (A =, f(A) =al+a1A+ ... +a, A"
(b) K Korper, E = Endg(V), dim V beliebig

f* :E_>]E7 f*(@):wf(@)“ = aOidV +al<p++an@n

Offenbar gilt:

0) 0.(A) =0 0.(p) =

f=1|1,(4) =1, 1L(p) = ldv

2)\f (Af)«(A) = Afu(A) (Af)«(p) = Mu(ep)

3)f-g | (f-9)«(A) = f(A)g:(A) (f - 9)x(@) = fulp) 0 gu(e0)
Of +9 | (f +9)(A) = fu(A) +9.(A) | (f +9)«() = fu(p) + g+(0)

Definition 8.3.4. Sei K ein Korper. Eine K-Algebra A ist ein Ring mit 1, der auch ein K-Vektorraum ist,
so dass fiir Skalierung und Produkt gilt:

(Aa)b = A(ab) = a(Ab) (AeK,a,beA)
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Beispiel 8.3.5. 1) A=K

2) A =K[z]

3) A = Mat, ,(K)

4) A = Endg (V) (wobei V ein K-Vektorraum ist)

1) und 2) sind kommutative, 3) und 4) (i.A.) nicht-kommutative K-Algebren.

Fiir den Polynomring A = K]z] ist die assozierte Polynomfunktion

[« = evaly : K[z] — K|z]
f«(9) = ap + a1g + asg® + ...+ ang"

fiir ein festes f € K[z] und (variables) g = g(z) € K[z], also das Einsetzen von g in f:
fo(9) = f9(@)) = a0 + arg(w) + azg(x)” + ... + ang(2)".

Es ist grad(f(g)) = grad(f) - grad(g).

Fiir eine K-Algebra A gilt nun:

Fg)s = evalj,) = (v = flg)(v) = f(g(v)))

eval : K[z] x A — A
(f,b)Hf(b):a0—|—a1b+...+anb"

f fest: Polynomfunktion f, : A — A nicht linear
e K[z] — Endg(A), f — f. ist ein Ringhomomorphismus.
e Ist A eine K-Algebra, so gibt es fiir jedes f € K[x] eine assoziierte Polynomfunktion

fe=evaly : A — A, fi(v) i=apl +a1v+ ... + aqvi.

Weiter gibt es (fiir festes v € A) einen Evaluationshomomorphismus von Algebren
eval, : K[z] — A, f=ao+az+...+a2” — eval,(f) = aol + a1v + ... + agv?,
fir den gilt:

eval,(0) =0 eval,(f + g) = eval,(f) +eval,(g) eval,(Af) = Aeval,(f)
eval,(1) =1  eval,(f - g) = eval,(f) - eval,(g)

8.3.2 Division mit Rest in Polynomringen

Es gibt fiir Polynomringe iiber Kérpern wie im Ring Z der ganzen Zahlen einen Fuklidischen Algorithmus;
darin {ibernimmt der Grad die Rolle des Betrags. (Kommutative Ringe mit einem Euklidischen Algorithmus
zu passender Betragsfunktion heiflen Fuklidische Ringe.)

Satz 8.3.6. Zu je zwei f,g € K[z] mit g # 0 gibt es eindeutig bestimmte q,r € K[x] mit

f = q g +.r und grad(r) < grad(g).

~~ ~~ ~~
Dividend Quotient Divisor Rest
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Beweis. Der Beweis ist fast wortlich der gleiche wie beim Euklidischen Algorithmus fiir Z, wenn man den
Betrag |a| einer Zahl durch den Grad grad(f) eines Polynoms ersetzt. Wir skizzieren die wesentliche Idee
durch eine Liste von Koeffizienten:

Grad f g
" an #0
mn—l Gp_1
';7/:;3;71.77”
™ am 0 by,
—1
™ Am—1 bm—1
x a1 bl
1 an bo

Es sei n = grad(f), m = grad(g).

Fall n = m: Man setzt ¢ = = und r = 0.

Fall n < m: Mansetztgo—()undr—f

Fall n > m: Man ,hebt“ g durch Multiplikation mit g—lx"_m auf den gleichen Grad wie f an und beginnt
den ersten Divisionsschritt mit dem ,,Ansatz®

a n—m
P@) = f@) - e g ()
= (anz+...) — (Zn "™ L)
an " n—1
=a, — b—bmx + cp_1x + + ¢o
_Om Grad <n

Also haben wir

mit grad(r’) < n. Ist grad(r’) < m, sind wir fertig. Ist grad(r’) > m, so dividieren wir nun " durch ¢ mit
Rest. Anders gesagt, wir konnen durch Induktion annehmen, dass in diesem Fall

r'(z) =q (x)g(x) + 1" () mit grad(r”) < m

fir ein ¢/, " € K]z] gilt; zusammen also

O
Satz 8.3.7. Ist A € K eine Nullstelle von f € Kz], so ist das Polynom (A — x) ein Teiler von f.
Beweis. Nach Satz 8.3.6 konnen wir f durch (A — ) = g mit Rest teilen:
f@) = p(x)(A = 2) +1r(2).
Weil grad(r) < grad(g) = 1 ist, muss r(x) = ¢ konstant sein, also
fl@) = p(x)(A —2) +c
Setzt man z = A ein, so folgt ¢ = 0. O
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Korollar 8.3.8. Ein Polynom von Grad n kann hochstens n (verschiedene) Nullstellen haben.

Beweis. Angenommen, A1, ..., \; sind die Nullstellen. Dann wére

(@) =p1(x)(M — )

= pa(2) (A2 — 2)(M1 — ), weil p1(A2) =0
= p3(x) (A3 — 2) (A2 — 2) (M1 — @), weil @y(Ag) =0
=op(@x)( Ak —2) - (A1 — 2), weil prp_1(Ag) =0
und n = grad(f) = grad(ex) + k. O

Vielfachheit von Nulistellen

Ist A € K eine Nullstelle von f(x), so gilt also

Ist A eine Nullstelle von ¢4 (), so gilt sogar

f@) =\ —2)’pa(x), usw.

Definition 8.3.9. Das maximale [ > 0, so dass (A — z)! ein Teiler von f(x) ist, heiit Vielfachheit der
Nullstelle A, geschrieben u(f;A).

e u(f;A\)>1 <= \ist Nullstelle von f.
o 0= u(f;N) < n = grad(f),
o u(fsA)+ ...+ u(f; M) <grad(f), falls Ay,..., Ay verschiedene Nullstellen von f sind.

Ob ein Polynom p(t) € K[t] in Linearfaktoren zerfillt, ist dazu dquivalent, dass es n = grad(p) Nullstellen
hat, denn jede Nullstelle Aq, ..., A erlaubt die Abspaltung eines Linearfaktors (\; — t), also

p(t) = (At — ) .- (i — (D).

Hier ist zu betonen, dass ein Linearfaktor durchaus mehrmals abgespalten werden kann.

Die Suche nach den Nullstellen eines Polynoms ist eine der Kernaufgaben der Algebra. Wir miissen uns
hier mit den folgenden Uberlegungen bescheiden:

K=C:
Der Korper der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen:

Satz 8.3.10 (Fundamentalsatz der Algebra). Fin komplexes Polynom f mit grad(f) > 1 zerfallt in Linear-
faktoren:

fl@)y=clx—X)-...-(x=\p)
fiir die Nullstellen A1, ..., A, € C (mit Vielfachheiten) und ein gewisses ¢ € C,c # 0.

Also besitzt jeder Endomorphismus f eines komplesen Vektorraums mindestens einen Eigenvektor. Wir wer-
den spiter einen Beweis des Fundamentalsatzes geben, der (fast) nur Mittel der Linearen Algebra benutzt.

K=R:
Fasst man ein reelles Polynom f(x) € R[z] als ein komplexes Polynom f(z) € C[z] auf, zerfillt es also in
Linearfaktoren (\; — x) fiir insgesamt n komplexe Nullstellen . Man rechnet sofort nach:

e Ist \ eine Nullstelle von f, so auch \.
Die Nullstellen von f kann man also wie folgt sortieren:

(1) X,..., A, reelle Nullstellen (0 < k <n)
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8.4. Symmetrische Polynome

(2) A1, A1, .., A1, A nicht-reelle Nullstellen (I Paare)
(3) k+20=n.

Wir erhalten (fiir normiertes f € Rlz]):

f@)=(z=X) (2= X)gi(z) - qu(z),
mit

gi(x) : = (z = Xj)(x = X)) G=1,...,0)
= )\j)\ij*(AJ‘ +)\7J)SU —+ 5L’2
eR €RrR

Ein reelles Polynom zerféllt also in R[z] in Linearfaktoren und quadratische Faktoren ohne reelle Nullstellen.
Die letzte Behauptung folgt mit der Diskriminante

D:=0*—dac, a=1,b=\+N,c=\)\

aus der Losungsformel
~b+VD

T2 =
2a

eines quadratischen Polynoms az? + bz + ¢ = 0.)

Ein reelles Polynom p(t) = po + pit + -+ + p,t™ ungeraden Grades n = 2n’ + 1 hat mindestens eine
reelle Nullstelle: fir sehr grofies ¢ > 0 ist p(—t) negativ und p(t) positiv, falls p,, > 0, und umgekehrt,
falls p,, < 0. Nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen (wie z.B. Polynome) liegt dann irgendwo
dazwischen (mindestens) eine Nullstelle. Ein reelles Polynom geraden Grades n = 2n’ muss nicht unbedingt
eine Nullstelle haben (wie z.B. p(t) = 1 + t2). Es folgt dann durch Induktion:

e Hat p(t) € R[t] ungeraden Grad n = 2n’+1, so hat p(t) entweder 1, 3,5, ... oder 2n’+1 Linearfaktoren.
e Hat p(t) € R[t] geraden Grad n = 2n/, so hat p(t) entweder 0,2,4, ... oder 2n’ Linearfaktoren.

Insbesondere haben wir

Satz 8.3.11. Ein Endomorphismus f : R?"+t!1 5 R2"*1 hat mindestens eine invariante Gerade.

8.4 Symmetrische Polynome

Die symmetrische Gruppe &,, operiert durch Vertauschung der Variablen auf dem Polynomring K[z1, ..., 2,):

8o X Klz1, ..o yan] — Klzn, 2], o f(r,e20) = f(@00), 200 -

Definition 8.4.1. Ein Polynom f heifit symmetrisch, falls o.f = f fir alle 0 € &,, gilt. Die Menge der
symmetrischen Polynome bezeichnet man mit K[z, ..., z,]%".

(1) K[z1,...,2,]%" ist eine Unteralgebra von K[z1,...,z,].

(2) Die Polynome
Ep(z1,...,z, = Z Xy *eeet Ty

11<i2<...<ig

heiflen elementarsymmetrische Polynome (k=10,1,...,n).

E0:17
E1=Z‘1+$2+...+Ik,
FEy=x129+ 2123+ ...+ 212y,

E,=z1-...-z,.
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8.5. Anwendung I: Vielfachheit von Eigenwerten

Bemerkung 8.4.2. Die symmetrischen Polynome snid deshalb wichtig, weil viele Gréflen wie Determinanten
etc. symmetrische Polynome in Nullstellen oder Eigenwerten sind.

Der folgende Satz zeigt bereits die Bedeutung der F.

Satz 8.4.3. Flir ein zerfallendes Polynom f(x) mit den Nullstellen Ay, ..., A\, gilt

n

f(:l?) = H(AZ - I) = ZEk(Ala .. 'a)\n)xk'

i=1 k=0
Beweis. Offensichtlich. O
Der nichste Satz besagt, dass die Ej in K[zy,...,2,]%" erstens algebraische Erzeuger sind und zweitens
algebraisch unabhéngig sind.
Satz 8.4.4. K[xy,...,x,|®" ist ein Polynomring in den Ey, d.h. es gibt einen Ringisomorphismus
op:Klei, ..., en] — Klz1,...,2,]%" CK[z1,...,2,)
ex— Er (k=1,...,n)

Zum Beweis miisste man zwei Aussagen beweisen:

(1) Fiir jedes symmetrische Polynom f(x1,...,x,) gibt es ein Polynom ®(ey,...,e,) mit

flxy, ... xn) =@ (B1(z1, .- Tn), .-, Bn(T1, ..., 2p)) -

(2) Gilt fur ein Polynom ®(eq, ..., e,) die Gleichung
O (E1(x1,. o yn)yee oy En(1,...,2n)) =0,

so ist ®(eq,...,e,) = 0 das Nullpolynom.

8.5 Anwendung I: Vielfachheit von Eigenwerten
Wo liegt die Diskrepanz zwischen dem notwendigem und dem hinreichenden Kriterium fiir die Diagonali-
sierbarkeit?
Beispiel 8.5.1.
1)
A0
=0 %)

Spek(A) = {\}, CPa(t)=(A—1)?, Eig,(A) =K? dimEig,(A4) =

)\62

|

€1 ey

126



8.6. Anwendung II: Satz von Cayley-Hamilton

()

Spek(A) = {\}, CPa(t)=(A—1t)?, Eigy(A) =Ke;, dimEig,(A) =1

€2

€1 ey

Ist ein Eigenwert A € Spek(A) gegeben, so gibt es

(1) seine Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms

(2) die Dimension des Eigenraumes.

Definition 8.5.2. Sei A ein Eigenwert von A € Mat,, ,(K) bzw. von ¢ € Endg(V), n = dimg (V).

(i) Die algebraische Vielfachheit algV 4()\) bzw. algV ,()) ist die Vielfachheit von A im charakteristischen
Polynom CP 4(t) bzw. CP(t).

(ii) Die geometrische Vielfachheit geomV 4(\) bzw. geomV ,()) ist die Dimension des Eigenraums von A,
also dim Eig 4 (\) bzw. dim Eig,,(A).

Satz 8.5.3. 1 < geomV 4(\) < algV4(A) < n.

Beweis. Ist B’ = (by,...,by) eine Basis des Eigenraums Eig 4(A) und ist B = (by,...,bg,...,b,) eine Ergin-
zung zu einer Basis von V)K", so ist

Also ist CPs(t) = (A — t)¥ CPp(t) und folglich k = geomV ;,(\) < algV,,()). O

Satz 8.5.4. Eine Matriz A € Mat,, ,,(K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn das charakteristische Poly-
nom in Linearfaktoren (A\; —t) zerfdllt (i = 1,...,n) und fir jedes \; gilt:

geomV 4(A;) = algV 4(\i).

8.6 Anwendung II: Satz von Cayley-Hamilton

Sei A eine feste Matrix.
evaly : K[z] — Mat,, ,,(K), fl@)=a+arx+...+a2" — f(A) =al +a1A+ ... +a, A"
e Das Bild ist eine kommutative Unteralgebra

im(evaly) =: K[A].

e Der Kern ist ein Ideal genannt ,Ideal von A“ bzw. Auswertungsideal bzw. Annihilatorideal von A

ker(evals) = {f € K[z] | f(A) =0} =: I4
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8.6. Anwendung II: Satz von Cayley-Hamilton

e Analog fiir festes ¢

K[z] — Endg (V), fr—flp)=apidy +a10+ ...+ aro"
e Gibt es tiberhaupt nicht-triviale f € 147
Voriiberlegung: Sei A = D(Aq,...,\,) diagonal.
CPA(t) =AM —t) Ao —1)--- (A — 1)

zerfallend
= A ist trigonalisierbar und wir erhalten somit eine invariante Fahne.

=>0=NM1-A)(N1-4)---(N\1-A4)=0
Alsoist f =CP4y € I4.

Satz 8.6.1 (Satz von Cayley-Hamilton). (i) Fir jede Matriz A gilt CP4(A) =0, also CP4 € I4.
(i) Fir jeden Endomorphismus ¢ : V — V eines endlich-dimensionalen K- Vektorraums V' gilt CP,(¢) =0,
also CP, € I,.

CAVEAT: Das folgende , Einsetzen* ist nicht korrekt und deshalb kein Beweis:

CP4(A)) = Det(A— A-1) =Det(A — A) = Det(0) = 0.

Wenn fiir ¢ das A eingesetzt wird, dann miisste fiir jeden Skalar a;; auch a;;1 eingesetzt werden.

Beweis. n=1: A= (A), also CP4(t) = A —t und CP4(A) = A1 — (\) =0.

1) B(t) := (A—t1)" € Mat,,,(K[t]) ist eine Matrix mit Eintriigen in K[t] und zwar auf der Diagonalen
bii(t) = a;; — t lineare Polynome und weg von der Diagonalen b;;(t) = a;; (¢ # j) konstante Polynome.

2) Det(B(t)) = CP(t) € K]t]

Det : Mat,, ,( K[t] )— K[¢]
R, kommutativ R
3) Einsetzen von A fir ¢ und a;;1 fur a;; ergibt

Mat,, ., (K[t]) — Mat,, »,(K[A4]) C Mat,, ,(M,,)
a11]l —A a12]l

aln]l
BAy=| !
. an—1 nl
anlll . (07% n—l]]- a,m]l - A
Dies ist eine (n? x n?)-Matrix.

4) Man kann B(A) mit einem (n x 1)-Spaltenvektor multiplizieren, dessen Eintriage (n x 1)-Spaltenvektoren
in K" sind:
e

)
I

mit e; = Standardbasisvektor des K"
€n

((11161 — Ael) “+ ag1€9 + ...+ anien
B(A)e = :

A1n€1 + G2n€2 + ... + (a'nnen - Aen)

0
5) Es sei B#(t) € Mat,, ,,(K[t]) die Adjunkte zu B(t). Thre Eintréige sind Polynome von Grad < n — 1 in
K[t] und zwar ist

bl = (=1)" Det(B'(¢);:)
wobei B'(t);; die (j,)-Streichungsmatrix von B(t) sei.
Wir wissen:

B#(t)- B(t) = Det(B(t)) - 1,2 = CP4(t) - 1,2
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6) Setzen wir hier A fiir ¢ ein, so erhalten wir
B#(A)- B(A) = CP4(A) - 1,
bzw. ausfiihrlicher

CPA(A) €1 CPA(A)el 0

CPA(A) €n CPA(A)en 0

Also gilt CP4(A)e; = 0 fiir alle 4, und damit A = 0.

Korollar 8.6.2.
e Fiir jedes A und jedes k > 0 gibt es ein Polynom py(z) € K[z] mit pr(A) = A* und grad(px) < n.

o Fiir jedes invertierbare A gibt es ein Polynom p_1(z) € K[z] mit p_1(A) = A~ und grad(p_; < n.
Also gibt es auch fiir jedes k € Z ein py(x) mit pr(z) = A* und grad(py) < n.

8.7 Anwendung Ill: Minimalpolynom

Wir betrachten fir ein festes A € Mat,, ,,(K) = M,, mit A = Mpg(p) fir ¢ : V — V mit dimV = n und B
Basis von V' die Auswertung

fr——=Ff(4)
IA( K[t] eval 4 Mn
H H lMsB Lgg
I@( [ ] eval o Mn
fr——1f(p)

Mit dem Auswertungsideal I4 = I,. Da eval4 ein Vektorraumhomomorphismus ist und M,, die Dimension
n? hat, kénnen die n2 + 1 Potenzen

AD =1, A, A2, A
nicht linear unabhéngig sein. Eine lineare Relation
apl + a1 A+ apA? + ...+ anzA"2 =0
heifit aber, es gibt ein Polynom
flz) =ag+ oz + azr® + ... + anzx”2
vom Grad < n? mit f(A) = 0. Dass es sogar ein Polynom vom Grad n mit f(A) = 0 gibt, nimlich das

charakteristische Polynom f = CP 4, besagt der Satz von Cayley-Hamilton. Und Beispiele zeigen, dass es
noch besser geht:

A1
A= A1, CPA(t) = (A —1t)?
A
Fiir f(t) = (A —t)? gilt
0 -1 0
f(A) = 0 —1]=0
0

Satz 8.7.1. Zu jedem mnicht-trivialen Ideal I C K[t] gibt es ein eindeutiges normiertes Polynom M(t), das
jedes f(t) € I teilt.
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8.7. Anwendung III: Minimalpolynom

Beweis. Wir setzen
d := min{grad(f) | f € I, f # 0}.

Sei M zunéchst irgendein Polynom # 0 in I mit minimalem Grad = d. Wir teilen jedes f € I mit Rest und
erhalten

f@&) =qt)M(t) +r(t), grad(r) < d.

WEeil I ein Ideal ist, ist ¢- M € I, also auch r = f — q- M. Damit héitte r kleineren Grad als M; es muss also
r = 0 sein.
Die Eindeutigkeit von M erhélt man durch die Normierung. O

Bemerkung 8.7.2. 1) Wir haben benutzt, dass K[t] ein Euklidischer Ring ist, d.h. ein kommutativer Ring
mit 1, der einen euklidischen Algorithmus besitzt.

2) Und wir haben gezeigt, dass K[t] ein Hauptidealring ist, d.h. ein Ring, in welchem jedes Ideal von einem
Element erzeugt werden kann.

Definition 8.7.3. Fiir eine Matrix A € Mat,, ,,(K) sei das Minimalpolynom MP 4(t) € K[z] der normierte
Erzeuger des Auswertungsideals 4 C K[t] von A.
Analog definieren wir MP,(t) fiir ein ¢ € Endg(V'), wobei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum sei.

Beispiel 8.7.4.

A:

> =
> = O

Es ist CPA(t) = (A — )3, aber MP4(t) = (XA — t)?, weil dieses normierte Polynom A annuliert und kein
lineares Polynom dies tut.

Satz 8.7.5. Das charakteristische Polynom CP 4(t) wird vom Minimalpolynom MP 4(t) geteilt.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition un dem Satz von Cayley-Hamilton: CP 4(t) € I4. O

Bemerkung 8.7.6. o Es gilt auch: CP4(t) teilt MP 4(¢)™, aber der Beweis benotigt fortgeschrittene
Korpertheorie.

o 0 <grad(MP4(t)) < n.

o Jede Nullstelle von MP 4(¢) ist ein Eigenwert; jeder Eigenwert ist eine Nullstelle von MP 4(¢).
Beispiel 8.7.7. 1) A=0: CP4(t) = (—1)"t", MP(t) =1
2) A=1:CP4(t) = (1 —t)", MP4(t) = (1 —1)
3) A=D(A1,..., An, A1, ..., Ay, alle verschieden: CP4(¢) = []i;(A; —t) = MP 4 (2).

4) A=D(A,...,\n), Ay..., Ay beliebig: CPA(t) =[]/, (N — t) = Hle()\; —t)™, wobei A|,...,\} die
verschiedenen Eigenwerte mit Vielfachheiten m, seien; MP 4(¢) = Hle()\g — 1)

Satz 8.7.8. Ist A diagonalisierbar und

k
CPA(t) = [N =)™
i=1
mit den paarweise verschiedenen Figenwerten A1,..., Ay und ny + ...+ ng =n, so ist
k
MPA(t) = [Tt = N).
i=1

Beweis. MP 4(t) muss die gleichen Nullstellen wie CP 4(t), ndmlich die Eigenwerte, haben; aber es geniigt
jeweils Vielfachheit 1, weil dies schon A annulliert. O
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8.8. Quotientenringe

8.8 Quotientenringe

Es sei R ein Ring mit 1 und I C R ein (Links-/Rechts-)Ideal.

Definition 8.8.1. Der Quotientenring R = R/I ist als Menge zunichst die Menge der Aquivalenzklassen
unter der Aquivalenzrelation
a=b modl < a—-bel

Wir schreiben a + I fiir die Aquivalenzklasse g von a.
Die Addition ist definiert durch

at+b:=(a+b)
Die Null ist 0=0= 0+ 1 = I, das Negative von a ist —a := —a
Die Multiplikation ist definiert durch
a-b:=ab

Die FEinsist 1 :=1.
Bemerkung 8.8.2.

1) Diese Operationen und Elemente sind wohldefiniert und statten R mit der Struktur eines Rings mit 1
aus.

2) Ist R kommutativ, so auch R.

3) Enthilt I ein invertierbares Element u, so ist auch 1 = u - u~! € I und somit ist jedes Element von R in
I enthalten, d.h. I = R. In diesem Fall ist R = 0.

4) Ist u € R* eine Einheit, so auch u in R (falls R # 0). Es ist auch méoglich, dass fiir Nicht-Einheiten u € R
trotzdem u eine Einheit in R ist; siche Beispiele.

Beispiel 8.8.3.

(1) R=12,1 =nZ: R=1Z/nZ = ZL/n.
Fiir n = p eine Primzahl ist R = I, sogar ein Korper.

(2) R=K][z],
I = (z): R = K
fl@)=ap+a1x+ ... +apz™ — ag
I = (2?) : R = KoK

[ — (ao,a1)

mit der Multiplikation (ag, a1) - (b, b1) = (aobo, agb1 + a1by) auf K @ K. Die beiden Polynome 1 und z
werden zu Erzeugern 1+ (1,0) und z + (0,1) = z mit der Multiplikation 2? = 0.

(3) R=Rz],
I=@*+1): R — RORC
f — (aOv al)u
wie in (2), nun aber mit der Multiplikation

(ag,a1) - (bo,b1) = (agby — a1b1, agby + a1by).

Es gilt also 22 = —1, wegen 0 = 22 + 1 = 22 + 1. Also ist R[z]/(z? + 1) = C der Kérper der komplexen
Zahlen.

(4) R=Qlz], I = (2* - 2)
R-5Q(V2) CR
fr—a0+a1V2+2a3 +2a3v2 + dag + ..,
=Zi20 2ia2i+zi20 2iag;+1V2

Insbesondere
z— V2, z2q — 29, 229t 29,/2.
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(5) R=K[z], f(x) =ap+ a1z + ...+ ap_12" " + 2™ normiert

0 —ap
1 0 —aq
1 0 —as
A= . . . Begleitmatrix von f
1 0 —Aan—2
1 —0an-1

CP4(x) = f(z) charakteristisches Polynom

MP4(z) = po +p1Z + ... + Pm_12™ "1 + 2™ Minimalpolynom
e 4 = Auswertungsideal = {p(z) € K[z] | ¢(A) = 0} = ker(evaly)
K[A] = im(evalg) = {¢(A) € Mat, »(K) | ¢ € K[z]}

Kle]/Ia — K[A]

11, z— A, ..., 2" s Am! Basis fiir Vektorraum
—_————
Algebraerzeuger

Ubungsaufgabe.
Die kanonische Quotientenabbildung
m:R— R=R/I, ma)=a=a+1
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit folgender universellen Figenschaft:

Satz 8.8.4. Fiir jeden Ringhomomorphismus f: R — R’ gilt:
Es gibt genau dann einen Ringhomomorphismus f : R — R’

R R’
Ry
R=R/I
mit f = f o, falls ker(f) 2 I.
Beweis. Man setzt f(a) = f(a+ I) = f(a); dies ist genau dann wohldefiniert, wenn ker(f) D I gilt. O

Satz 8.8.5. Jeder kommutative Ring R ist eine Quotientenring eines Polynomrings Z[X], wobei X > x eine
Menge von Variablen sei.

Beweis. Es sei £ C R ein Erzeugendensystem von R, d.h. jedes Element ¢ € R kann als ganzzahlige

Linearkombination von Produkten von Potenzen e™ von Elementen e € £ geschrieben werden (Notfalls muss

man £ = R nehmen). Wir indizieren € = (e; | I) durch die Indexmenge I.

Fiir eine endliche Menge J C I und natiirliche Zahlen n; fiir j € J schreiben wir n; = (n; | j € J) und
e%ze?jl-...-e?;k, falls J = (j1,-.-,jk)

Nun nehmen wir fiir jedes i € I eine Unbekannte x; und betrachten den Polynomring R=7Z[(x; |i€I)]in

den Unbekannten x;. Ein Polynom f € R hat die Form

F= Y

JCI
mit ay € Z und ay = 0 fir fast alle J C I, wobei
g M g
vy =ty

Dann ist @ : f— > a Je%" ein surjektiver Ringhomomorphismus und

R=7Z[(x;|i€I)]/ker®.
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Neue Nullstellen

Sei K Korper.

Klz]

> f(z) =ao+a1x + ...+ apz™ Polynom
Klz] D1

Durch Bilden des Quotienten erhalten wir einen neuen Ring R:

K[z] -~ R:=K[z]/I C R[X]

Ul Ul
K Q = m(K)
¢ — ¢ c¢€KCK|z] konstant
xr oz
b — 2k =2*
f — f=0
Wir erhalten ein neues Polynom ®(X) € R[X]

O(X) :=mu(f(x) =ao+ a1 X +asX?+...+a, X"

Satz 8.8.6. ®(X) hat mindestens eine Nullstelle, namlich A = z € R.

Beweis.
¢(§)=@+@§+@ﬁ+...+%ﬂ
=ag+ a1z + asxr® + ...+ apz"

=ag+ a1z +asx®+ ...+ apa”

=) ={ho+Mf+...+ X f% von f erzeugtes Ideal.
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Linearkombination, 32
Linksinverses
einer Matrix, 52
Linksnebenklasse, 81

Mobius-Gruppe, 84
maximales Element, 36
Minimalpolynom, 130
Monomorphismus, 31
multilineare Funktion, 90

Normalteiler, 79

Ordnung

einer Gruppe, 66

eines Gruppenelements, 66

lineare, 35

totale, 35
Ordnungsrelation, 35
Orientierung, 101

Permutationsmatrix, 61
Pivotelement, 21
Polarkoordinaten, 23
Polynom
elementarsymmetrisches, 125
symmetrisches, 125
Polynomfunktion
assoziierte, 121, 122
Polynomring, 120
positive lineare Gruppe, 100
Postkomposition, 54

Potenzmenge, 35
Prakomposition, 54
Produkt
direktes, 73
Produktsatz fiir Determinanten, 88

Quotientengruppe, 82
Quotientenring, 131
Quotientenvektorraum, 77

Rang

einer Matrix, 20
Rechtsinverses

einer Matrix, 52
Rechtsnebenklasse, 81
Regel von Sarrus, 86
Représentant

einer Restklasse, 23
Repréasentantensystem, 76
Restklasse, 23
Ring

euklidischer, 122

Scherungsinvarianz, 85
Schnitt, 76
semidirektes Produkt, 84
Signum einer Permutation, 69
Skalarprodukt, 16
Spaltenmultiplikativitét, 85
Spann, 26, 32
Spat, 102
Spektrum, 106
spezielle lineare Gruppe, 98
Sprungstelle

einer Treppenfunktion, 20
Spur

einer Matrix, 93

eines Endomorphismus, 93
Streckungsmatrix, 60
Streichungsmatrix, 95, 104
symmetrische Gruppe, 64

Translation, 30
transponierte Matrix, 52
Transposition, 61, 64
Treppenfunktion, 20
trigonalisierbar, 116

universelle Eigenschaft
der direkten Summe, 75
des direkten Produkts, 73
des Quotientenrings, 132
direkte Summe, 75
des Quotienten, 77
Produkt, 74
Quotientengruppe, 82
Unterdeterminante, 104
Untergruppe, 65
erzeugte, 67
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normale, 79
Unterkorper, 22
Untermatrix, 104
Unterraum, 26

Vektorraum, 25
Verband, 35
Vielfachheit
algebraische, 127
einer Nullstelle, 124
geometrische, 127
eines Eigenvektors, 106
Volumen, 102
in einem reellen Vektorraum, 104

Zeilenstufenform, 20
zentrale Matrix, 68
Zentrum

einer Gruppe, 67
Zorn’sches Lemma, 36
Zykel, 64
Zykeltyp, 65
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