
Aufgaben zur Linearen Algebra I

Prof. Dr. C.-F. Bödigheimer
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Aufgabe 41 (Koordinatenfunktionen)

Es sei K ein Körper mit Charakteristik ungleich 3 und V der K-Vektorraum K3.

(i) Man berechne für die geordnete Basis B = (b1, b2, b3) mit b1 = (1, 0, 0), b2 = (1, 1, 2) und
b3 = (3, 3, 3) die Koordinantenfunktion KB : V → K3.

(ii) Man finde eine Verkettung von Umformungen Mi[λ], Aij und Vij , welche die Standardbasis
S = (e1, e2, e3) in B überführt.
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(iii) Es sei B(V ) die Menge aller Basen in V , jetzt ein beliebiger n-dimensionaler Vektorraum
über K. Wir betrachten analog zu den Umformungen

Mi[λ],Aij ,Vij : B(V ) → B(V )

für 1 ≤ i, j ≤ n und λ 6= 0 auch die linearen Abbildungen

Mi[λ], Aij , Vij : Kn → Kn

gegeben durch

Mi[λ](x1, . . . , xn) = (x1, . . . , λxi, . . . , xn)

Aij(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi + xj , . . . , xj , . . . , xn)

Vij(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) = (x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn).

Man zeige die Formeln

KMi[λ](B) = Mi[λ
−1] ◦KB

KAij(B) = A−1
ji ◦KB

KVij(B) = Vij ◦KB.

Aufgabe 42 (Matrixprodukte)

Es sei A eine (m× k)-Matrix und B eine (k × n)-Matrix mit Einträgen in dem Körper K; dann
ist C = AB eine (m× n)-Matrix.

(i) Die Spalten von C sind Linearkombinationen der Spalten von A.

(ii) Es gilt deshalb rg(AB) ≤ rg(A).

(iii) Es gilt also insbesondere rg(AB) ≤ m, k, n.

Gilt auch rg(AB) ≤ rg(B)?

Aufgabe 43 (Komplexe Struktur auf reellen Vektorräumen)

Es sei K ⊆ L ein Unterkörper und Λ = {λ1, . . . , λd} eine Basis von L als K-Vektorraum.

(i) Für einen L-Vektorraum V zeige man:
Ist B eine Basis von V als L-Vektorraum, so ist B′ = Λ · B = {λib|i = 1, . . . , d und b ∈ B}
eine Basis von V als K-Vektorraum. Insbesondere gilt dimK(V ) = d · dimL(V ).

Sei nun K = R und L = C.
(ii) Sei I : V → V ein Endomorphismus eines R-Vektorraums und gelte I2 = −idV . Man zeige,

daß V ein C-Vektorraum ist, wenn wir die Skalierung wie folge definieren:

λ · v = (µ+ iν) · v = µv + νI(v)

für λ = µ+ iν ∈ C und v ∈ V .
(Insbesondere folgt aus der Existenz eines solchen I bereits, daß dimR(V ) gerade ist.)

(iii) Sei V ein reeller Vektorraum mit dimR(V ) = 2n und L = {b1, b′1, . . . , bn, b′n} eine Basis.
Dann definiert

I(bk) = b′k, I(b
′
k) = −bk (k = 1, . . . , n)

einen Endomorphismus I (durch lineare Fortsetzung) mit der Eigenschaft I2 = −idV .
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Aufgabe 44 (Vektorhotel ’Hilbert’)

Es sei V ein Vektorraum über K mit abzählbarer Dimension. Zeigen Sie:

(i) Es gibt für jedes n ∈ N unendliche viele Unterräume U mit dim(U) = n; es gibt unendlich
viele echte Unterräume U mit unendlicher Dimension, also gleichdimensional zu V .
(Zusatzfrage: ist das ’unendlich viele’ hier ein ’abzählbar-unendlich viele’ oder ein ’überabzählbar-
unendliche viele’?)

(ii) Es gibt Unterräume U und U ′ mit U ∩U ′ = 0 und U +U ′ = V , so dass (a) U endliche und
U ′ unendliche Dimension hat, sowie (b) U und U ′ beide unendliche Dimension haben.

(iii) Es gibt unendlich viele Unterräume U1, U2, . . . mit Ui ∩ (+j 6=iUj) = 0 für jedes i = 1, 2 . . .
und V = +iUi.

*-Aufgabe 45 (Gleichgroße Durchschnitte)

In der Menge X = {1, 2, . . . , n} seien m verschiedene Teilmengen X1, . . . , Xm gegeben. Sie sollen
die folgenden Eigenschaften haben:

(a) Alle Xi sind nicht leer.

(b) Alle Durchschnitte Xi ∩Xj (für i 6= j) haben gleich viele Elemente.

Man folgere, dass es höchstens n solcher Teilmengen gibt, also m ≤ n.
(Hinweis: Man betrachte die sog. (m×n)-Inzidenzmatrix A = (aij) mit aij = 1, falls j ∈ Xi und
aij = 0 andernfalls. Die (m ×m)-Matrix B = AA> ist nicht nur symmetrisch, sondern ist von
besonders einfacher Gestalt. Ihr Rang ist m und aus der Rangungleichung (s. Aufgabe 42) folgt
die Behauptung.)

Weiter: nun sei p eine Primzahl und wir wollen die Voraussetzung (a) verschärfen, hingegen (b)
abschwächen:

(a’) Die Mächtigkeiten der Xi sei nicht durch p teilbar.

(b’) Alle Durchschnitte haben modulo p gleich viele Elemente.

Kann man immer noch m ≤ n beweisen? (Und könnten wir die Primzahl p durch eine Primzahl-
potenz q = pk ersetzen?)

Ibidem.
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