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Aufgabe 36 (Koordinaten)

Im Vektorraum V = P3(K) der Polynome vom Grad ≤ 3 betrachten wir den Unterraum der
geraden Polynome p ∈ V mit p(x) = p(−x). Darin seien die Polynome f(x) = (x−1)2 +(x+1)2,
g(x) = −(x+ 1)(x− 1) und h(x) = −x2 + 5 gegeben. Welche Dimension haben die Unterräume
U0 = Span(f), U1 = Span(f, g), U2 = Span(f, h) und U4 = Span(f, g, h)?
(Hinweis: Rechnen Sie zuerst mit K = R; hängt das Ergebnis von der Charakteristik von K ab?)

Aufgabe 37 (Drehungen)

Sei f : V → V ein Endomorphismus eines Vektorraums V . Dann ist Fix(f) = {x ∈ V | f(x) = x}
die Fixpunktmenge von f , offenbar ein Untervektorraum.
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Zunächst betrachten wir den R2 und den R3, für die man zeige:

a) Es gibt eine invertierbare lineare Abbildung f : R2 → R2 mit f3 = id.

b) Es gibt eine invertierbare lineare Abbildung f : R3 → R3 mit f3 = id und dim(Fix(f)) = 1.

Nun seien V und W ein 2- bzw. 3-dimensionaler reeller Vektorraum. Man zeige:

a’) Es gibt eine invertierbare lineare Abbildung f : V → V mit f3 = id.

b’) Es gibt eine invertierbare lineare Abbildung f : W →W mit f3 = id und dim(Fix(f)) = 1.

Können wir f3 = id durch fn = id oder gar fn = a · id ersetzen (für irgendein a ∈ R)?

Aufgabe 38 (Idempotente Abbildungen)

Sei V ein Vektorraum. Eine lineare Abbildung f : V → V heißt idempotent, falls f2 = f gilt.
(Ist f invertierbar, so ist natürlich f = idV , ein typisches Beispiel ist die Projektion in einen
Unterraum von V .) Man zeige:

(i) g := idV − f ist ebenfalls idempotent und g ◦ f = f ◦ g = 0.

(ii) im(f) ∩ ker(f) = 0 und im(f) + ker(f) = V .

(iii) im(f) = Fix(f) = ker(g).

Aufgabe 39 (Reeller Funktionenraum mit überabzählbarer Basis)

Sei V der Vektorraum aller endlich-stückweise affinen, stetigen, Funktionen f : [0, 1] → R mit
f(0) = f(1) = 0; d.h. es gibt für jedes f endlich viele Knickstellen 0 < ξ1 < . . . < ξn < 1 mit den
Werten ηi := f(ξi) und auf den n+1 Zwischenintervallen J0 = [0, ξ1], J1 = [ξ1, ξ2], . . . Jn = [ξn, 1]
ist f affin.
Man zeige:

1. V ist ein reeller Vektorraum.

2. Für ein 0 < ξ < 1 sei Zξ ∈ V definiert durch

Zξ : [0, 1]→ R, Zξ(x) =

{
x
ξ 0 ≤ x ≤ ξ
x−1
ξ−1 ξ ≤ x ≤ 1.

Dann ist B = {Zξ| ξ ∈ ]0, 1[} eine Basis von V .
(Hinweis: Für eine Funktion f mit Knickstellen wie oben vermuten wir, daß wir mit dem
Ansatz

f = λ1Zξ1 + . . .+ λnZξn

richtig liegen. Für die Steigung µk von f im Intervall Jk (k = 0, . . . , n) erhalten wir n + 1
Gleichungen mit λ1, . . . , λn als Unbekannte. Dieses inhomogene LGS besitzt für alle ξ1, . . . , ξn
und alle µ0, . . . , µn eine eindeutige Lösung.)

Kommentar: Für den viel größeren Vektorraum W aller stetigen Funktionen g : [0, 1] → R
mit g(0) = g(1) = 0 ist B keine Basis im Sinne der Linearen Algebra (in der Analysis
auch Hamel-Basis genannt), aber eine ’approximative Basis’ (auch Hilbert-Basis genannt) im
folgenden Sinne: für jedes g ∈ W und jedes ε > 0 gibt es eine endliche Linearkombination
f = λ1Zξ1 + . . . λnZξn ∈ V mit ‖ g − f ‖:= sup {|g(t)− f(t)| : t ∈ R} < ε.
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*-Aufgabe 40 (Hilbert1, Dehn2, Rechtecke und Quadrate)

Sei R ein Rechteck mit Seitenlängen a = 1 und b. Beweisen Sie die folgende Aussage:

Es ist nicht möglich R in endlich viele Quadrate zu zerlegen, wenn b irrational ist.

Hinweis: Nehmen Sie an, dies sei möglich.

1. Sei eine Zerlegung vonR in endlich viele QuadrateQ1, . . . , Qm gegeben. Zunächst verlängern
wir die Seiten der Quadrate zur vollen Breite resp. Höhe wie in der folgenden Abbildung:

2. Seien s1, . . . , sn die Seitenlängen der so erhaltenen Rechtecke der verfeinerten Zerlegung.

3. In R, als Vektorraum über Q betrachtet, sind 1 und b linear unabhängig.

4. Definieren Sie auf dem Untervektorraum

V := SpanQ (1, b, s1, . . . , sn) ⊂ R

nach dem Prinzip der linearen Fortsetzung eine lineare Abbildung f : V → R durch
f(1) = 1, f(b) = −1 und sonst beliebig.

5. Sei für jedes Rechteck S mit Seiten p, q ∈ V die Dehn-Invariante Dehn(S) := f(p)f(q) ∈ R.

6. Führen Sie zu einem Widerspruch, indem Sie zeigen: Dehn(R) = Dehn(Q1)+· · ·+Dehn(Qm).

Ibidem.

1David Hilbert (1862-1943), bedeutender Mathematiker.
2Max Dehn (1878-1943), Mathematiker, löste das 3. Hilbertsche Problem.
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