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Aufgabe 31 (Lineare Unabhängigkeit I)

Es seien U1 und U2 Untervektorräume des K-Vektorraums V und U1 ∩ U2 = 0; es sei U =
U1 + U2 = Span(U1 ∪ U2). Für Teilmengen B1 ⊂ U1 und B2 ⊂ U2 sowie B = B1 ∪B2 zeige man:

Sind B1 und B2 Erzeugendensystem (bzw. linear-unabhängig bzw. eine Basis) in U1 bzw. U2, so
ist B ein Erzeugendensystem (bzw. linear-unabhängig bzw. eine Basis) in U .
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Aufgabe 32 (Lineare Unabhängigkeit II)

Es seien U1, U2, . . . , Ur Untervektorräume des K-Vektorraums V und es sei U = +r
i=1Ui =

Span(
⋃r

i=1 Ui) deren lineares Erzeugnis. Dann sind äquivalent:

(i) Jedes u ∈ U hat eine Darstellung

u = u1 + · · ·+ ur

mit eindeutig bestimmten ui ∈ Ui mit i = 1, . . . , r.

(ii) Ist
0 = u1 + · · ·+ ur

mit ui ∈ Ui (i = 1, . . . , r), so folgt ui = 0 für alle i = 1, . . . , r.

(iii) Für jedes i = 1, . . . , r gilt:
Ui ∩ (+k 6=i Uk) = 0.

Aufgabe 33 (Charakterisierung von Erzeugendensystemen und Basen)

Für eine Teilmenge B ⊂ V eines Vektorraums V sind äquivalent:

(i) B ist eine Basis.

(ii) B ist ein minimales Erzeugendensystem.

(iii) B ist eine maximale linear-unabhängige Menge.

Aufgabe 34 (Basen endlicher Vektorräume)

Es sei K ein Körper und V ein Vektorraum der Dimension d über K.

(i) Kann es sein, daß V genau eine, genau zwei resp. genau drei geordnete Basen besitzt?

(ii) Man zeige, daß V genau

β =
d−1∏
i=0

(qd − qi)

geordnete Basen besitzt, wenn der Körper q Elemente hat.

*-Aufgabe 35 (Zornsches Lemma und Existenz von Basen)

Das Auswahlaxiom ist äquivalent zum Zornschen Lemma, das wir uns wie folgt zur Verfügung
stellen.

Es sei X eine Menge von Teilmengen einer Menge M .
Eine Kette in X ist eine Teilmenge K = {Ki|i ∈ I} von Elementen Ki ∈ X (mit Indizes i in
einer Indexmenge I), so dass für je zwei Mengen Ki,Kj gilt: Ki ⊂ Kj oder Kj ⊂ Ki.
Ein Element S ∈ X heißt obere Schranke für eine Teilmenge Y von X , wenn X ⊂ S für jedes
X ∈ Y gilt.
Ein Element R ∈ X heißt maximal, falls für jedes X ∈ X gilt: wenn R ⊂ X, so ist X = R.
(Bemerkung: Ein maximales Element ist also nicht unbedingt größer als alle anderen, sondern
kein anderes ist größer als es - was für nicht-totale Ordnungen einen Unterschied macht.)

Das Zornsche Lemma besagt dann:
Besitzt jede Kette eine obere Schranke, so gibt es ein maximales Element.

Daraus leite man die Existenz einer Basis in einem beliebigen Vektorraum über einem Körper
K her. Es sei dafür X die Menge aller linear-unabhängigen Teilmengen von V .

2



Man zeige:

(i) Für jede Kette K = {Ki|i ∈ I} von linear-unabhängigen Mengen ist S = ∪i Ki linear-
unabhängig und deshalb eine obere Schranke von K ∈ X .

(ii) Ist R dann ein maximales Element in X , so ist es auch ein Erzeugendensystem.

(iii) Also ist R eine Basis.

Ebenda.

3


