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Blatt 5 Abgabetermin : Freitag, 14.11.2014, 10:00 Uhr (vor der Vorlesung)

Anmerkung. Mit ¢, = (; ,, = cos znz +isin %:1 gilt
¢, =¢, v=0,1,..., n—1.
Beispiele fiir n-te Einheitswurzeln:
n=1 {1}.
n=2 {l,-1}={(-1)¥; v=0,1}.
n=3 (L-f+iVE-b- VI ) ={(-}+ VD) 0<v<a)=
{¢ts 0sw<2)
n=4 {Li-1,-i}={i 0<v<3}={¢l; 0<v<3}.

n=5 {5 0<v<d} 5=+ 1/26+VE).

Aus: Freitag, Busam: Funktionentheorie

Aufgabe 21 (Wurzeln aus komplexen Zahlen)

Fiir eine komplexe Zahl z = (z,y) = x + iy € C haben wir nicht nur diese Darstellung in
kartesischen Koordinaten, sondern auch die Darstellung z = (7; ¢) in Polarkoordinaten mit dem
Betrag r = |z| = y/22 + y? und dem Winkel
© = arccos L — arcsin 2 (fiir r # 0).
r r

(i) Folgern Sie aus dem Additionstheorem von Sinus und Cosinus, dafl die Produktformel

2122 = (r13¢1) - (125 02) = (11725 01 + 2)

gilt, also insbesondere 2™ = (r; )" = (r";ny) und 271 = (1, —¢) (fiir z # 0).

(ii) Folgern Sie, daf jede komplexe Zahl z € C fiir jedes natiirliche n eine n-te Wurzel besitzt,
also ein w mit w"™ = z.



(iii) Finden Sie fur jedes n die n-ten Wurzeln von 1, die sogenannten n-ten Einheitswurzeln.
Wieviele gibt es? Weiter: Ist ¢ eine n-te Einheitswurzel und w eine n-te Wurzel von z, so
ist auch (w eine n-te Wurzel von z.

(iv) Es sei n > 1 und 1 # ¢ € C eine n-te Einheitswurzel. Folgern Sie aus der geometrischen
Summenformel
¢"—-1

¢—1
(welche in jedem Korper fiir ein ¢ # 1 gilt), daB fiir jeden Teiler [ von n gilt:

14+C+C+. =

T+ + 4. 46D =0,

Machen Sie eine Zeichnung fiir n = 2,3,4,5,6 und 8.

Aufgabe 22 (Reelle Ebenen und komplexe Geraden)

(i) Wir betrachten V' = C als reellen und W = C als komplexen Vektorraum. Fiir jedes
0 # z € V ist Spang(z) C V eine reelle Gerade (wie wir sie aus der ebenen Geometrie
kennen). Wieviele komplexe Geraden Spanc(z) C W mit 0 # z € W gibt es?

(ii) Nun betrachten wir V' = R* als reellen Vektorraum und W = C? als komplexen Vektorraum.
Als Mengen sind diese genau genommen eigentlich nicht gleich; wir benutzen deshalb die
Bijektion

¢V — W, (z1,y1,22,92) — ((x1,11), (22, y2)) = (@1 + 1y1, T2 + y2) = (21, 22).
Gegeben seien zwei Vektoren u und v in R?, die nicht null sind und nicht kollinear; es gibt
also kein reelles A mit Au = v. Dann spannen beide eine reelle Ebene E = Spang(u,v) C V
auf.

Unter welchen Bedingungen an v und v ist E' := ¢(F) C W eine komplexe Gerade in W,
also E' = Spang(w) fiir ein 0 # w € W?

Aufgabe 23 (Lineare und affine Unterrdume iiber endlichen Kérpern)

Man gebe alle linearen und affinen Unterriume in den Vektorriumen V = (F3)? und (Fg)? an.
Wieviele Geraden gibt es in V' = F" fiir einen endlichen Koérper F mit ¢ Elementen?

Aufgabe 24 (Lineare und affine Unterrdume)

Zeigen Sie:

(i) Sind Uy, Uy, Us drei Untervektorrdume in einem Vektorraum V und U; C Us, dann gilt

(U1 + Uz) NUs=U; + (UQ N Ug).

(ii) Es seien U; = Span(u1) und Us = Span(usg) erzeugt von 0 # uj,uz € R3. Unter welchen
Bedingungen an u1,us sowie by, by aus R? sind die affinen Unterrdume A; = U; + by und
Ag = Uy + by (1) gleich, (2) disjunkt oder (3) schneiden sich in einem Punkt (den man wie
berechnet)?

*-Aufgabe 25 (Konstruktion von neuen Korpern)

Es sei K ein Kérper und f(z) = 22 + Az + B ein Polynom iiber K (also A, B € K), welches in
K keine Nullstelle hat.



(i)
(i)

Finden Sie {iber K = R und iiber K = F5 ein solches Polynom.
Nun definieren wir auf der Menge LL := K x K eine Addition durch

(z,y) + (@ y) = (z+2",y+)
und eine Multiplikation durch
(z,y) - (2"y) = (22’ = Byy',zy’ + 2y — Ayy’).

Mit 0 := (0,0) und 1 = (1,0) ist L offenbar ein Korper.

Uberpriifen Sie die Existenz eines multiplikativen Inversen. Stellen Sie fiir Fy die Multipli-
kationstabelle auf.

Zeigen Sie: Die Teilmenge K’ = {(z,0) € L|z € K} ist ein Unterkorper, der isomorph zu K
ist. Deshalb ist char(L) = char(K).

Was haben wir fiir K=R, A =0,B =1 erhalten?

Was haben wir fiir K = Fy, A = B = 1 erhalten? Jedenfalls einen Kérper mit vier Elemen-
ten.

Was erhalten wir fiir K=R, A = B = 17 Ist das ein neuer Korper von komplexen Zahlen?
Wir betrachten f(z) = 2% + Az + B jetzt als ein Polynom iiber L. Zeigen Sie: Plstzlich
besitzt f in L eine Nullstelle, ndmlich ¢ = (0, 1).

Man zeige: Fiir einen endlichen Koérper gibt es immer quadratische Polynome ohne Null-
stellen. Also kénnen wir folgern, daf} es fiir jede Primzahl p nicht nur den Primkérper F,

sondern auch Kérper L, mit p*" (n =1,2,...) Elementen und char(L,) = p gibt.

Zu zwei gegebenen Zahlen, die micht prim gegeneinander
sind, thr groftes gemeinsames Maf zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander
sind, seien 4 B, C D. Man soll das

groBte gemeinsame MaB von A B, 4 __ & | B
C D finden. cF
Wenn C D hier A B miBit — sich “_ % _______ D

selbst miBt es auch — dann ist
C D gemeinsames Ma von C D,
A B. Und es ist klar, da3 es auch das gréBte ist; denn
keine Zahl > C D kann C' D messen.

Wenn C D aber A B nicht mit, und man nimmt bei
4 B, CD abwechselnd immer das kleinere vom gréBeren
weg, dann muf} (schlieBlich) eine Zahl iibrig bleiben, die
die vorangehende mifit. Die Einheit kann nimlich nicht
iibrig bleiben; sonst miiten 4 B, C D gegeneinander
prim sein (VII, 1), gegen die Voraussetzung. Also muB
eine Zahl iibrig bleiben, die die vorangehende miBt. C D
lasse, indem es B I mifit, £ A, kleiner als es selbst, iibrig;
und ¥ 4 lasse, indem es D F mifit, F C, kleiner als es selbst,
iibrig; und C' F messe 4 E. )

g--7__

Da CF AFE mit und AE DF, muB CF auch DF
messen; es mifit aber auch sich selbst, muB3 also auch das
Ganze C D messen. C D miBit aber B E; also mit CF
auch B E; es miBt aber auch £ 4, muB also auch das
Ganze B A messen. Und es mift auch C D; C F miBt
also 4 B und C D; also ist C F gemeinsames Maf3 von
A B, CD. Ich behaupte, daB es auch das groBte ist. Wire
nimlich C F nicht das gréBte gemeinsame MaB von 4 B,
C D, so miiBte irgendeine Zahl > C F die Zahlen 4 B und
C D messen. Dies geschehe, die Zahl sei g. Da g dann
C D méiBe und C D B E miBt, miBe g auch B E; es soll
aber auch das Ganze B A messen, miite also auch den
Rest A E messen. A E miBt aber D F; also miiBte g auch

D F messen; es soll aber auch das Ganze
mii.l.’:te also auch den Rest C F messen, als grﬁlﬁ!g ;;islszlilé
k;emere; dies ist unmoglich. Also kann keine Zahl >CF
die Z?.hlen A B und CD messen; CF ist also das gréBte
gemeinsame MaB von 4 B, C D [q.e.d.].

Zusatz: Hiernach ist klar, daB eine Zahl, die zwei Zahlen

miBtaauch ihr groBtes gemeinsames MaB messen mufl —
q.e.d.

Fuklid: Elemente, Buch VII.
(Nach Heibergs Text aus dem Griechischen iibersetzt von Cl. Thaer)



