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Aufgabe 16 (Gauß-Algorithmus)

Man wende den Gauß-Algorithmus auf das folgende LGS über R an:

(A|b) =


1 3 0 0 1 1 1
2 6 0 2 2 4 8
0 0 2 1 1 0 3
−1 −3 2 0 0 −2 −1
0 0 4 1 2 −1 3


(i) Was ist die Treppenfunktion ? Was ist der Rang der Matrix ? Welches sind die freien

(ungebundenen) Variablen, welches die gebundenen ?

(ii) Man schreibe die Lösungsmenge L(A|b) in Parameterform.

Aufgabe 17 (Rang)

Es sei A ∈ Matm,n(K) eine Matrix und b ∈ Km. Einerseits können wir mit dem Gauß-Algorithmus
den Rang rg(A) berechnen; andererseits können wir die erweiterte Matrix Ã = (A, b) ∈ Matm,n+1(K)
bilden und deren Rang rg(Ã) berechnen. Man zeige:

(i) L(A|b) 6= ∅ ⇔ rg(A) = rg(Ã). D.h. das LGS (A|b) ist genau dann konsistent, wenn A und
Ã den gleichen Rang haben.

(ii) Allgemein gilt: rg(Ã) = rg(A) oder rg(Ã) = rg(A) + 1.

(iii) rg

(
A′ 0

0 A′′

)
= rg(A′) + rg(A′′)

(iv) rg

(
A′

A′′

)
≤ rg(A′) + rg(A′′)

(v) rg
(
A′ A′′

)
≤ rg(A′) + rg(A′′)
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Aufgabe 18 (Körper- und Vektorraumaxiome)

Sei K ein Körper. Folgern Sie aus den Körperaxiomen für a, b ∈ K:

(i) 0 · a = 0,

(ii) ab = 0 ⇒ a = 0 oder b = 0,

(iii) (−1) · a = −a,

(iv) −(−a) = a,

(v) (a−1)−1 = a,

(vi) (−a)−1 = −(a−1),

(vii) (ab)−1 = a−1b−1,

(viii) a−1 + b−1 = (a+ b)a−1b−1.

Und nun sei V ein K-Vektorraum. Folgern Sie aus dem Vektorraumaxiomen für λ ∈ K und
v ∈ V :

(ix) 0 · v = 0,

(x) λ · 0 = 0,

(xi) (−λ)v = −(λv),

(xii) λv = 0 ⇒ λ = 0 oder v = 0.

Aufgabe 19 (Kleiner Fermat’scher Satz)

Man betrachte die Primkörper Fp für eine Primzahl p.

(i) Man folgere aus dem Binomischen Lehrsatz für 0 6= a ∈ Fp:

ap−1 = 1 .

Nun beschränken wir uns auf die Fälle p = 2, 3, 5, 7, 11, 13.

(ii) Man berechne alle Potenzen von allen Körperelementen.

(iii) In welchen dieser sechs Körper Fp gibt es n-te Wurzeln aus −1 ?

*-Aufgabe 20 (Adjunktion von
√
q)

Sei q eine natürliche Zahl, die keine Quadratzahl ist und K :=
{
a+ b

√
q ∈ R|a, b ∈ Q

}
. Diese

Menge wird auch mit Q
[√
q
]

bezeichnet. Zeigen Sie:

(i) K ist ein Unterkörper von R und Q ist ein Unterkörper von K.

(ii) Q
[√
q
]

ist der kleinste Unterkörper von R, welcher
√
q enthält.

(iii) Q
[√
q
]

ist der Durchschnitt aller Unterkörper K′ ⊂ R, welche
√
q enthalten.
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Aus: P. Gabriel: Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, Birkhäuser 1996, S.19.

Die Fussnoten zum Textausschnitt lauten:

1) Siehe 1.12(5) in Gabriel 1996 und A.P. Juschkewitsch: Geschichte der Mathematik im Mittel-
alter, Teubner 1964, S.32-36. 2) Das Werk Al Chwarismis ist in einer lateinischen Übersetzung
erhalten. Dort wird ’Dschabr’ durch ’restauratio’ übersetzt, ’muqabala’ durch ’oppositio’. Siehe
dazu J. Tropfke: Geschichte der Elementarmathematik, Band 1, de Gruyter 1980, S.369 und
Juschkewitsch 1964, S.186-220. 3) Gauß nannte sie ’eliminatio vulgaris’.
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