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Aus: Coxeter: Introduction to Geometry

Aufgabe 61 (Typ einer Permutation)

Zeigen Sie: Zwei Elemente «, 8 € &,, der n-ten symmetrischen Gruppe sind genau dann konju-
giert, wenn sie den gleichen Typ haben, d.h. Typ(a) = Typ(p).

Sei T' = (to,t1,...,tp) mit t; > O0und 1-¢; +2-t3 4+ --- +n-t, = n. Man finde alle Elemente
m € &, mit Typ(n) = T. Wie viele sind es?

Aufgabe 62 (Untergruppen der &,,)
Fiir I C {1,...,n} betrachten wir folgende Untergruppen der symmetrischen Gruppe &,

Sr={0€&,|o(i) =ifiralleie I},
S([) = {UE Gn’J(I) ZI}.

Man zeige:
(i) S1 =6,
(ii) S([) = (‘5|1| X 6"*”\‘



Aufgabe 63 (Zentrum der GL,(K))

Diagnonalmatrizen D[\1,..., A\,] mit A\; = --- = A, nennt man zentrale Matrizen. Man Zeige:

(i) Das Zentrum Zen(GL,(K)) der GL,(K) besteht genau aus den invertierbaren zentralen
Matrizen.

(i) Zen(GLn(K)) = K.

Aufgabe 64 (Zerlegung der GL(V))

Es seien U und U’ Untervektorrdume des Vektorraums V mit U+ U’ =V und UNU’ = 0. Wir
betrachten zwei Untergruppen der GL(V):

Gi={f€GL(V)|f(U)=U, f(U)=U"},
Go={f e GL(V)|f(u) =u,Yu e U}.

Man zeige:
(i) G1 2 GL(U) x GL(U").
(i) G2 = Hom(U',U) x GL(U").
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Figure 15.4c¢

Aus: Coxeter: Introduction to Geometry

*-Aufgabe 65 (Ikosaedergruppe und alternierende Gruppe As)

Es sei I das Tkosaeder und es bezeichne Z = Rot(I) die Gruppe der Rotationen (des R?), die
I in sich abbilden. Dies ist also nur eine Untergruppe der vollen Symmetriegruppe und enthélt
nicht die Spiegelungen (aber natiirlich Produkte mit einer geraden Anzahl von Spiegelungen).
Wir wissen, dass Z genau 60 Elemente hat.

Wir wollen zeigen, dass Z zur alternierenden Gruppe 2l5 isomorph ist. Dazu werden wir eine sog.
Permutationsdarstellung in eine symmetrische Gruppe konstruieren; wir konnten die Permuta-
tionsoperation auf den 6 Diagonalen des Ikosaeders betrachten; aber dann wéaren wir in der Gg
anstatt in der Gs.

(i) Wir stellen uns das Tkosaeder zunéichst rdumlich vor wie in Figure 11.2a und Figure 15.4c.
Die 20 Dreiecke sind in bestimmter Weise in 5 Blécke & 4 zusammengefasst und alle Dreiecke
in einem Block sind mit a (bzw. b, ¢, d, e) bezeichnet. Wir sprechen vom Block A, B,C, D
und E. Die Ecken und Kanten zweier Dreiecke desselben Blocks beriihren sich nie.



(i)

(iii)

Die 4 Dreiecke in einem Block haben folgende Eigenschaft: die 4 Ebenen, in denen sie
liegen, schneiden aus dem Raum ein (grofies) Tetraeder heraus. Alle 5 Tetraeder haben das
Tkosaeder als gemeinsamen Durchschnitt.

(Siehe die Bilder unter http://en.wikipedia.org/wiki/Compound_of_five_tetrahedra
in dem Artikel http://en.wikipedia.org/wiki/Icosahedral_symmetry .)

Zum besseren Uberblick kann man sich das Ikosaeder auch durch ’stereographische Projek-
tion” auf die (gesamte !) Ebene zeichnen, wie in Figure 15.4c rechts. Man projeziere vom
Mittelpunkt eines d-Dreiecks auf die Ebene durch das genau gegeniiberliegende a-Dreieck
(wobei man sich das Tkosaeder am besten zum Ball aufgebléht vorstelle); dabei gerit das
Projektionszentrum notwendigerweise ‘'nach Unendlich’ und das anfangs gewahlte d-Dreieck
ist zu dem unbeschriankten Teil der Ebene geworden, der die anderen beschrinkten Teile
umgibt.

Nun sei g € T eine Rotation. Die 5 Blocke A, B, C, D und E werden immer als ganze Blocke
vertauscht: wird z.B. ein a-Dreieck durch g in ein b-Dreieck abgebildet, so wird jedes andere
a-Dreieck auch in ein b-Dreieck abgebildet. Wir haben also eine Zuordnung

P :7 =Rot(I) = Sym(A,B,C,D,E),g— P,.

P ist offensichtlich ein Homomorphismus und wir wollen zeigen:
(I) P ist injektiv.
(IT) Das Bild im(P) ist die As.
Man beweise (I) durch ein einfaches geometrisches Argument.
Fiir (II) finden Sie zu folgenden Rotationen g die Permutation P, :
1) eine der 6 Rotationen der Ordnung 5 um eine Achse durch zwei antipodische Ecken.

2) eine der 15 Rotationen der Ordnung 2 um eine Achse durch zwei antipodische Kanten-
mittelpunkte.

3) eine der 10 Rotationen der Ordnung 3 um eine Achse durch zwei antipodische Drei-
ecksmittelpunkte.

Zeigen Sie, dass diese Permutationen Py in der alternierenden Untergruppe liegen. Weil es
(die Identitét mitgezihlt) 60 verschiedene Permutationen sind, ist damit (II) gezeigt.
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