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Soient AB, A D, EF, G H, &c. plufieurs lignes don-
nces par pofition, & qu'il faille trouuer vn point,comme
C, duquel ayanttir¢ d'autres lignes droites fur les don-
nées, comme CB,C D, CF, & CH, en forte que les
anglesCBA,CDA,CFE, CHG, &c. foient donnes,
& que ce quieft produit par la multiplication d’vne par-
tic de ces lignes, foit efggal a ce qui eft produit paria mul-
tiplication des aucres, oubien qu'ils aycnt.quelque autre
proportion donnée, car cela ne rend point la queftion

plus difficile.

René Descartes, La Géométrie, Livre Premier, Paris 1637

Aufgabe 1 (Darstellungsformen von Geraden)

U1

Gegeben einen Stiitzvektor p = g 1

> und einen Richtungsvektor v = ( ) = 0, dann schreibt sich
2

U2
eine Gerade G, , in der Parameterdarstellung als

Gpo={p+tv|t eR}.

(i) Zeigen Sie fiir o, 8 € R und a # 0:

Gp,v = Gp,av; (1)
Gpo = Gpipv,o- (2)



Fiir a,b,c € R mit ab # 0 schreibt sich eine Gerade K, . in der Achsenabschnittsform als
Kope= {(a:,y) e R? |ax + by = c} .
Fiir A # 0 gilt offenbar
Kob.e = Kxaab e (3)

(ii) Gegeben seien die Punkte A = (5,3) und B = (1,2) in der Ebene R2. Schreiben Sie die Gerade durch
die Punkte A und B in Parameterdarstellung und in Abschnittsform.

Aufgabe 2 (Schnittpunkt zweier Geraden)

Gegeben seien die beiden Geraden G, und G ., mit

= (2)o=(2)a= ()= (3)

Berechnen Sie den Schnittpunkt der beiden Geraden, indem Sie das zugehorige Gleichungssystem der
Parameterdarstellungen 16sen.

Aufgabe 3 (Skalarprodukt und Schnittpunkt zweier Geraden)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren x = ( zl ) und y = ( zl ) in der Ebene ist erklart durch
2 2

(x,y) == z191 + T2Yo.

Damit erhilt man die Lénge eines Vektors x und den Winkel « zwischen zwei Vektoren x,y # 0 durch

lz|| = V{z,z) = /2?3 + 23 und cos (. y)

IRENE

wobei 0 < « < 7 gemeint ist. Offenbar ist (x, y) = 0 fiir zwei z, y # 0 genau dann, wenn x und y orthogonal
sind. Wir bezeichnen mit z+ = ( _;2 ) den Vektor, der aus x = ( il ) durch Links-Drehung um /2
1 2

hervorgeht. Offenbar ist (x,z) = 0.
Zeigen Sie, dass fiir den (Orstvektor des) Schnittpunkt(s) s der Geraden G, und G,y mit (v, w>) # 0
gilt:

s = m«q,uﬂ‘ﬁ) - <p,vl‘>w).

Setzen Sie dazu den Schnittpunkt als s = av + bw mit a,b € R an. (N.B.: Wir werden spiiter sehen, dass
wir jeden Punkt in R? in der Form s = av + bw mit a,b € R schreiben kénnen, da v und w nicht parallel
und # 0 sind.)

Aufgabe 4 (Hesse-Form und Abstand zwischen Punkt und Gerade)

Eine Gerade H, , in Hesse-Form oder Normalenform schreibt sich mit 0 # g € R?,|l¢|| = 1 und o € R
wie folgt:

Hyo={z = (21,72) €R?*[(z,q) = o} .
(Hierbei ist (, ) das Skalarprodukt aus Aufgabe 3.) Es gilt natiirlich H_, _, = H .
(i) Geben Sie die Gerade durch die Punkte A = (5,3) und B = (1,2) aus Aufgabe 1 in Hesse-Form an.
(ii) Berechnen Sie zunéchst den lotrechten Abstand zwischen einem Punkt P € R? und der Geraden H, 4.
(
(

ii1) Sei ¢ ein Winkel mit 0 < ¢ < 7; berechnen Sie den Abstand von P zu H = H, ,, unter dem Winkel ¢
d.h. die Lénge der Strecke von P nach @ € H, wenn die Gerade durch P und ) die Gerade H mit dem
Winkel ¢ schneidet).



*-Aufgabe 5 (Pappus-Problem fiir 4 Geraden)

Gegeben seien vier Geraden A, B,C und D in der Ebene, weiter vier Winkel «, 3,7, 4, alle zwischen 0
und 7. Fiir einen beliebigen Punkt P = (x,y) seien a,b, ¢ bzw. d der Abstand von P zu A, B,C bzw. D,
jeweils unter dem Winkel «;, 8,y bzw. §.

Betrachten Sie die Gleichung
ab=\-cd (4)

fiir einen gegebenen Proportionalitdtsfaktor .

Zeigen Sie: Der Ort aller Punkte P, deren Absténde die Gleichung (4) erfiillen, ist ein Kegelschnitt.

Hinweis: 1. Betrachten Sie die vier Geraden als in Hesse-Form gegeben. 2. Driicken Sie den Abstand a
von P = (z,y) zu A unter dem Winkel o durch  und y aus; genauso fiir die anderen Geraden. 3. Die
Gleichung (4) ist damit (bei festen A, B, C, D und «, 3,7, § sowie A) eine Gleichung in x und y. 4. Es zeigt
sich, dass diese Gleichung auBer einem konstanten Term nur Terme in z und in y, Terme in z? und 3>
sowie in zy enthilt, aber keine hoheren Potenzen.

(a): Pappus-Problem fiir n = 4 (b) Ortskurven fiir verschiedene Proportionalitidtsfaktoren A



