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Logarithmische Spirale mit goldenen Dreiecken
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Aufgabe 26 (Lineare Abbildungen)

Man prüfe, ob die folgenden Abbildungen linear sind:

(i) mit einer Rechnung:

• f : C2 → C2, (z1, z2) 7→ (z1 − 2z2,
i

i+1z2).

• f : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (xz, yz).

• f : K4 → K2, (x1, x2, x3, x4) 7→ (λx1,−λ2x2 + λ3x3), λ ∈ K.
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(ii) mit einem geometrischen Argumenten:

• g : R2 → R2, Drehung um den Ursprung 0 mit dem Winkel α.

• g : R3 → R3, Spiegelung an der Hyperebene H := {x|x1 + x2 + x3 = 1}.
• g : R2 → R2, schräge Projektion auf die Gerade Γ = {ax+ by = 0|x, y ∈ R} mit dem

Winkel θ = 39, 7◦.

(iii) mit analytischen Argumenten:

• Φ : C∞(R) → C∞(R),Φ(f) = 2f − f ′ + λf ′′2, λ ∈ R.
• Φ : C∞(R) → R,Φ(f) = 2f(0)− f ′(1).

• Φ : L1([0, 1]) → R,Φ(f) =
∫ 1
0 f(t)dt+ 1

6

∫ 1/2
0 f(2t)dt.

(iv) mit algebraischen Argumenten:

• Ψ : K[x] → K, p 7→ p(0) + 2p(1).

• Ψ : K[x] → K[x], p 7→ p′.

• Ψ : K[x] → K, p 7→ (a0 − a1 + a2 + . . .+ (−1)na2)
2.

Aufgabe 27 (Lineare Unabhängigkeit)

Sei f : V → V eine lineare Abbildung des Vektorraums V auf sich selbst und v ∈ V , so daß für
eine natürliche Zahl n gilt: fn(v) 6= 0 und fn+1(v) = 0. Beweisen Sie, daß dann v, f(v), . . . , fn(v)
linear unabhängig sind.

Aufgabe 28 (Lineare Unabhängigkeit von Primzahllogarithmen)

Wir betrachten V = R als rationalen Vektorraum. Gegeben seien n verschiedene Primzahlen
p1, . . . pn. Man zeige, daß die reellen Zahlen ξi = log pi für i = 1, 2 . . . , n linear unabhängig über
Q sind. (Woraus folgt, daß höchstens eine von ihnen rational sein kann. Warum?)

Aufgabe 29 (Basen für Unterräume)

(i) Man finde eine Basis für die Ebene E ⊂ R3, auf welcher der Vektor v =

 1
2

−4

 senkrecht

steht.

(i) Man finde eine Basis für den von a =


2i+ 1

−
√
3

−1 +
√
3− i

i

, b =


1

−1
2 +

√
3
2 i

−1
2 −

√
3
2 i

1

 und c =


1
i
−1
−i


aufgespannten Untervektorraum U von C4.

*-Aufgabe 30 (Potenzieren statt Rekurieren)

Für den Körper K sei V der Folgenraum

V =

∞∏
i=0

K := {x = (x0, x1, . . . , xn, . . .)|xi ∈ K} .

Wir betrachten die Rekursionsgleichung
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a0xk + a1xk+1 + . . .+ an−1xk+n−1 = xk+n (1)

für vorgegebene Koeffizienten a0, a1, . . . , an−1 ∈ K. Es sei U ⊆ V der Unterraum aller Folgen
x = (x0, x1, . . . , xn, . . .), die für alle k die Rekursionsgleichung (1) erfüllen.

(i) U ist ein linearer Unterraum.

(ii) Nun machen wir einen gewagten Schritt und betrachten kurzerhand einmal das Polynom

f(X) = Xn − a0 + a1X − a2X
2 − . . .− an−1X

n−1

und denken uns dabei xk = Xk, so daß aus (1) die Gleichung

f(X)Xk = 0 (2)

wird; wir suchen deshalb (außer der offensichtlichen Nullstelle von (2) bei 0) auch die
anderen Nullstellen von f .

Tatsächlich gilt:

(iii) Ist ζ ∈ K und f(ζ) = 0, so ist x = (1, ζ, ζ2, ζ3, . . . , ζi, . . .) in U .

(iv) Sind ζ1, . . . , ζl verschiedene Nullstellen von f in K, so sind die Folgen x(i) = (1, ζi, ζ
2
i , . . .)

für i = 1, . . . , l linear unabhängig. Hat f die n verschiedenen Nullstellen ζ1, . . . , ζn in K, so
sind die x(1), . . . , x(n) eine Basis.

(v) Es gibt einen Isomorphismus

ρ : Kn −→ U ⊆ V

(x0, . . . , xn−1) 7−→ ρ = (ρ0, ρ1, . . . , ρi, . . .)

wobei jedes ρi = ρi(x0, . . . , xn−1) eine Funktion von x0, . . . , xn−1 ist und diese ρi wie folgt
definiert sind:

ρ0(x0, . . . , xn−1) = x0
...

ρn−1(x0, . . . , xn−1) = xn−1

ρn+k(x0, . . . , xn−1) = a0ρk(x0, . . . , xn−1) + a1ρk+1(x0, . . . , xn−1) + . . .+ an−1ρk+n−1(x0, . . . , xn−1).

Angenommen, wir hätten ein unendliches LGS mit Variablen . . . , xn+k, . . . , xn−1, . . . , x1, x0
und einer unendlichen Matrix, die wie folgt aussieht (und also bereits Zeilenstufenform hat):



. . .
. . .

. . .
. . .

...
1 an−1 · · · a0 0 0

. . .
. . .

. . .
. . .

...
1 an−1 · · · a0 0 0

0 1 an−1 · · · a0 0
1 an−1 · · · a0


Was wäre der Lösungsraum?
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(vi) Die berühmteste Rekursionsgleichung führt zur Fibonacci-Folge: F0 = F1 = 1, F2 = 2, F3 =
3, F4 = 5, F5 = 8, . . .; d.h. K = R, n = 2 und

xk + xk+1 = xk+2. (3)

Also ρ(1, 1) = (1, 1, 2, 3, 5, . . .). Untersuche das zu (3) gehörige Polynom f , suche seine
Nullstellen ζ1, ζ2 (welche verschieden sind). Welche Folgen sind x(1) und x(2)?
Man schreibe dann die Fibonacci-Folge als Linearkombination von x(1) und x(2), also F =
λ1x

(1) + λ2x
(2) mit geeigneten λ1, λ2 ∈ R, also Fj = λ1ζ

j
1 + λ2ζ

j
2 für jedes j.

aus: H.E. Huntley: The Divine Proportion. A Study in Mathematical Beauty
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