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Pierre Alphonse Laurent (1813 - 1854). It was while Laurent was working on the construction project at Le
Havre that he began to write his first mathematical papers. He submitted a memoir for the Grand Prize of the
Académie des Sciences of 1842. His result was contained in a memoir submitted for the Grand Prize of the
Académie des Sciences in 1843, but his submission was after the due date, and the paper was not published and
never considered for the prize. Laurent died at age 41 in Paris. His work was not published until after his death.
(aus dem englischen Wikipedia-Artikel).

Aufgabe 13.1 (Laurent-Reihen)
Fiir einen Kérper K definiert man durch K[[7,77! ]] = K][[T,S]]/(T'S = 1) den Vektorraum der formalen
Laurent-Reihen als Menge aller formalen Ausdriicke

FT) = a, T,
neEZ
bei denen unendlich viele positive wie negative Potenzen mit Koeffizienten a,, € K vorkommen diirfen.

(i) Es ist klar, da8 K[[T,T~! ]] mit der koeffizientenweise Addition und Skalierung einen Vektorraum {iber K
bilden.



(ii) Auf dem Untervektorraum K((7)) aller f mit a,, = 0 fiir fast alle negativen n € Z definiere man eine
Multiplikation, die ihn zu einem assoziativen und kommutativen Ring mit Einselement machen. Man nennt
diesen Ring den Laurent-Ring iiber K.

(iii) Man bestimme die invertierbaren Elemente von K((7')).

(iv)* Unter welchen Voraussetzungen kann man eine Laurent-Reihe ¢g(7T') in eine andere Laurent-Reihe f(T')
einsetzen und somit ein Kompositionsprodukt f(g(7")) bilden ?

(v)* Gibt es eine Lagrange-Inversionsformel ?

Aufgabe 13.2 (Laurent-Entwicklungen I)
Man untersuche die isolierte Singularitit folgender Funktionen im Nullpunkt und finde den Hauptteil der
Laurent-Entwicklung;:

sin(z)

(a) f(2) =

firn e N,
ZTL

(b) f(Z):m firneN.

Aufgabe 13.3 (Laurent-Entwicklungen II)
1
Man entwickle die Funktion f(Z) = m

(a) im Ringgebiet um 0 mit Radien » =0 und R =1,

in den folgenden Ringgebieten in Laurent-Reihen:

(b) im Ringgebiet um 0 mit Radien r =1 und R = 2,

(¢) im Ringgebiet um 0 mit Radien » = 2 und R = oo.

Aufgabe 13.4 (Fibonacci)
Wir betrachten die Fibonacci-Zahlenfolge a,,, die durch die lineare Rekursion a, = an_1 + ap_o mit den
Anfangswerten ag = 1, a; = 1 gegeben ist. Man zeige:
(a) Die Potenzreihe f(z) = > <, an 2" definiert (im Konvergenzbereich der Reihe) eine rationale Funktion,
und zwar gilt B
1
f(Z)— 1—2—22'

(b) Man benutze die Partialbruchzerlegung von f und folgere die Formel von Binet fiir die Fibonacci-Zahlen:

_L 1+\/5 n+1 i 17\/5 n+1
=T 2 T\ 2

(c)* Gilt ein entsprechender Satz fiir jede Zahlenfolge, die durch eine allgemeine lineare Rekursion der Linge
r>1,also a, = Map_1+ ...+ Ara,_ mit festen \; und vorgegebenen ag, a1, ..., a,_1, definiert ist 7 — Man
finde zwei Polynome P(z) und Q(z), so dafi die Relation Q(z) f(z) = P(z) gilt.

Aufgabe 13.5*% (Automorphismen von C und C)

Wir kennen die Mébius-Transformationen als Automorphismen, d.h. bi-holomorphe Selbstabbildungen, der ver-
vollstéindigten komplexen Ebene C. Die affinen Mobius-Transformationen f(z) = az + b sind offenbar Automor-
phismen von C, weil man sie wegen f(c0) = oo auf C einschrénken kann. Wir wollen zeigen, dafl es nur diese
Automorphismen gibt, also f — (b, a) ein Isomorphismus Aut(C) = C x C*® in das semi-direktes Produkt.

(1) Sei f: C — C also irgendein Automorphismus, dann ist g(z) := f(z) — f(0) ein Automorphismus von C
mit g(0) = 0 und h(z) := g(1/z) ist ein Automorphismus von C°.

(2) Es gibt ein § > 0 und ein C, so daf} |h(z)| > C gilt fiir alle |z| < 0.



Felice Casorati (1835 - 1890), italienischer Mathematiker, hauptséchlich durch den Satz von Casorati-Weierstrafl
bekannt.

(3) Man folgere mit dem Satz von Casorati-Weierstraf: h hat keine wesentliche Singularitéit an der Stelle 0.

4) Esseig(z) = a, 2™ die Potenzreihenentwicklung von g an der Stelle 0; dann ist h(z) = anz™ "
n>1 n>1
die Laurent-Entwicklung von h an der Stelle 0. -

(5) Aus (3) folgt, daB f(2) = ag + a1z + ... +ayz" fiir ein gewisses N gilt, also dafl f(z) ein Polynom ist.
(6) Kann f mehrere Nullstellen haben ? — Nein ? Wenn das so ist, dann ist f(z) = a(z — o).

(7) Und kann N > 1 sein ? — Man sehe sich eine Umgebung von ¢, an.

Bemerkung: Wir haben damit auch bewiesen, da8 Aut(C) die Gruppe der M&bius-Transformationen ist.
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Riemanns Werk und Teufels Beitrag

Seit 160 Jahren versuchen Mathematiker, die ritselhafte Riemannsche Vermutung zu beweisen, um die
Geheimnisse der Primzahlen zu verstehen. Jetzt gibt es endlich einen Fortschritt — aber wird das Problem jemals gelost?
Eine Geschichte iiber paradoxe Summen, verlorene Wetten und den Sog der Unendlichkeit

0. -

VON MARLENE WEISS

len Einzelwerten bestehen. Es ist wie
wenn man sich einer Wand annahert, i

in
versucht viele Jahre lang, die

n Probleme der Mathematik.
Schlieflich gibt er auf und verkauft seine
Seele an den Teufel, der i Gegenzugver-

istan mit jo-
dem Schritt halbiert: Je linger man luft,
esto niher kommt man ihr, auch wenn
‘man sie niemals ganz erreichen wird. Die
Zeta-Funktion gibt diesen Wand-Wert fir
cine ganze Klasse solcher Summen aus.
Die Reihe 141/2+1/3+1/4+1/5+...jedoch

2. 2. 20, o5

Bernhard Riemann und seine
Zeta-Funktion: Rechts passiert
nicht viel, links m es bunt. Auf der

schen Freude bereiten: eine Konferenz zu
seinen Ehren. Und zusitzlich ein kleines,
vereinfachtes Ubungsproblem, das der US-

FOTOS: JAN HOMANN/WIKIVEDIA COMMONS, IMAGO.

immer so: Einst hat er mit Enrico Bombie-
rigegen die Vermutung gewettet. Zuei Fla-

Lin
Jiegen die interessanten
Nullstellen - aber nur dort?

zhlt, steht auf einem anderen Blatt.

hefem Der lso bercitet

ich

a
sich auf den wlchtlgsuen Moment seiner
Karriere vor, ladt seine Kollegen ein und
Kiindigt iberallan, er habe das Problem ge-
Iost. Aber dann kommt der grofie Tag —
und der’ DerMathe-

D ir ganz-
zahlige Reihen wie 1+2+3+4+... oder gar

on Jedoch erst dann schtig spannend,
wenn man sie nicht auf &

schen guten Rotwein hat es ihn gekostet,
dass die Nullstell i

renz an Zagier ibergab. Ob ihm etwas da-
2u einfiele? Zagier machte sich begeistert
an die Arbeit - wie man halt so Geburtstag
feiert -, und hatte bald cine Losung gefun-
de

beispiel gefunden haben.

an wird die Vermutung nie be-
‘weisen konnen, indem man Nullstellen
sammelt. Denn dafiir miisste man unend-
lich viele Nullstellen zusammentragen.
Dnch m es nun mal ein weiter wEg ms

n.

Zagiers Ergebnis wandten Ono und
2wei seiner ehemaligen a
di -

‘-5

heoreier an-det Unt Warzbusg. Dabex

1+4+9+16+.., welche die
ebenfalls umfasst. Man muss kein Mathe-
‘matiker sein, um zu erkennen, dass solche
dirckt ins Unendliche

matiker ist bis auf die Knochen blamiert.

Ein Witz, der so beginnt, kursiert unter
Mathematikern in vielen Versionen - viel-
leicht angelehnt an die Kurzgeschichte
,The Devil and Simon Flagg* von Arthur
Porges, in welcher der Teufel sich an ei-
nem anderen Problem versucht, das je-
doch inwischen gett wurde. Die Fle-
mannsche Vermutung hingegen ist eines
der sogenannten Millennium-Probleme,
auf deren Losung das US-amerikanische
Clay-Institut ein Preisgeld von einer Milli-
on Dollar ausgesetzt hat. Ruhm, Ehre und
viel Geld wiiren jedem gewiss, der sie be-
weisen kann, doch bisher sind alle Versu-
che gescheitert. Jetzt aber scheint es wo-
moglich nach langer Zeit wieder einen
Fortschritt zu geben: Eine kiirzlich in den
Proceedings of the National Academy of
Sciences (PNAS) erschienene Arbeit konn-
te einen neuen Ansatz fiir den ersehnten
Beweis liefern. Experten sprechen von ei-
nem Durchbruch.

Seu 160 Jnhren versuchen slch Malhe'

fiihren.

Unddoch kann man dank der mysterio-
sen Zeta-Funktion auch solchen Summen
einen Sinn geben —

£ die

Verbin-

Eben

komplexen Zahlen erweitert. Dort gibt es
nimlich unzihlige Punkie, an denen die
Zeta-Funktion den Wert Null ausgibt. Und
die Verteilung dieser Punkte wiederum

hingt auf geradezu magische Weise mit

ne Untergruppe dieser Ausdriicke eine be-
aft hat, Wenn man diese

dass es im Grunde gar nicht so recner
dend st ob i Vermutung stimt oder
nicht.

auch i eine weiere Gruppezeigen Konn-

sam falls sie dech falsch sein solle, sagt

te, wiire die
te sich also lobnen, dmsen engemlmh

thematisch unbelastet

also, die sich nur durch 1und

Man kann sein Leben lang

behaupten, die Summe der

natirlichen Zahlen sei -1/12
~ und wird damit nie

in Schwierigkeiten geraten

om Boweis, Dabet htte ciné Losung wohl
Keinerlei Auswi fden Allta

ist. Fiir di
natiirlichen Zahlen beispielsweise, also 1,

wendungsmaglichkeiten sind schwer vor-
stellbar. Dennoch ist das Problem fiir Ma-
thematiker eines der dréngendsten tiber-
‘haupt, denn es betrifft das Wesen der Zah-
lenan'sich.
Die Riemannsche Vermutung ist fi
sehr - kompliziert.

tion den Wert -1/12 aus. Das ist natiirlich

Quatsch - wie sollte eine Summe aus gan-

zen, positiven Z:

Bruch ergeben? Einerseits. Andererseits
n man mit cin paar mathematischen

Tricks sozusagen den

Jen
slch selbst teilen lassen. Diesen Zusam-
enhang erkannte 1859 der deutsche Ma-

thematiker Bernhard Kimaun, nach dem
dleVermutung benannt s

Ricmann starb schon mit 39 Jahren an
Tuberkulose, aber in seinern Kurzen Lo
benleistete er enorme Beitréige zu Funktio-
nentheorie und Geometrie, die bis heute
pragend fiir Mathematik und Physik sind.
So fiel ihm auf, dass die Nullsellen der
Zeta-Funktion alles andere als zufillig
iber die Ebene der komplexen Zahlen ver-
teilt sind, sondern offenbar alle genau auf
einer senkrechten Geraden liegen. Dass es
vondieser Regel tatsiichlich keine Ausnah-
me gibt, ist die beriihmte Riemannsche
Vermutung. ,Hiervon wire allerdings ein
strenger Beweis zu wiinschen', schrieb Rie-

mann dazu; yich habe indef die Aufsu-
chung desselben nach einigen fliichtigen
vegehlichen Versuchen volfuf bl Sei
te gelas:

Far heutige muss dieser

weiter zu ver-
folgen

Mit Computern haben

Ste
nig nachgedacht Aber das hitte kaum
praktische Konsequenzen. Dann wiren
die Primzahlen eben minimal anders iiber
das Reich der Zahlen verteilt. Na und?
Doch die theoretische Relevanz eines
Beweises wire grof. Nicht nur wiirden vie-
le Aussagen automatisch folgen, von de-
on weif, dass sie wahr sind,
wenn auch Riemanns Vermutung wahrist.
Mathematiker hoffen aber vor allem, dass

Nullstellen der
Zeta-Funktion berechnet,
keine tanzt aus der Reihe

Endlich haben wir einen weiteren gro-
fen Schritt in die richtige Richung’,

senden multipliziert, aber so ganz st noch
immer nicht klar, was das wirklich bedeu-
tet. ,Vielleicht wiirde ein Beweis etwas
Fundamentales iiber das Wesen der Multi-
plikation zeigen, meint Steuding. , Es gibt.
die Hoffnung, dass er sich in ein grofieres
Bild fiigen wiirde*

uferdem it bei solchen Jahshundert-

Satz wie Hohn k]mgen, ‘denn schon ganze
Karrieren wurden dem Versuch gewid-
met, die Vermutung zu beweisen ~ alles
vergeblich. Erst im vergangenen Herbst
Bte dr lter von 89 Jah-

Trotzdem der Versuch einer Erklarung:
Am Anfang steht die sogenannte Zeta-
Funktion, die schon Leonhard Euler im 18.

a &

der Summe Sodass -1/12 iib-
rig bleibt. Etwas Ahnliches tun Physiker
oft, um Berechnungen einen Sinn zu ge-
ben, bei denen zunichst nur ,Unendlich®

nichts von ihrer Faszination verloren. Es
geht um Summen aus unendlich vielen
Zahlen, wxel01/z+1/3+|/4+|/5undsowel-

Das Wichtige dabei: Dieser Prozess ist
widersprucharel; ogel wis man es an-
stellt, man kommt immer zum gleichen,

Gratsanlon: 11/ 01/0 116 Wens die
cinzelnen Zahlen schnell genug kleiner
werden, weil im Nenner Q

Ergebnis. So gesehen kann
i scin Loben fang behaupten, die Sam-
me der natilchen Zahlensei 1/12 - man
wird d

oder noch hhere Potenzen stehen, kon-
nen solche Summen einen endlichen Wert
annehmen, obwohl sie aus unendlich vie-

e geraten joconfalsin keine matherati
schen. Dass Nicht-Mathematiker jeden
fir bekloppt erkliren, der so etwas er-

Zagier selbst ist da skeptischer: , lch finde
unsere Arbeit sehr hiibsch®, sagt er. Aber
er glaubi i, dass se einen Beweis ni-
her riicken lasst: ,Um die

01994,

415 dor britische Mathematiker Andrew

Wiles in einem Mammutwerk den soge-

nannten,,letzten Satz von Fermat bewies.

Letatlich war fiir diesen Beweis ganz neue
ig. Gebiete, die man bis d

Vermutung 70 béweisen, misetc. man
schon etwas sehr Geheimes iber die Zeta-

s:r Michael Atiyah einen Beweis angekiin-
nach seinem knappen Vortrag
in Heidelborg waren Kollogen oher betre.

Funktion wissen, dafilr ist unsere Au:

hin fiir ganz unterschiedlich gehalten hat-
te, mussten zusammengebracht werden.
Selbst wenn die ‘mutung

viel zu allgemein Allerdings arbeitet er
selbst cigentlich auf einem anderen Ge-
biet.

galt schnell als widerlegt. Die neue Arbeit
in PNAS jedoch macht manchen Experten
neue Hoffnung. Einer der Autoren ist der
rennmmler[e Mathematiker Don Zagier

ax-Planck-Institut fiir Mathematik
in Bnnn.

Zagier hat viele Freunde unter Mathe-
matikern, und zu seinem 65. Geburtstag
machten ihm ein paar Kollegen zwei Ge-
schenke, wie sie wohl nur wenigen Men-

et n deses Himsieht oo negativ
sieht.

Vorerst jedenfalls geht die Suche wei
ter. Mit Computern haben Forscher mitt-
lerweile Milliarden Nullstellen der Zeta:
Funktion berechnet, keine einzige tanzt
aus der Reihe. Auch deshalb ist Don Zagier
inzwischen absolut iberzeugt, dass die
Vermutung stimmt - unabhéngig davon,
ob sie jemals bewiesen wird. Das war nicht

Ver:
also nie bewiesen werden sollte: Schon die
Suche nach einem Beweis kann sehr pro-
dulktiv sein.
So ist es auch in dem anfangs erwihn-
ten Witz. Sechs Monate nachdem der Ma-
thematiker seinen Ruf ruiniert hat, taucht
der Teufel doch noch auf, allerdings ziem-
lich frustriert. ,Tut mir leid, ich konnte es
auch nicht beweisen’, sagt er zerknirscht.
Aber pass auf*, und seine Laune bessert
Sich schlagartig: ,ch glaube, ich habe ein
paar wirklich interessante Sitze gefun-
dent

Artikel von Marlene Weiss zur Riemannschen Vermutung, aus der Siiddeutschen Zeitung vom 19.6.2019




