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Karl Weierstrafl (1815—1897) hat erst in Bonn ohne Abschluf§ Jura studiert und erst danach in Miinster Ma-
thematik und Physik studiert, diesmal mit Abschluf3; er war dann zunéchst Lehrer an verschiedenen Gymnasien
und wurde erst 1856 Professor in Berlin. Er war einer der einfluireichsten Mathematiker des 19. Jahrhunderts.
Auf ihn gehen die meisten e-d-Definitionen der Analysis zuriick, deren Klarheit heute als Standard gilt.

Aufgabe 12.1 (Konvergenzsatz von Weierstraf})

Es sei 2 ein Gebiet in C und f,,: © — C eine Folge von holomorphen Funktionen, die lokal gleichméflig gegen
f: Q — C konvergiert. Dann gilt:

(i) f ist holomorph.

(ii) Fiir jedes k > 0 konvergiert die Folge fT(Lk) der k-ten Ableitungen von f,, lokal gleichméfig gegen die k-te
Ableitung f*) von f.



(Hinweis: Kann man Integration und Limes vertauschen ? Dann kénnte man den Integralsatz von Cauchy und
den Satz von Morera benutzen. Fiir die gleichméfige Konvergenz der Ableitungen mufl man eine Abschitzung
durchfiihren. — Bemerkung: Der Satz ist im Reellen falsch. )

Anwendung*: Riemannsche (-Funktion
Diese berithmte Funktion ist durch die Reihe

— 1
C(s) == Z s
n=1 n
definiert. (Traditionell wird das Argument immer mit s und nicht mit z bezeichnet.) Wo ist diese Funktion
iiberhaupt definiert und wo ist sie holomorph ? Wir setzen f,(s) := n~® = exp(—s logn) fiir natiirliches n > 1.
e f, ist ein auf ganz C definierte holomorphe Funktion, also eine ganze Funktion.
e Fiir s =z + iy ist [n~°| = |exp(—slogn)| =n~*. (Vgl. Aufgabe ............... )

e Ist € > 1 und Re(s) > ¢, so konvergiert > -, n~* absolut.

Also ist ¢(s) holomorph auf dem Gebiet Re(s) > 1.
Die Ableitung der ¢-Funktion ist ¢/(s) = 3.0° | —1°8™ fiir Re(s) > 1.

n=1 ns

Aufgabe 12.2 (Holomorphie im Zusammenhang)
Fiir eine stetige Funktion f: Q@ — C sind &dquivalent:

(i) Definition: f ist holomorph, d.h. iiberall komplex-differenzierbar.

(ii) Cauchy-Bedingung: Fiir jedes Dreieck A in  gilt

/ F(¢)d¢ = 0.
OA

(iii) Lokale Integrabilitit: f besitzt lokal eine Stammfunktion.

(iv) Cauchy-Integralformel: Fiir jede Kreisscheibe D = D,.(zo) in Q gilt fiir alle z € D
1
0= [
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(v) f ist analytisch, d.h. {iberall durch eine Potenzreihe darstellbar.

Aufgabe 12.3 (Singularititen I)
Es sei © ein Gebiet und a € 2. Die Funktion f sei holomorph auf Q — {a}.

(1) Hat f an der Stelle a eine nicht-hebbare Singularitét, dann hat exp(f(z)) an der Stelle eine wesentliche
Singulariit. Beispiel: exp(1/z™), m > 1, hat an der Stelle a = 0 eine wesentliche Singularitiit.

(2) Fiir ein nicht-konstantes Polynom P(z) hat die Funktion P(f(z)) an der Stelle a genau dann eine hebbare
Singularitét (bzw. einen Pol bzw. eine wesentliche Singularitit), wenn f(z) an der Stelle a eine hebbare
Singularitét (bzw. einen Pol bzw. eine wesentliche Singularitét) hat.



Plot der Funktion exp(1/z). Sie hat im Nullpunkt eine wesentliche Singularitét (Bildmitte). Der Farbton ent-
spricht dem komplexen Argument des Funktionswertes, wihrend die Helligkeit seinen Betrag darstellt. Hier
sieht man, dass sich die wesentliche Singularitit unterschiedlich verhilt, je nachdem, wie man sich ihr ndhert
(im Gegensatz dazu wére ein Pol gleichmiBig weifl).  [Aus dem Wikipedia-Artikel "Tsolierte Singularitéiten’]

Aufgabe 12.4 (Singularitéten II)
Man bestimme die isolierten Singularitdten folgender Funktionen, inklusive der Polordnungen.
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() (2% + 25)2 @) exp(z) —z+1 ®) sin(z)?

Aufgabe 12.5* (Winkelmessung bei a = oo)
Es seien o, 3: | =1, +1[— C zwei stetige Kurven in der vervollstéindigten komplexen Ebene. Zunéichst miissen wir
kldren, wann eine Kurve in C, die auch durch a = co gehen kénnte, differenzierbar heiffen soll. Dazu benutzen
wir die beiden Karten xo: Uy = C—o00 — C, ko(2) =z und keo: Use = C—0 — C, Koo(z) = 1/2 fiir z # o0
und Koo (00) = 0.
(A) Wir sagen, « sei an der Stelle t differenzierbar, wenn die folgenden Aussagen gelten:
(Fu) Die auf a=!(Up) — C definierte Kurve t — ro(a(t)) ist bei ¢y differenzierbar, falls a(tg) € Uy ist.
(Fy) Die auf a=1(Us) — C definierte Kurve t — koo (a(t)) ist bei to differenzierbar, falls a(tg) € Uy ist.
Man zeige: Dies ist wohldefiniert, d.h. wenn beide Fille eintreten, erhalten wir in beiden Féllen die gleiche
Antwort.
(B)* Konnen wir auch die Ableitung von « an einer Stelle ¢ wohldefinieren ?

(C) Nun nehmen wir an, dafl wir zwei Kurven o und 8 haben, dafl a(t1) = 8(t2) = oo gilt und dafl beide Kurven
bei t1 bzw. ty differenzierbar sind. Kénnen wir nun den Schnittwinkel der beiden Kurven definieren ?

(D) Jetzt sei f: C — C eine meromorphe Funktion. Man zeige, dal f winkeltreu ist, also auch in einer Polstelle.



