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Aufgabe 1 (Taylorpolynome von Polynomen). Es sei 𝑛 ∈ ℕ und 𝑝∶ ℝ → ℝ eine Polynomfunktion vom
Grad 𝑛 ∈ ℕ, d.h., 𝑝 besitzt die Darstellung

𝑝(𝑥) =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑐𝑘𝑥𝑘, 𝑥 ∈ ℝ,

wobei 𝑐𝑘 ∈ ℝ. Zeigen Sie, dass für alle 𝑥, 𝑎 ∈ ℝ gilt

𝑝(𝑥) =
𝑛
∑
𝑘=0

𝑝(𝑘)(𝑎)
𝑘! (𝑥 − 𝑎)𝑘.

Aufgabe 2 (Taylorpolynome). Berechnen Sie für folgende offene Intervalle 𝐼 ⊆ ℝ, Funktionen 𝑓∶ 𝐼 → ℝ
und Punkte 𝑎 ∈ 𝐼 das Taylorpolynom zweiten Grades von 𝑓 an der Stelle 𝑎.

(a) 𝐼 = ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 sin𝑥, 𝑎 = 𝜋/2.

(b) 𝐼 = (−1, 1), 𝑓(𝑥) = arcsin𝑥, 𝑎 = 0.

(c) 𝐼 = (0,∞), 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 + 𝑥), 𝑎 = 1.

Aufgabe 3 (Extremstellen). BestimmenSie alle lokalenund globalenExtremstellen der Funktion𝑓∶ (0, 1] →
ℝmit

𝑓(𝑥) ∶= 5
2 ln𝑥 + (𝑥 − 3)2.

Aufgabe 4 (Integral von 𝑥2). In dieser Aufgabe integrieren Sie eine Funktion „von Hand“.
Sei 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 < ∞, und sei 𝑓∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ gegeben durch 𝑓(𝑥) ∶= 𝑥2. Für 𝐽 ∈ ℕ≥1 betrachten wir die
Zerlegungen ℨ𝐽 = (𝑡0, … , 𝑡𝐽)mit 𝑡𝑗 ∶= 𝑎 + 𝑗 𝑏−𝑎

𝐽
.

(a) Berechnen Sie 𝑆(𝑓, ℨ𝐽) sowie 𝑆(𝑓, ℨ𝐽).
Hinweis: Sie dürfen (ohne Beweis) die folgenden Potenzsummen benutzen:

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘 = 𝑛(𝑛 + 1)
2 ,

𝑛
∑
𝑘=1

𝑘2 = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6 .

(b) Beweisen Sie dass die folgenden Grenzwerte existieren und gleich sind:

lim
𝐽→∞

𝑆(𝑓, ℨ𝐽) = lim
𝐽→∞

𝑆(𝑓, ℨ𝐽).

(c) Zeigen Sie (direkt nach der Definition) dass 𝑓 auf [𝑎, 𝑏]Darboux-integrierbar ist, und berechnen Sie
∫𝑏
𝑎 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
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