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Aufgabe 1 (Summen). (a) Für alle 𝑛 ∈ ℕ≥1 ist

𝑛
∑
𝑘=1

(−1)𝑛−𝑘𝑘2 = 𝑛(𝑛 + 1)
2 . (5 Pkt.)

(b) Für alle 𝑛 ∈ ℕ≥1 ist
𝑛
∑
𝑘=1

𝑘22𝑘 = −6 + 2𝑛+1(3 − 2𝑛 + 𝑛2). (5 Pkt.)

Aufgabe 2 (Proposition 3.6). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Beweisen Sie, dass (ℤ, +, ⋅, 0ℤ, 1ℤ) das Distributivgesetz erfüllt:

(∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ) (𝑥 + 𝑦)𝑧 = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧. (5 Pkt.)

(b) Die Einbettung 𝜄 ∶ ℕ → ℤ vertauscht mit Addition und Multiplikation:

(∀𝑎, 𝑏 ∈ ℕ) 𝜄(𝑎 + 𝑏) = 𝜄(𝑎) + 𝜄(𝑏) ∧ 𝜄(𝑎𝑏) = 𝜄(𝑎)𝜄(𝑏).

Weiterhin ist ℤ = 𝜄(ℕ) ∪ (−𝜄(ℕ)) und 𝜄(ℕ) ∩ (−𝜄(ℕ)) = {0}. (5 Pkt.)

Aufgabe 3 (Lemma 3.11). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gilt {𝑥 ∈ ℤ ∣ 𝑥 ≥ 0} = 𝜄(ℕ). (5 Pkt.)

(b) Das Paar (ℤ, ≤) ist ein total geordneter K1-Ring. Zur Präzisierung: es wurde bereits früher gezeigt
dass ℤ ein K1-Ring ist und dass ≤ eine totale Ordnung darauf ist, diese Aussagen können also vor-
ausgesetzt werden. (5 Pkt.)

Aufgabe 4 (Definition 3.18). Für 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤmit 𝑏, 𝑑 > 0 definieren wir

[(𝑎, 𝑏)] ≤ [(𝑐, 𝑑)] ∶⟺ 𝑎𝑑 ≤ 𝑐𝑏.

Beweisen Sie, dass diese Relation auf ℚ wohldefiniert ist. (5 Pkt.)
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