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Aufgabe 1 (Quantoren). Seien 𝑋, 𝑌 metrische Räume, und sei 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 eine Funktion. Bestimmen Sie
für jede Aussage (a) bis (d) die dazu äquivalente Aussage (i) bis (iv).
(a) 𝑓 ist stetig.

(b) 𝑓 ist gleichmäßig stetig.

(c) 𝑓 ist beschränkt, d.h., es gibt 𝑦0 ∈ 𝑌 und 𝑅 ∈ ℝ>0 so dass 𝑑𝑌 (𝑦0, 𝑓(𝑥)) < 𝑅 für alle 𝑥 ∈ 𝑋 .

(d) 𝑓 ist konstant.
(i) (∀𝜖 ∈ ℝ>0)(∃𝛿 ∈ ℝ>0)(∀𝑎 ∈ 𝑋)(∀𝑥 ∈ 𝑋) 𝑑𝑋(𝑎, 𝑥) < 𝛿 ⟹ 𝑑𝑌 (𝑓(𝑎), 𝑓(𝑥)) < 𝜖.

(ii) (∀𝜖 ∈ ℝ>0)(∀𝑎 ∈ 𝑋)(∀𝛿 ∈ ℝ>0)(∀𝑥 ∈ 𝑋) 𝑑𝑋(𝑎, 𝑥) < 𝛿 ⟹ 𝑑𝑌 (𝑓(𝑎), 𝑓(𝑥)) < 𝜖.

(iii) (∃𝜖 ∈ ℝ>0)(∀𝑎 ∈ 𝑋)(∀𝛿 ∈ ℝ>0)(∀𝑥 ∈ 𝑋) 𝑑𝑋(𝑎, 𝑥) < 𝛿 ⟹ 𝑑𝑌 (𝑓(𝑎), 𝑓(𝑥)) < 𝜖.

(iv) (∀𝜖 ∈ ℝ>0)(∀𝑎 ∈ 𝑋)(∃𝛿 ∈ ℝ>0)(∀𝑥 ∈ 𝑋) 𝑑𝑋(𝑎, 𝑥) < 𝛿 ⟹ 𝑑𝑌 (𝑓(𝑎), 𝑓(𝑥)) < 𝜖.
Aufgabe 2 (Stetigkeit). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Es gibt keine stetige Funktion 𝑓∶ ℝ → ℝ, die jeden ihrer Werte genau zweimal annimmt.

(b) Sei 𝑓∶ ℝ → ℝ eine stetige Funktion mit lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = −∞ = lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥). Dann besitzt 𝑓 ein
endliches Maximum.

(c) Sei 𝑓∶ ℝ → ℝ eine stetige Funktion mit lim𝑥→−∞ 𝑓(𝑥) = 0 = lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥). Dann ist 𝑓 beschränkt
und besitzt ein endlichesMaximumoder ein endlichesMinimum.Weiterhin ist 𝑓 gleichmäßig stetig.

Aufgabe 3 (Exponentialfunktion und Logarithmus). In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Exponential-
funktion schneller wächst als jede Potenz, und dass der Logarithmus langsamer wächst als jede (positive)
Potenz.
(a) Beweisen Sie, dass für jedes 𝛼 ∈ ℝ gilt

lim
𝑥→∞

exp(𝑥)
𝑥𝛼 = ∞.

(b) Beweisen Sie, dass für jedes 𝛼 ∈ ℝ>0 gilt

lim
𝑥→∞

ln(𝑥)
𝑥𝛼 = 0.

Aufgabe 4 (Inneres, Abschluss, Rand). Sei𝑋 einmetrischer Raumund𝐴 ⊆ 𝑋 . Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:
(a) In ℝ gilt ℚ = ℝ und ℚ∘ = ∅.

(b) Der Rand 𝜕𝐴 ist abgeschlossen und

𝜕𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋 | (∀𝜖 > 0) 𝐵𝜖(𝑎) ∩ 𝐴 ≠ ∅ und 𝐵𝜖(𝑥) ∩ 𝐴∁ ≠ ∅}.

Aufgabe 5 (Inneres, Abschluss, Rand). Sei (𝑋, 𝑑) ein metrischer Raum und 𝐴𝑗 ⊆ 𝑋 für 𝑗 ∈ ℕ. Beweisen
oder widerlegen Sie
(a) 𝐴1 ∪ 𝐴2 = 𝐴1 ∪ 𝐴2

(b) ⋃𝑗∈ℕ 𝐴𝑗 = ⋃𝑗∈ℕ 𝐴𝑗

(c) 𝜕(⋃𝑗∈ℕ 𝐴𝑗) = ⋃𝑗∈ℕ (𝜕𝐴𝑗).
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