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Aufgabe 1 (Metrische Räume). (a) Sei (𝑀, 𝑑) ein metrischer Raum, und sei 𝑑1∶ 𝑀 × 𝑀 → ℝ durch
𝑑1(𝑥, 𝑦) ∶= min{1, 𝑑(𝑥, 𝑦)} definiert. Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage: 𝑑1 ist eine
Metrik auf𝑀.

(b) Seien (𝑋, 𝑑𝑋) und (𝑌, 𝑑𝑌 ) zwei metrische Räume. Finden Sie zwei Metriken auf 𝑋 × 𝑌 mit der fol-
genden Eigenschaft: Für alle Folgen (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ in 𝑋 und (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ in 𝑌 und alle 𝑥 ∈ 𝑋 und 𝑦 ∈ 𝑌
gilt

lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (𝑥, 𝑦) ⟺ ( lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ∧ lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦) .

Aufgabe 2 (Komplexe Konjugation). Für 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂmit 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ werden die komplexe Konjugation
und der Betrag definiert durch

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∶= 𝑥 − 𝑖𝑦, |𝑧| ∶= √𝑥2 + 𝑦2.

(a) Zeigen Sie dass für alle 𝑧, 𝑤 ∈ ℂ folgende Rechenregeln gelten:

𝑧 = 𝑧, 𝑧 + 𝑤 = 𝑧 + 𝑤, 𝑧𝑤 = 𝑧 ⋅ 𝑤, 𝑧−1 = 𝑧−1, ℜ𝑧 = 𝑧 + 𝑧
2 , ℑ𝑧 = 𝑧 − 𝑧

2𝑖 , |𝑧|2 = 𝑧𝑧.

(b) Sei 𝑧 ∶= 1 − 2𝑖. Berechnen Sie Real- und Imaginärteil von 𝑧2 und 1/𝑧 sowie |𝑧|.

Aufgabe 3 (Komplexe Lösungen). (a) Finden Sie alle Lösungen in ℂ der folgenden Gleichungen. Wie-
so gibt es keine anderen Lösungen?

(a.1) 𝑧2 = 1.
(a.2) 𝑧2 = −1.
(a.3) 𝑧4 = 1.

(b) In der komplexen Ebene wird ℜ𝑧 auf der 𝑥-Achse und ℑ𝑧 auf der 𝑦-Achse aufgetragen. Skizzieren
Sie die Lösungen aus (a) in der komplexen Ebene.

Aufgabe 4 (Reihenkonvergenz). Seien (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ und (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ Folgen in ℝ≥0. Wir nehmen an dass (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ
beschränkt ist, und dass die Reihe ∑∞

𝑛=0 𝑏𝑛 konvergiert. Beweisen Sie, dass die Reihe ∑
∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑏𝑛 auch

konvergiert.
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