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Aufgabe 1: 3+3+4 = 10 Punkte

Sei f : [0,∞)→ R differenzierbar und es existiere der Grenzwert a := limx→∞ f ′(x). Beweisen oder
widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gilt limx→∞(f(x+ 1)− f(x)) = a.

(b) Ist f beschränkt, so ist a = 0.

(c) Ist a = 0 und f beschränkt, so existiert limx→∞ f(x).

Aufgabe 2: Konvexität 5+5 = 10 Punkte

Es sei I := (c, d) mit −∞ < c < d <∞ ein offenes Intervall.

(a) Zeigen Sie, dass eine stetige Funktion f : I → R genau dann konvex ist, wenn für alle x, y ∈ I
gilt f((x+ y)/2) ≤ 1

2f(x) + 1
2f(y).

(b) Sei f : R→ R konvex. Zeigen Sie, dass für alle a < x < b gilt

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f(b)− f(x)

b− x
und folgern Sie daraus, dass jede konvexe Funktion f : R→ R stetig ist.

Bemerkung: Beachten Sie, dass bei (b) die Funktion f nicht als differenzierbar angenommen wird.

Aufgabe 3: Regeln von L’Hospital 2.5+2.5+2.5+2.5 = 10 Punkte

Berechnen Sie die folgenden Limiten, sofern diese existieren:

lim
x→0

ex − e−x − 2

1− cos(x)
, lim
x→π

2

x− π
2

tan(x)
, lim
x→∞

(1 + x)−
1
x , lim

x→0

(
− 1

x2

)
log

( sin(x)

x

)
.

Aufgabe 4: 5+3+2 = 10 Punkte

Sei f : (0,∞)→ R gegeben durch f(x) = log(x)
x für x > 0, wobei log den natürlichen Logarithmus

bezeichne.

(a) Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von f sowie die Limiten limx→∞ f(x) und limx↘0 f(x).

(b) Bestimmen Sie aus (a) aufbauend, welche der Zahlen 2e oder e2 größer ist.

(c) Bearbeiten Sie (b) für die Zahlen 2π und π2.
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