KAPITEL 18 UND 19

H. KOCH

1. VORLESUNG VOM 08.01.2018

Kapitel 18
Definition 1 (Zerlegungen, Treppenfunktionen, Regelfunktionen) Sei a < b.
1. Eine Zerlegung 7 von [a, b] besteht aus einer Zahl N € N und (N + 1) reellen Zahlen

(%j)o<j<N+1 mit

a=20<x <..<zxy<zNy1 =D
Sind T und 7' Zerlegungen, so heifst T’ eine Verfeinerung von 7, falls alle Punkte von T
in 7' enthalten sind. Es heift dann

|7] := max{z,+1 —x,: 0<n < N}

die Feinheit der Zerlegung 7.
2. Wir nennen ¢: [a,b] — R eine Treppenfunktion, falls eine Zerlegung T von [a,b] ex-
istiert, so dass |z, ,.,) konstant ist fiir 0 <n < N.
3. Wir nennen ¢: [a,b] — R eine Regelfunktion, falls alle einseitigen Limiten
i (), lim o(z), lim o(z) und lim o(z)
z>y z<y z>a z<b
existieren.
Bemerkung.

(a) Jede stetige und jede monotone Funktion ist eine Regelfunktion.
(b) Jede Treppenfunktion ist eine Regelfunktion.
(c) Ist eine Treppenfunktion und 7 eine Zerlegung wie in der Definition und y,, € (2, Tp+1)
fir 0 <n < N, soist
N

Z ‘P(mn)(wil - xn)

n=0
ein Kandidat fiir ein Integral.
Definition 2. Sei a,b € Rmita < bund f: [a,b] — R eine Funktion.
1. Ist 7 = {N, (xj)o<n<nN+1} eine Zerlegung, so definieren wir die Untersumme

N

S« (f,7) = Zinf{f(:z:): Ty, < & < Tpt1 HTng1 — Tn)

n=0

und die Obersumme

N
S*(f,m) = Zsup{f(m): Tn < T < Tpgr HTng1 — Tn).

n=0
2. Weiters definieren wir das Unter- bzw. Oberintegral

b
/f(;v) da := sup{S.(f,7): T ist Zerlegung},
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b

/f(x) dx := inf{S*(f,7): 7 ist Zerlegung}.

a

Ist

b b
—oo</f(a:)dx:/f(m)dx<oo,

so nennen wir f (Riemann-)integrierbar und nennen

b b
/a f(x)dx:/f(a:) da

das Integral von f iiber [a, b].
Bemerkung.
1. Es gilt S.(f,7) < S*(f,7), wobei S.(f,7) = S*(f,7) genau dann gilt, wenn f eine

Treppenfunktion mit der Zerlegung 7 ist. Ist 7’ eine Verfeinerung von 7, so gilt
Su(fr) < Su(fir) < S (f.7') < S*(f,7),
S*(f,7) < oo <= f nach oben beschrinkt,
S«(f,7) > —00 <= f nach unten beschriinkt.

Insbesondere gilt S, (f,71) < S*(f, 7o) fiir beliebige Zerlegungen 71, 7 mit gemein-

samer Verfeinerung 7. Jede Treppenfunktion ist integrierbar.
2. Sei f beschrinkt. Es folgt

b b
—oo</f(3:)dx§/f(x)dx<oo.

Lemma 1. f ist genau dann integrierbar, wenn fiir alle ¢ > 0 eine Zerlegung T existiert mit

S*(f,7) = S«(f,7) <e.

Proof. Ist f integrierbar, so ist f beschrinkt und es existieren Zerlegungen 7, und 7* mit

b b
/f(x)dx—S(f,T*) < und /f(x)dm—S(f,T*)

<<
5"

N ™

Sei nun 7 eine gemeinsame Verfeinerungen von 7* und 7. Dann folgt S*(f,7) — S.(f,7) < e.
Fiir die andere Richtung folgt aus S*(f,7) — S.(f,7) < ¢, dass

/bf(x)dx— 7f(x)dx <e.

Wegen Beliebigkeit von ¢ folgt die Behauptung. (]

Satz 2. Seia < b, f,g: [a,b] = R integrierbar und A € R. Dann gilt:
(@) f+ gund \f sind integrierbar, und es gilt

b b b b b
/f—&-gdw:/fdx—l—/gdx, /)\fdxz)\/ fdz.

(b) Seia < c < b. Esist f:[a,b] — R genau dann integrierbar, wenn f|(4 ¢ und f|cp

integrierbar sind.
(o) Gilt f < g, soist
b b
/ fdx < / gdz.
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Proof. Seie > 0. Nach Lemma 1 existieren Zerlegungen 7, und 7, von [a, b], so dass S*(f, 7;) —
Si(f, 1) < €/2 und S*(g,74) — Si(9,74) < €/2 gelten. Sei nun 7 eine gemeinsame Ver-
feinerung von 7 und 74. Es folgt

S*(f+gaT) é S*(fvT)+S*(gaT)v S*(f+gv7—) Z S*(fvT)—'_S*(gvT)a
und damit
S*(f+gv7_) 75*(f+g77—) < S*(f7T) 7S*(.f77_) +S*(g,7') 75*(937_) <eg,

womit f + g nach Lemma 1 integrierbar ist. Weiters folgt aus der vorherigen Ungleichung

b b b b b b
/f+gdx§/fdx+/gdx und/f+gd562/fdx+/gdx_

Damit folgt (a). Der Beweis von (b) ist dhnlich. Zu (c). Da f < g, folgt S*(f,7) < S*(g,7) und
S«(f,7) < S.«(g, 7). Damit folgt die Behauptung. O

Satz 3. Seien f,g: [a,b] — R integrierbar. Dann sind max{f,0},

flund f - g integrierbar.
Proof. Seie > 0. Nach Lemma 1 existiert 7 so, dass S*(f,7) — S.(f,7) < . Da
sup{max{f,0}: z, <z < Tp11} — inf{max{f,0}: x, <z < zpt41}
<sup{f(z): zp <z < xpy1}—inf{f(x): z, <2 <xpi1},
folgt, dass
S*(max{f,0},7) — Si(max{f,0},7) < S*(f,7) — S.(f,7) <e,

und damit ist max{f,0} integrierbar. Da |f| = max{f,0} — max{—f,0}, ist | f| integrierbar.
Sei nun € > 0. Nach Lemma 1 existiert 7 mit

(S*(f,7) = Su(f. 7)) sup [g| + (S7(g,7) — Si(g, 7)) sup | f| <e.
Da fiir x,y € (T, Tny1) gilt
[f(@)g(x) = F(y)gW)l = [f(@)(g(x) — g(y)) + (f(x) = f(y)g(y)|
<sup|f|(sup{g(t): =, <t <zpiy1}—inf{g(t): @, <t <zpi1})
+sup [g|(sup{f(t): zn <t <@pi1} —inf{f(t): z, <t <zpi1}),
folgt, dass S*(fg,7) — S«(fg,7) < . Damitist f - g nach Lemma 1 integrierbar. O

2. 2. VORLESUNG VOM 11.01.2018

Satz 4. Sei f: [a,b] — R integrierbar und ¢ > 0. Dann existiert § > 0, so dass fiir jede
Zerlegung T der Feinheit |T| < ¢ gilt

S*(f,m) = Su(f,7) <e.

Proof. Sei 1¢ eine Zerlegung mit N + 2 Punkten und S*(f, 70) — S« (f,70) < €/2. Diese Ungle-
ichung gilt fiir jede Verfeinerung. Die Funktion f ist beschrinkt. Sei nun M > 0 eine Schranke
fiir | . Ist 7 eine Zerlegung der Feinheit J, so ist

S*(f,7) < S*(f.m0) +2NM§
sowie
Su(f,7) = Sulf,70) — 2N MG.
Damit folgt
S (f.7) = Su(f,7) < 5 +4ANM.
Die Aussage folgt nun mit der speziellen Wahl § := /(8N M). O
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Definition. Sei f: [a,b] — R beschrinkt und x € [a,b]. Die Sprunghdhe von f in x ist
definiert durch

Af(z) = lim (sup{f(y): |z —y| <&, y € [a,b]} = nf{f(v): |z —y| <&, y € [a,8]}).
Bemerkung. Die Funktion
H(r) :==sup{f(y): [z —y[ <r, y € [a,0]} —inf{f(y): [z —y| <7, y € [a,b]}

ist monoton wachsend. Daher existiert der Limes. Ist Af(z) < ¢, so existiert 6 > 0 mit
|f(z1) — f(ze)] < 4 fiir alle x1, 22 € (x — §, 2+ 6).

Lemma 5. Es sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion, ¢ > Qund S := {x: Af(x) > ¢}. Dann
ist S eine endliche Menge.

Proof. (1) Ist x € (a,b), so existieren die einseitigen Grenzwerte f_, f;. Es existiert 6 > 0
mit |f(y) — f-| < g/2firxe — 0 <y < zund |f(y) — f]| < g/2firz < y < z+ 0.
Also besitzt S kein Element in (z — §,z + J). (2) Die Menge S ist endlich. Ansonsten gidbe
es eine Folge (z,,)nen in S mit x,, # x,, fiir n # m. Nach Bolzano-Weierstral existiert dann
eine konvergente Teilfolge von (x,, )nen, ohne Einschrankung gelte also x,, — . Das steht im
Widerspruch zu (1). O

Lemma 6. Es gelte A f(z) < e/2 fiir x € [a,b)], f: [a,b] = R. Dann existiert 6 > 0, so dass
|f(x) = f(y)| < e fiir |z —y| <.
Proof. Beweis durch Widerspruch. Falls nicht, so existieren z,,, ¢, mit | f(z,) — f(y»)| > € und
[T — yn| < % Nach Bolzano-Weierstrall existiert eine konvergente Teilfolge, und wird diirfen
ohne Einschrinkung annehmen, dass x,, — = mit n — oo fiir ein « € [a, b]. Dann existiert § > 0
mit | f(z1) — f(z2)| < efiir 21,22 € (x — , 2+ ). Da N € N existiert mit |z, — 2| < §/2 und
lyn, — x| < 6/2 fiir alle n > N, erhalten wir einen Widerspruch. O

Satz 7. Jede Regelfunktion ist integrierbar. Insbesondere sind also alle stetigen und alle
monotonen Funktionen integrierbar.

Proof. Wir wollen Lemma 1 anwenden. Sei ¢ > 0. Dann existiert eine Zerlegung 79 =
(No, (z4)), so dass Af(z) < 3(5—ay fur alle j und alle z # x;. Nach Lemma 7 existiert 4,

sodass |f(z) — f(y)] < 30— furalle z,, < z,y < x4y gilt. Sei nun 7 eine Zerlegung mit
|7| < 4, die alle z; enthilt. Es folgt

N
S (fl[xn,wn+1]a T|[$n,xn+1]) - S*(f‘[xn,zn,Jrl]aT|[xn,wn+1 Z Tn+1 — m

und damit

S*(f, 1) = Su(f,7) <e
O
Satz 8. Sei f: [a,b] — R eine Regelfunktion und € > 0. Dann existiert eine Treppenfunktion
p mit

sup{|f(z) — ¢(z)]: @ € [a,b]} <e.

Proof. Im Beweis von Satz 7 wihlen wir 7 = (N, (25, )o<n<n) fiir /2 statt €/(2(b — a)). Eine
leicht modifizierte iterative Konstruktion liefert dann die Approximierende ¢. (]

Definition. Sei A C Rund f: A — R eine Funktion. f heifit gleichmaBig stetig, falls fiir alle
e>0eind > 0mit|f(z) — f(y)| < e fiiralle x,y € Amit |x —y| <.
Satz 9. Sei —0o < a < b < ocound f: [a,b] — R stetig. Dann ist | gleichmdfig stetig.
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Proof. Angenommen, f ist nicht gleichmiBig stetig. Dann gibt es ein € > 0 so, dass zu jedem
n > 1 Punkte x,,, 2], € [a,b] existieren mit |z, — 2},| < L und |f(z,) — f(z},)| > €. Nach
dem Satz von Bolzano-Weierstral besitzt (z,,),en eine konvergente Teilfolge. Sei dies ohne
Einschrinkung (2, )nen. Damit folgt fiir ihren Grenzwert 2 := lim,,_, o =, € [a,b], und wegen

|z — 2| < £ — 0 mitn — oo muss auch z], —  gelten mit n — oo. Da f stetig ist, folgt

lim () - f(a}) = f(z) - f(z) = 0.

n— 00

Dies steht im Widerspruch zu | f(z,,) — f(z],)| > ¢ fiir alle n € N, und die Aussage folgt. O

Gleichmapfige Konvergenz
Definition. Es sei M C R eine Menge und f,, f: M — R, n € N, Funktionen. Wir sagen, dass

(a) fn gegen f punktweise konvergiert, falls fiir alle x € M und ¢ > 0 ein N € N existiert
mit | f(x) — fn(x)| < efiirallen > N.

(b) fn gegen f gleichmiBig konvergiert, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert mit | f(x) —
fu(x)| < e fiiralle x € M undn > N.

Satz 10. Seien f,: [a,b] — R integrierbare Funktionen, die gleichmdifig gegen f kon-
vergieren. Dann ist f integrierbar und es gilt

b b
/ fnd$—>/fdx, n — 0.
a a

Proof. Seie > 0und N € Nso, dass | f,(z) — f(x)| < &/(4(b — a)) fiir alle z € [a,b] und alle
n > N. Sei weiters die Zerlegung 7 so, dass S*(fn,T) — S«(fn,T) < /2. Es folgt

S*f=Sef <STfN =S (fN)+ S (f = fn) = Su(f = fn) < S42

g
2 4(b—a)(
b
/f—fnda:

b b e c
< — < _— < —.
—/a i/ f”|d”—/a —a) =1

b b
/fndx%/fdx, n — 0o

und der Satz ist bewiesen. O

b—a)=c.
Damit ist f integrierbar. Es folgt weiters

/abfdx—/abfndx

Damit folgt

3. VORLESUNG VOM 15.01.2018

Kapitel 19

Satz 1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei ¢: [a,b] — [0, 00) integrierbar und f : |a,b] —
R stetig. Dann existiert x € [a, b] mit

/abfwdx = f(l‘o)/abwdx-

Proof. Nach Satz 18.3 ist f integrierbar als Produkt integrierbarer Funktionen. Da f stetig ist,
existieren nach dem Satz vom Maximum z_, x4 € [a,b] mit f(z_) < f(z) < f(z4) fir alle

x € [a,b]. Ist f; ¢ dz = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also fab pdz > 0. Es folgt

feo) /absodm < /abf(x)cp(x) dz < f(zs) /absadm
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und daher

Ji feda
< f:wdx < flay).

Da f stetig ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein x¢ € [a, b] mit

e / pda = / " fa)ole) da.

Damit ist die Aussage bewiesen. (]

/abfdxz—/bafdx.

Sei f: [a,b] — R integrierbar und xg < z. Dann ist

x'—>/:f(t)dt

flz)

Falls b < a, so definieren wir

eine Funktion auf [a, b].

Definition. Ist F' eine differenzierbare Funktion im Intervall I mit F' = f, so nennen wir F
Stammfunktion (von f).

Lemma. Sind F und G Stammfunktionen von f, so ist F — G konstant.

Proof.~ Setze I := I — . Dann ist F Stammfunktion der Nullfunktion, F' = 0. Daraus folgt,
dass F’ konstant ist. O

Satz 2. (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei I ein offenes Intervall
und f: I — R stetig. Dann gilt:

(a) Fiir alle xo € I ist
T / f(t)de
Zo

eine Stammfunktion von f.
(b) Ist F' eine Stammfunktion, so gilt fiir alle a,b € 1

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Der Rest wird bis zum 18.01.2018 ergdnzt.
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