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Fiir d > 1 sei p das Lebesgue-Mafi auf R, ‘

Aufgabe 1 (Grenzwert und Integral vertauschen). Es ist einfach, die Werte der Limes

n n © oo n
lim (1 — E) ezdr und lim (1 + E) e 2 dy
n—oo [ n n—oo [o n

zu erraten. Zeigen Sie, dass Thre Vermutungen richtig sind.
Aufgabe 2 (Riemann-Lebesgue). Sei f : R? — R eine integrierbare Funktion. Definieren Sie:

F&) = | fl@)e ™da.
Rd
Zeigen Sie:

(a) [galf(xz+h)— f(z)|de — 0 wenn |h| — 0.

o~

(b) [£(§)] = 0 wenn |¢] — oo.

Aufgabe 3 (Cantor-Funktion). Seien C C [0, 1] die Cantor-Menge und F : [0, 1] — [0, 1] die Cantor—FunktionB
Wir wissen schon, dass die Funktion F monoton steigend ist. Insbesondere erzeugt sie ein dufleres Maf}, das
v gennant wird. Wie in der Vorlesung sei C C C die Teilmenge aller Elemente, die keine endliche ternére
Darstellung besitzen, und sei I C [0,1) die Teilmenge aller Elemente, die keine endliche bindre Darstellung
besitzen. Sei N C I C [0,1] eine nicht-messbare Teilmenge des Einheitsintervalles, die nur solche Elemente
enthalt.

Beweisen Sie:

(a) Die Einschrinkung F |5 definiert eine Bijektion zwischen C und 1.
(b) Die Menge F~H(N) erfiillt u(F~1(N)) = 0 und ist deswegen Lebesgue-messbar.
(c) Die Menge F~(N) ist auf C nicht v-messbar.

Aufgabe 4 (Fubini). Sei {b;} eine positive Folge mit >~ by = s < 00, und a,, := > k<n Dk
Definieren Sie f : R? — R in der folgenden Weise:

Gn wennn <z <n+lundn<y<n+1, (neN)
flz,y) =4 —-a, wermn<z<n+lundn+1<y<n+2 (neN)
0 sonst.

Fir x,y € R, definieren Sie die Schnitten:

(@) = f(z,y) und fo(y) = f(z,y).
Beweisen Sie:

(a) Jede Schnitte f¥ und f, hat ein endliches Integral. Fiir jedes = € R, fR fz(y)dy = 0 und deswegen

/R(/Rf(x,y)dy)dx:().

1Vgl. Seiten 30-32 des Skripts.



(b) Trotzdem

n—Gn—1 wennn<y<n+1l. (n>1)

ag wenn 0 <y < 1;
Y(x)dr =
/Rf (x)dx {a

Deswegen hat y — [, f¥(2)dz ein endliches Integral auf (0,00) und

/ﬂ@(/Rf(x,y)dJOdy:s.

(c¢) Die Funktion f hat ein unendliches Integral:

/ |f(z,y)|dedy = oco.
RxR



