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1 Logische Grundlagen

Wir betrachten das Unterfangen der Mathematik vereinfacht als einen Pro-
zess, im Verlaufe dessen mathematische Aussagen bewiesen werden. Die ma-
thematischen Grundlagen bestehen dann aus zwei Komponenten. Die Erste
ist eine formale Sprache, die geeignet ist den mathematischen Prozess aus-
zudriicken. Die zweite Komponente ist eine Menge von Regeln, um mathe-
matische Aussagen und Variablen zu manipulieren. Durch eine dritte Kom-
ponente, eine Interpretation der mathematischen Aussagen, die bestimmte
Aspekte der Realitdt modellieren, wird mathematischen Sétzen eine Bedeu-
tung fiir die modellierten Objekte der echten Welt zugeordnet.

Die formale Sprache besteht aus zwei Arten von Symbolen. Einerseits sind
dies spezielle Symbole, die einem bestimmten Zweck dienen, wie etwa =, #
;N\, V, 3,V usw. und andererseits Symbole, die Variablen bezeichnen. Varia-
blen sind typischerweise durch Buchstaben aus dem lateinischen oder grie-
chischen Alphabet bezeichnet: a,b,c,z,y, z,a, 8,7, .... Es ist jedoch nicht
mafgeblich, wie genau die Variablensymbole beschaffen sind. Denkbar, wenn



auch uniiblich, ist beispielsweise auch ein mehrere aneinandergereihte Buch-
staben umfassender Variablenbezeichner. Siatze der formalen Sprache werden
durch geeignetes Aneinanderreihen von Symbolen gebildet. Die dabei rele-
vante Syntax sollte im Zuge dieser Einfithrung klar werden.

Die Regeln zur Manipulation formalsprachlicher Ausdriicke gehoren jeweils
zu einer von zwei Kategorien. Einerseits gibt es Regeln, die Symbole fiir neue
Variablen einfithren und andererseits Deduktionsregeln zum Folgern neuer
Aussagen aus bereits Festgestellten.

1.1 Elementare Aussagen

Wir wéhlen eine sehr generische Interpretation unsres mathematischen Dis-
kurses. Der mathematische Diskurs beschéftigt sich mit Objekten. Ein Ob-
jekt kann im Prinzip ein gewohnlicher Alltagsgegenstand, wie etwa ein Stiick
Kreide sein; meistens handelt es sich jedoch bei Objekten um idealisierte
mathematische Objekte, wie zum Beispiel Primzahlen.

Regel 1 (Unkonditionierte Einfithrung einer Variablen). Zu jedem Zeitpunkt
wéahrend des mathematischen Prozesses konnen wir eine neue Variable mit
einem beliebigen, notwendigerweise aber noch unbesetzten Symbol einfiihren.
Dieser Akt wird formalsprachlich durch einen Satz ausgedriickt, der blof§ aus
dem einzufithrenden Symbol besteht:

bedeutet also
Sei x ein Objekt.

Definition 1.1. Wenn z,y eingefithrte Variablen sind, so sind = = y,z # y
elementare Aussagen.

Eine wesentliche Eigenschaft von Objekten ist, dass sie von anderen Objek-
ten unterschieden werden kénnen. Es liegt nahe, der formalen Aussage x =y
die Bedeutung zuordnen zu wollen, dass sich die Objekte, welche die Va-
riablen x und y bezeichnen dieselben sind und entsprechend dem Ausdruck
x # y die Bedeutung, dass sie sich unterscheiden. Dabei handelt es sich je-
doch um eine Interpretation, welche vom Regelwerk der formalen Sprache
im Prinzip unabhéngig ist. Allerdings werden wir sehen, dass die Regeln der
formalen Manipulation elementarer Aussagen gerade so beschaffen sind, dass
eben diese universelle Interpretation sinnvoll ist.

Regel 2 (Einfithrung einer Variablen mit einer Bedingung). Mit der Einfiihrung
einer neuen Variablen x konnen wir eine Bedingung in Form einer formal-
sprachlichen Aussage P stellen, die nur vorher eingefiihrte Variablen sowie



die neue Variable x benutzt. Formalsprachlich driicken wir dies durch einen
Doppelpunkt aus:
x: P

bedeutet
Sei z ein Objekt, sodass P gilt.

Ist P zum Beispiel z = y, so steht der formale Ausdruck z : z = y fiir die
Einfiihrung einer Variablen x mit der FEigenschaft x = y, wobei y eine bereits
vorher eingefithrte Variable ist. Wir kommen nun zu den ersten Deduktions-
regeln.

Regel 3 (Symmetrie fiir =). Haben wir eine Aussage vom Typ = = y schon
festgestellt, dann konnen wir y = x folgern.

Regel 4 (Symmetrie fiir #). Haben wir eine Aussage vom Typ = # y schon
festgestellt, dann konnen wir y # = folgern.

Das folgende Beispiel zeigt einen mathematischen Diskurs, der zunéchst zwei
Variablen einfiihrt, und dann die Symmetrie anwendet.

b:a=15b
b=a

Regel 5 (Tertium non datulﬂ, TND). Fiir je zwei Variablen z,y kénnen wir
mindestens eine der Aussagen x = y oder x # y folgern.

Man beachte, dass hier tatséchlich ,,mindestens eine” steht und nicht ,,genau
eine”. Im Sinne der iiblichen Interpretation von x = y als ,,z ist gleich y”
und x # y als ,,x ist nicht gleich y” ist es natiirlich nicht sinnvoll, dass
beide Aussagen gleichzeitig giiltig sein konnten. Dieser Gesichtspunkt wird
erst durch die weiteren Entwicklung des Kalkiils beriicksichtigt werden.

Regel 6 (Substitution fiir =). Seien x,z’ zwei Variablen und sei P’ eine
bereits festgestellte elementare Aussage. Falls wir schon z = 2/ und = = x
festgestellt haben, dann konnen wir P folgern, wobei P aus P’ hervorgeht
durch Ersetzen eines 2’ durch z.

Regel 7 (Substitution fiir #). Seien x,z’ zwei Variablen und sei P’ eine
bereits festgestellte elementare Aussage. Falls wir schon x # 2’ und = # x
festgestellt haben, dann konnen wir P folgern, wobei P aus P’ hervorgeht
durch Ersetzen eines ' durch z.

Nat. ein Drittes ist nicht gegeben.



Man beachte, dass die zwei Aussagen x = 2’ und x = z in der ersten Substi-
tutionsregel gerade als Beispiel zweier Aussagen P’ und P dient, die formal
durch eine Substitution eines =’ durch ein = auseinander hervorgehen.

Man lasse sich von der Substitutionsregel fiir # nicht verwirren. Sie sorgt fiir
vollige Symmetrie der Regeln fiir = und #.

Zur iibung {iberlege man sich den Zusammenhang der Substitutionsregel mit
der Transititivit des Gleichheitszeichens: falls x = y,y = 2z, dann x = 2.

Die aufgestellten Regeln sollen jetzt verwendet werden, um ein mathemati-
sches Resultat zu beweisen.

Satz 1.2. Ist fiir eine Variable x schon x = x festgestellt, dann gilt fiir jede
weitere Variable y auch y =y.

Beweis. Nach TND (Regel [5)) haben wir y = y oder y # y. Wir machen also
eine Fallunterscheidung.

Fall 1. y = y. Das war zu zeigen.
Fall 2. y # y. Nach TND haben wir x = y oder = # .

Fall 2.1.  # y. Nach Symmetrie fiir # (Regel [4) haben wir y # z. Da
y # x und y # y diirfen wir nach der Substitutionsregel fiir #
(Regel [7)) in der elementaren Aussage © = x, « durch y ersetzenﬂ
Also erhalten wir y = y.

Fall 2.2. z =y. Da z = y und = x, kdnnen wir nach der Substitutionsre-
gel fiir = (Regel @ in der elementaren Aussage y # y ein y durch
x ersetzen und erhalten daher x # y. Wir kénnen dann weiter
argumentieren wie im Fall 2.1 und folgern y = y.

Da wir in allen Féllen y = y gefolgert haben, und wir nach T'N D wissen, dass
mindestens einer der Falle auftritt, haben wir y = y auch absolut gefolgert.

[]

Da alle unsere Regeln symmetrisch in = und # sind, erhalten wir automatisch
auch das symmetrische Resultat.

Satz 1.3. Ist fiir eine Variable x schon x # x festgestellt, dann gilt fiir jede
weitere Variable y auch y # .

Wir verwenden diese Erkenntnisse, um eine wichtige Aussage iiber das Wesen
von = und # zu beweisen.

2Wir brauchen hier zwei Anwendungen von Regel [7} da mit jeder Anwendung blof3 ein
x durch y ersetzt wird.



Satz 1.4 (Ex falso quodlibelﬂ). Haben wir fir x,y festgestellt, dass x =y
und x # y, dann konnen wir jede beliebige elementare Aussage folgern.

Beweis. Fiir beliebige eingefiithrte Variablen a, b ist unter den Voraussetzun-
gen im Satz zu zeigen, dass a = b und a # b gefolgert werden kénnen. Wir
zeigen zunéchst, dass a = a und a # a gelten. Nach TND ist x = z oder

x # T.

Fall 1. # = . Nach Regel [f] diirfen wir in @ # y das y durch ein z ersetzen.
Also gilt x # .

Fall 2. x # x. Nach Regel [7] diirfen wir in « = y das y durch ein = ersetzen.
Also gilt x = x:

In beiden Féllen konnten wir x = x und x # x folgern. Daraus folgt nun
nach Satz[1.2] und Satz dass a = a und a # a fiir beliebiges a. Sind nun
a, b eingefithrte Variablen, dann gilt nach TND a = b oder a # b.

Fall 1. a =b. Da a = a und a = b, diirfen wir in der Aussage b # b nach Regel
[6] ein b durch ein a ersetzen, also a # b.

Fall 2. a # b. Da a # a und a # b, diirfen wir in der Aussage b = b nach Regel
[7 ein b durch ein a ersetzen, also a = b.

In beiden Féllen konnten wir a = b und a # b folgern, was zu zeigen war. []

Zu jedem Zeitpunkt ist unser mathematischer Prozess in einem der folgenden
vier Zustande.

1. Wir haben noch fiir keine Variable z, x = x oder x # z festgestellt.

2. Wir haben schon eine Aussage der Form z = z festgestellt, aber noch
keine Aussage der Form y # y.

3. Wir haben schon eine Aussage der Form x # x festgestellt, aber noch
keine Aussage der Form y = y.

4. Wir haben schon Aussagen von der Form x = z und auch der Form
y # y gefolgert.

Der erste Fall erweist sich als nicht besonders interessant, da wir ohne Aussa-
gen vom Typ =z = x oder x # x, also Aussagen mit zwei gleichen Variablen,
zumindest ohne eine Fallunterscheidung noch gar nicht das Substitutions-
prinzip anwenden konnen. Der vierte Fall ist noch weniger interessant, weil

3lat. aus Falschem [folgt] Beliebiges.



wir dann nach Satz jede beliebige Aussage haben. Die Féille 2 und 3
sind vollig symmetrisch. Dort spielen sich alle interessanten mathematischen
Diskurse ab. Wir kénnen unsere mathematische Diskussion gleich im Fall 2
beginnen, indem wir als Erstes eine Variable x mit x = x einfithren. In dem
Fall brechen wir die Symmetrie zwischen = und #, denn nach Satz gilt
nun ' = 2’ fir alle 2’. Diese Eigenschaft heifit die Reflezivitit des Gleich-
heitszeichens.

Man bemerke, dass die zusétzliche Einfiithrung einer Variablen y mit y # y
uns sofort in den uninteressanten vierten Fall fithren wiirde. Eine solche
Einfiihrung einer Variablen ist also zu vermeiden.

Ende Vorlesung 1, 07.10.2014

1.2 Disjunktion und Konjunktion

Bisher haben wir nur die reservierten Symbole =, # kennengelernt. Wir
fithren das Symbol V als Formalisierung der logischen Verkniipfung ,,oderéin.

Definition 1.5. Eine elementare disjunktive Aussage ist eine Kette von ele-
mentaren Aussagen, die jeweils durch das Symbol V verkniipft sind. Sind
Py, P, ..., P, diese elementaren Aussagen, so schreibt wir schematisch fuer
die entsprechende elementare disjunktive Aussage

PVPEV---VP,

Eine elementare disjunktive Aussage der Lénge zwei ist von der Form P,V P,
eine solche der Lange drei von der Form P, V P, V P3 u.s.w. Eine elementare
Aussage kann fiir sich als elementare disjunktive Aussage der Lénge eins
angesehen werden. Eine syntaktisch korrekte elementare disjunktive Aussage
ist natiirlich voll ausgeschrieben und hat nicht die Punkte ... in dem obigen
schematischen Ausdruck.

Regel 8. Haben wir von einer Anzahl elementarer Aussagen Py, Ps, ..., P,
mindestens eine schon festgestellt, dann diirfen wir die elementare disjunktive
Aussage P,V P,V ---V P, folgern.

Regel 9. Haben wir eine elementare disjunktive Aussage P,V P,V ---V P,
schon festgestellt, dann kénnen wir einen Beweis durch Fallunterscheidung
aufbauen:

Fall 1. Wir nehmen P; an.



Fall 2. Wir nehmen P, an.

Fall n. Wir nehmen P, an.

Alles, was wir in allen n Féllen folgern konnen, gilt als unkonditioniert ge-
folgert.

Durch diese Erweiterung konnen wir das Tertium non datur auch formal
schreiben als
a=bVa#b

Der mathematische Prozess kann auch als Flussdiagramm dargestellt werden.
Im folgenden Beispiel zeigen wir ein solches Flussdiagram, um zu zeigen, dass
wir aus der Aussage x = y V a # b mit den bekannten Regeln die Aussage
y = xVa # b folgern kbnnen. Dies zeigt exemplarisch, dass die Symmetriere-
gel [3] auch fiir Gleichheitszeichen innerhalb elementar disjunktiver Aussagen
gelten.

r=yVa#b

/\

Fallunterscheidung
rT=y a#b

Symmetrie
y=x
RegelS‘
y=xVa#b y=xVa#b

Regel E

y=xVa#b

Regel 8

dhnlich konnen wir auch die Regeln [4] [6] [7] auf elementar disjunktive Aussa-
gen ausdehnen. Um eine entsprechende Erweiterung des Tertium non datur
aufstellen zu konnen, miissen wir erst das logische ,,und”, geschrieben A,
einfithren. Dieses verhélt sich dual zu V.

Definition 1.6. Eine elementar konjunktive Aussage ist eine Kette von ele-
mentaren Aussagen, die jeweils durch das Symbol A verkniipft sind. Sind
P, P, ..., P, diese elementaren Aussagen, so schreibt wir schematisch fuer
die entsprechende elementar konjunktive Aussage

PLVPN--- NP,

Regel 10. Haben wir jede einzelne der elementaren Aussage Py, Ps, ..., P,
bereits festgestellt, dann diirfen wir die elementar konjunktive Aussage P; V
Py A --- AP, folgern.



Regel 11. Haben wir eine elementar konjunktive Aussage Py A P A--- A P,
bereits festgestellt, so diirfen wir jede beliebige der elementaren Aussagen
P, P, ... P, folgern.

Definition 1.7 (Duale Aussage). Eine elementar konjunktive Aussage und
eine elementar disjunktive Aussage sind dual zueinander, wenn sie durch
Austauschen der Symbole =, # einerseits und V, A andererseits auseinander
hervorgehen.

Zum Beispiel ist die Aussage © =y V a # b dual zur Aussage = # y A a = b.

Satz 1.8 (de Morgan’sche Regel, Erweiterung von TND). Wenn P eine
elementar disjunktive Aussage ist und Q) die dazu duale elementar konjunktive
Aussage, dann gilt mindestens eine der Aussagen P und Q.

Wir zeigen den Satz exemplarisch in dem Fall der Aussagen x = yV a # b
und = # y A a = b, der allgemeine Fall kann #hnlich bewiesen werden.

Beweis. Wir stellen den Beweis in Form eines Flussdiagrammes dar.

r=yVar#y
TND a=bVa#b
/\
T =1y T 7Y
/\
a="b a#b

r=yVa#b r#yNa=>b r=yVa#b

In allen Fallen konnten wir eine der Aussagen x = yVa # b oder x # yAa = b
zeigen. O

TND besagt also in dieser erweiterten Fassung, dass von zwei dualen Aus-
sagen mindestens eine gelten muss. In der Absicht die Aussage von Satz
formal aufzuschreiben, ist man versucht den folgenden Ausdruck hinzuschrei-
ben:

(x=yVa#bV(rx#yNa=Db)

Allerdings haben wir Aussagen von diesem Komplexitédtsgrad und insbeson-
dere die Klammersymbole (,) noch nicht eingefiihrt.

Definition 1.9. Sind fiir eine gewisse Anzahl n, P, ..., P, elementarer kon-
junktive Aussagn verschiedener Léngen, dann ist (Py)V (P) V.-V (P,) eine
disjunktive Aussage (zweiter Ordnung).



Definition 1.10. Sind fiir eine Anzahl n, Py, ..., P, elementare disjunktive
Aussagen moglicherweise verschiedener Langen, dann ist (Py)A(P2)A- - -A(P,,)
eine konjunktive Aussage (zweiter Ordnung).

Fiir disjunktive Aussage haben wir

Regel 12. Haben wir von einer Anzahl elementarer konjunktive Aussagen
Py, ... P,, mindestens eine schon festgestellt, dann diirfen wir (P;)V---V(F,)
folgern.

Regel 13. Haben wir von einer Anzahl elementarer disjunktiver Aussagen
Py, ... P,, mindestens eine schon festgestellt, dann diirfen wir (P)A---V(P,)
folgern. Haben wir eine disjunktive Aussage (P;)V- - -V (F,) schon festgestellt,
dann kénnen wir einen Beweis durch Fallunterscheidung aufbauen:

Fall 1. Wir nehmen P, an.

Fall n Wir nehmen P, an.

Alles, was wir in jedem der Fille folgern konnen, gilt als unkonditioniert
gefolgert.

Regel 14. Haben wir eine Anzahl elementarer disjunktiver Aussagen Py, ..., P,
bereits festgestellt, dann diirfen wir (Py) A --- A (P,) folgern.

Regel 15. Haben wir eine konjunktive Aussage (Py) A --- A (P,) bereits
festgestellt, so diirfen wir jede einzelne der Aussagen P, ..., P, folgern.

Ist P eine einzelne elementar konjunktive Aussage, s ist (P) eine disjunktive
Aussage. Aus den obigen Regeln kann man herleiten, dass wir (P) aus P
folgern konnen und umgekehrt. Analoges gilt fiir konjunktive Aussagen der
Lénge eins.

Wir konnten nun durch weitere Iteration konjunktive und disjunktive Aussa-
gen hoherer Ordnungen definieren, jedoch stellt sich heraus, dass jede Aussa-
ge hoherer Ordnung auf eine disjunktive oder konjunktive Aussage hochstens
der oben einfgefiihrten Ordnung zwei zuriickgefiihrt werden kann. In der Tat
kann sogar jede konjunktive in eine gleichwertige disjunktive Aussage umge-
wandelt werden, und umgekehrt.

Satz 1.11 (Distributivgesetze). Es seien P,Q, R elementare Aussagen.
1. Aus P A (QV R) folgt (PNQ)V (P A R) und umgekehrt.
2. Aus PV (Q A R) folgt (PV Q) A (PV R) und umgekehrt.
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Beweis. Wir zeigen exemplarisch, wie aus PV (Q A R) die Aussage (PV Q) A
(P V R) gefolgert werden kann. Die andere Richtung und der zweite Teil des
Satzes sind dhnlich zu beweisen.

PV (QAR)
/\
P QAR
| |
PvQ Q
PV R R
|
PvQ
PV R

|
(PVQ)A(PVR)  (PVQ)A(PVR)

(PVQ)AN(PVR)

]

Es koénnen auch leicht die entsprechenden Distributivgesetze mit grofieren
Anzahlen von elementaren Aussagen bewiesen werden. Aufgrund der Distri-
butivgesetze benotigen wir keine weiteren Verschachtelungen der Definitio-
nen disjunktiver und konjunktiver Aussagen, um alle Aussagen beschreiben
zu konnen, die sich aus naivem Verkniipfen von Aussagen durch V oder A
bilden lassen.

Wir fassen diese Tatsache zusammen wie folgt, hier bezeichnen wir mit Aus-
sage ein solche die disjunktiv oder konjunktiv ist.

Satz 1.12. Seien P und QQ Aussagen. Dann gibt es eine Aussage R mit den
FEigenschaften

1. Ist mindestens eine von den Aussagen P und @) bereits festgestellt, so
kénnen wir R folgern.

2. Ist R bereits festgestellt, so konnen wir eine Fallunterscheidung aufbau-
en: In einem Fall nehmen wir P an und im anderen Q). Alles, was wir
in beiden Fillen beweisen konnen, dirfen wir unkonditioniert folgern.

Wir skizzieren hier den Beweis nur: sind P, () jeweils konjunktive oder dis-
junktive Aussagen, so konnen wir sie beide in disjunktive Aussagen um-
wandeln und konnen dann R definieren als Konkatenation der disjunktiver

11



Aussagen, das heifit Hintereinanderschreiben der Aussagen, verbunden mit
dem Symbol V. Also ist R wieder eine disjunktive Aussage.

Die Aussage R ist syntaktisch nicht eindeutig bestimmt, sie kann zum Beispiel
auch als eine konjunktive Aussage geschrieben sein. Allerdings folgt aus einer
Anwendung des Satzes, dass wenn zwei Aussagen R und R’ die Eigenschaften
des Satzes erfiillen, dann kann man R aus R’ und ebenso R aus R folgern. In
diesem Sinne ist die mangelnde syntaktische Eindeutigkeit fiir Anwendung
in einer Beweiskette ohne Konsequenzen.

Definition 1.13. Wir schreiben (P) Vv (Q) fiir eine Aussage R, die die Ei-
genschaften des Satzes erfiillt.

Satz 1.14. Seien P und Q Aussagen. Dann ¢ibt es eine Aussage R mit den
FEigenschaften

1. Ist von den Aussagen P und () beide bereits festgestellt, so konnen wir
R folgern.

2. Ist R bereits festgestellt, so konnen wir jede der beiden Aussagen P und
Q folgern.

Der Beweis ist ganz dhnlich wie oben, wir wandeln P, @ in konjunktive Aus-
sagen um und erhalten R als konkatenierte konjunktive Aussage.

Die Aussage R ist erneut syntaktisch nicht eindeutig bestimmt, wieder folgt
aus Anwendung des Satzes, dass wenn zwei Aussagen R und R’ die Eigen-
schaften des Satzes erfiillen, dann kann man R aus R’ und R’ aus R folgern.

Definition 1.15. Wir schreiben (P) A (Q) fiir eine Aussage R, die die Ei-
genschaften des Satzes erfiillt.

Weitere Symbole.

e Negation: =P, gelesen “nicht P”, ist die duale Aussage zu P.
e Implikation: P = @, gelesen “P impliziert )", bedeutet =P V Q.

e dquivalenz: P < @, gelesen “P ist dquivalent zu )7, bedeutet (P =

Q)N (Q=P).

Ein allgegenwirtiger Aspekt ist die im mathematischen Prozess inhérente
Zeitordnung. Diese ergibt sich auf natiirliche Weise durch das sequentielle
Notieren mathematischer Symbole, und das sequentielle Folgern von Aussa-
gen. Die sequentielle Ordnung geht mitunter in logischen Ausdriicken verlo-
ren. Beispielsweise betont die Schreibweise P = () die zeitliche Reihenfolge
von P und @), wiahrend der dquivalente Ausdruck =P V ) oder auch Q V =P
keinen Eindruck einer zeitlichen Abfolge mehr vermittelt.
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1.3 Existenz- und Allquantor

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass die Variableneinfithrung durch
moglicherweise entstehende Widerspriiche eine gewisse Gefahr birgt. Ein Wi-
derspruch ist dabei das Bestehen einer Aussage der Form = = y A x # y, die
uns sofort in den unerwiinschten vierten Zustand fithrt (nach obiger Klassi-

fikation).
Beispielsweise fiithrt der mathematische Diskurs

2=y
T:r=yANxr F=z2

zu einem Widerspruch (also in den Fall 4). Zur Formalisierung der Aussage,
dass die Einfithrung einer Variablen nicht zu Widerspriichen fiihrt, fithren

wir ein neues Symbol ein. Dabei handelt es sich um den Existenzquantor 4.
Ein Ausdruck der Form

W' =ynad' #£ 2
wird wie folgt gelesen:
Es existiert ein 2/, sodass 2’ = y A 2’ # z gilt.

Dabei ist z’ eine Variable die zuvor nicht eingefiihrt wurde. Allerdings ver-
stehen wir das 2’ nur als temporére Variable, eingefithrt nur fiir die Aussage
in der der Quantor steht. Fiir eine spétere Aussage oder Variableneinfithrung
gilt 2’ also wieder als unbenutzt.

Betrachtet man in einer Existenzaussage dr : P, wobei wir annehmen dass
P die Variable z enthélt, den Ausdruck P fiir sich, so ist er keine Aussage,
da er die nicht eingefiihrte Variable x enthélt. Einen solcher Ausdruck nennt
man eine FEigenschaft in dieser Variablen x. Nur im Zusammenhang mit
dem Quantor Jx wird aus der Eigenschaft eine Aussage. Wir verwenden
syntaktische Begriffe wie “disjunktiv’ und “konjunktiv” fiir Eigenschaften
ganz analog wie fiir Aussagen.

Der Umgang mit dem Existenzquantor wird durch zwei neue Regeln festge-
legt.

Regel 16. Ist x eine eingefiihrte Variable und P eine festgestellte (disjunk-
tive oder konjunktive) Aussage, dann diirfen wir 32’ : P’ folgernﬂ wobei P’
aus P entsteht durch Ersetzen aller x durch z’.

4Hierbei nehmen wir an, dass der Variablenbezeichner x’ bisher unbenutzt ist.
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Regel 17. Haben wir Jx : P festgestellt und ist P eine disjunktive oder
konjunktive Eigenschaft, so diirfen wir gefahrlos 2’ einfithren mit P’, wobei
P’ aus P entsteht durch Ersetzen aller z durch z’.

Hierbei verstehen wir unter gefahrlosem Einfithren der Variablen, dass jeder
Widerspruch, der moglicherweise durch Einfiithrung von x’ erzeugt wird, als
bereits aus dz : P gefolgert angesehen werden soll. Die Einfithrung der Varia-
blen 2’ erzeugt somit per Konvention keine Widerspriiche, die nicht ohnehin
schon aus der existentiellen Aussage folgen.

Dass gefahrloses Einfithren moglich ist, wird zum Beispiel durch folgende
Regeln gewahrleistet.

Regel 18. Angenommen x ist schon eingefiihrt, dann gilt Jy : x = y.
Regel 19. Angenommen x ist schon eingefiihrt, dann gilt Jy : x # v.

Haben wir bereits ein Element mit a = a eingefiihrt, stellt die letzte Re-
gel insbesondere sicher, dass das Universum mindestens ein weiteres Objekt
enthalt.

Wieder kénnen wir uns die Frage stellen, wie sich die bisherigen Regeln unter
dieser Erweiterung verhalten. Nehmen wir zum Beispiel an, dass dx : x =y
gilt. Kénnen wir daraus schlieflen, dass Jx : y = x7 Die Antwort ist ja. Aus
dx : x = y folgt nach Regel dass wir 2’ mit 2’ = y einfiihren diirfen. Nach
Symmetrie gilt y = 2’ und nach Regel [16| folgt Jz : y = x.

Haben wir eine Existenzaussage dx : P, so konnen wir 2’ mit P’ einfiihren.
Sei nun # eine andere Variable, die die Aussage P erfiillt, wobei P aus P
durch Ersetzen aller x durch Z entsteht, so konnen wir nicht ohne weiteres
x' = T folgern. Sollte aber P gerade so beschaffen sein dass man eben doch
von P’ und P auf 2 = # schliessen kann, so spricht man von Eindeutigkeit
des Elementes z’ das P’ erfiillt. Eine Eindeutigkeitsaussage vom Typ

Vavr' : (Q)V (Q) V (x = 1)

wobei P’ und P die dualen Eigenschaften zu P und P’ sind, muss aber
getrennt von der Existenzaussage

Jx: P

gezeigt werden.

Ende Vorlesung 2, 09.10.2014
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Das zum Existenzquantor duale Symbol ist der Allquantor V. Die Aussage
Ve:x =y

lesen wir als
Fiir alle x gilt z = y.

Zum Allquantor gibt es die folgenden Regeln, in Analogie zu den Regeln
und

Regel 20. Angenommen z ist eine unkonditioniert eingefiihrte Variable (ein-
gefithrt nach Regel . Sei P eine festgestellte disjunktive oder konjunktive
Aussage, wobei P nur x und solche Variablen enthélt, die vor = eingefiihrt
wurden. Dann konnen wir Va' : P’ folgern, wobei P’ aus P entsteht durch
Ersetzen aller z durch z’.

Regel 21. Wenn Vz : P fiir eine (disjunktive oder konjunktive) Eigenschaft
P festgestellt ist und 2’ eine eingefiihrte Variable ist, so konnen wir P’ folgern,
wobei P’ aus P entsteht durch Ersetzen aller  durch z’.

Beispiel. Sei y eine eingefiihrte Variable. Dann gilt Vo : z # y Vy = x.

Beweis. Sei y eingefithrte Variable. Sei ' eine Variable. Nach TND gilt x’ #
y Vo' = y. Nach Symmetrie gilt z # y Vy = 2/. Nach Regel folgt
Ve:x#yVy=ux. n

Definition 1.16. Ist P eine disjunktive oder konjunktive Aussage, so heiflen
Va : Pund 3z : P quantifizierte Aussagen (der Ordnung 1).

Disjunktive und konjunktive Aussagen bezeichnet man auch als quantifizierte
Aussagen nullter Ordnung.

Die Definition erweiternd nennen wir zwei quantifizierte Aussagen P, ()
dual zueinander, wenn sie durch entsprechendes Austauschen der Symbol-
paare =, % und V, A und 3,V auseinander hervorgehen.

Zur Erweiterung des TND brauchen wir anders als im Falle der Einfithrung
der Symbole V, A eine neue Regel.

Regel 22 (TND). Von zwei zueinander dualen quantifizierten Aussagen der
Ordnung 1 gilt mindestens eine.

Regel [22 kann nicht aus den bisherigen Regeln abgeleitet werden. Dies stellt
einen interessanten Gegensatz dar zu den TND Eigenschaften von disjunk-
tiven und konjunktive Aussagen, die alle durch Fallunterscheidung bewiesen
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werden konnten. Der Versuch, eine solche Fallunterscheidung hier analog auf-
zubauen scheitert daran, das unendlich viele Fille untersucht werden miiss
ten, die zudem noch nicht einmal klar umrissen sind.

Wir diskutieren exemplarisch einen Satz, der die Behandlung von “und” und
“oder” Verkniipfungen im Zusammenhang mit Quantoren aufzeigt.

Satz 1.17. Sei P elementare Eigenschaft in x und Q) elementare Aussage
(die x nicht enthalten kann), und sei mindestens eine der Aussagen VYx : P
und Q) bewiesen. Dann kinnen wir Vx : PV Q folgern. Ist umgekehrt Vx :
PV Q bewiesen und ) enthdlt nicht x, so kénnen wir einen Beweise durch
Fallunterscheidung durchfiihren mit den Fdllen Vx : P und Q).

Beweis. Wir beweisen exemplarisch die erste Richtung: Wir machen eine
Fallunterscheidung. Im ersten Fall nehmen wir an, dass Vz : P bereits fest-
gestellt ist. Sei 2’ eine Variable. Dann gilt P’ nach Regel 1] Es folgt P'V Q.

Also gilt Vz : PV @ nach Regel 20} Dabei beachte man, dass Q kein 2’
enthalten kann. Den anderen Fall iiberlassen wir dem Leser als iibung. [

Einen analogen Satz fiir allgemeine konjunktive oder disjunktive Aussagen
kann man mithilfe von und den darauffolgenden Bemerkungen formulie-
ren. Man kann dann eine quantifizierte Aussagen erster Ordnung mit einer
solchen nullter Ordnung durch V verkniipfen und erhélt

(Vz : P) Vv (Q) ist gleichbedeutend mit Vz : (P) V (Q) .
Gleichermassen kann man einfiithren
(Jz: P) v (Q) ist gleichbedeutend mit 3z : (P) V (Q)

(Vx : P) A (Q) ist gleichbedeutend mit Vz : (P) A (Q)
(Jz : P) A (Q) ist gleichbedeutend mit Vz : (P) A (Q)

Als né#chstes fithren wir quantifizierte Aussagen hoherer Ordnung, also mit
mehreren Quantoren, ein. Ist P eine quantifizierte Eigenschaft erster Ord-
nung in x, also ein Ausdruck der formal einer quantifizierten Aussage analog
ist aber eine nicht eingefiihrte und nicht quantifizierte Variable x entélt, so
sind Vz P,z P quantifizierte Aussagen zweiter Ordnung. Entsprechend fiithren
wir quantifizierte Aussagen n-ter Ordnung fiir n = 3,4,5,... ein. Zum Bei-
spiel ist
VaVy:x=yVa#y

eine quantifizierte Aussage zweiter Ordnung. Es handelt sich dabei um die
formalisierte Fassung des Tertium non datur fiir elementare Aussagen. Ent-
sprechend handelt es sich bei

Vedy:xz =y
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um eine Formalisierung der Regel [I8 Auch dies ist eine quantifizierte Aussage
zweiter Ordnung.
Fiir die quantifizierten Aussagen nter Ordnung stellen wir die den Regeln

[17], 20} [21} 22] bis [22] entsprechenden Regeln auf.

Regel 23. Ist x eine eingefiihrte Variable und P eine bewiesene quantifizierte
Aussage n-ter Ordnung, so kénnen wir Ja’ : P’ folgern, wobei P’ aus P
entsteht durch Ersetzen aller x durch 2’

Regel 24. Haben wir eine quantifizierte Aussage 3z : P der Ordnung n +
1 festgestellt (also hat P selbst n Quantoren), so diirfen wir gefahrlos z’
einfithren mit P’, wobei P’ aus P entsteht durch Ersetzen aller = durch z’.

Regel 25. Angenommen z ist eine unkonditioniert eingefiihrte Variable (ein-
gefithrt nach Regel . Sei P eine festgestellte quantifizierte Aussage nter
Ordnung, wobei P nur x und solche Variablen enthélt, die vor = eingefiihrt
wurden, sowie quantifizierte Variablen. Dann konnen wir Va' : P’ folgern,
wobei P’ aus P entsteht durch Ersetzen aller x durch z’.

Regel 26. Wenn eine quantifizierte Aussage Vo : P der Ordnung n + 1
festgestellt ist und x’ eine eingefiihrte Variable ist, so kénnen wir P’ folgern,
wobei P’ aus P entsteht durch Ersetzen aller  durch z’.

Erneut miissen wir Tertium non datur in dieser Allgemeinheit als Regel for-
dern.

Regel 27 (TND). Von zwei zueinander dualen quantifizierten Aussagen der
Ordnung n gilt mindestens eine.

Satz 1.18 (Vertauschungsregeln fiir Quantoren).

1. Ist VaVy : P(x,y) fir eine quantifizierte Aussage P(x,y) bereits fest-
gestellﬂ so folgt VyNz . P(z,y).

2. Ist 3x3Jy : P(x,y) bereits festgestellt, so konnen wir Jydx : P(x,y)
folgern.

3. Ist AxVy : P(x,y) festgestellt, so kénnen wir Vy3x : P(x,y) folgern.

Beweis. 1. Wir fiihren eine neue Variable ' ein ohne Bedingung. Dann
fithren wir eine neue Variable z’ ein ohne Bedingung. Nach Regel
gilt Vy : P(2/,y). Genauso folgt P(z',y’) nach Regel 1] Regel

°Die Notation P(z,y) deutet nur darauf hin, dass die Aussage die Variablen x und y
enthilt. Mit P(z’,y’) ist dann die entsprechend substituierte Aussage gemeint.
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liefert Vo : P(z,y') und Regel 25| schliellich VyVz : P(z,y), wobei wir
herausstreichen, dass zwar 2’ nach 3’ eingefiihrt wurde, aber nicht An-
wendbarkeit der Regel verhindert, da x’ nicht in der benutzten Aussage
vorkommt.

2. Dies liberlassen wir dem Leser.

3. Sei ¢y’ eine Variable. Nach Regel diirfen wir eine Variable 2’ mit
Vy : P(2’,y) einfiihren. Regel 21] ergibt dann P(2’,y"). Nach Regel
folgern wir 3z : P(z,y’). Regel [25|liefert dann Vy3z : P(z,vy).

]

Der in diesem Satz fehlende Fall bildet eine Ausnahme zu den Vertauschungs-
regeln. Aus Vzdy : P(z,y) diirfen wir nicht JyVz : P(x,y) folgern.

Beispiel. Regel [18 besagt Vy3z : x = v.
Gilt auch daVy : z =y ?

Die Antwort ist nein. Wir zeigen dies durch einen Widerspruchsbeweis. Falls
JaVy : x = y gilt, diirfen wir 2’ mit Vy : 2’ = y wihlen. Nach Regel 19| gilt
Jy : ' #£ y. Wahle ¢/ mit ' # 3. Wegen Vy : 2/ = y gilt auch 2/ = 3/. Das
ist ein Widerspruch®]

Fiir das Verkniipfen von quantifizierten Aussagen durch V und A gelten ana-
loge Aussage zu denen, die wir im Falle einfach quantifizierter Aussagen be-
sprochen haben. In diesem Zusammenhang ist eine weitere sprachliche Kon-
vention hilfreich, die d&hnlich der Verkniipfung von héheren Ausdriicken ist.
Allgemein ist eine quantifizierte Aussage in zwei Teile geteilt. Zunéchst kom-
men alle Quantoren mit den entsprechenden gebundenen Variablen, dann
kommt ein Doppelpunkt, und dann ein konjunktiver oder disjunktiver Aus-
druck. Es ist oft intuitiv bequem, Teile der konjunktiven oder disjunktiven
Aussage vorzuziehen. Dazu benutzen wir die folgende Konvention: Ist

Vi (P)V(Q)

eine Aussage so dass in P zwar x vorkommt aber keine der unter ... ein-
gefithrten Variablen, und ist R die duale Aussage zu P, so schreiben wir

VR---: Q)
wobei ... eine Kopie des oben mit ... bezeichneten Ausdruckes ist. Dies ist
zu lesen als “Fiir alle x mit R gilt ...”. Das x wird dabei nicht explizit bei

bi.e. die Voraussetzungen von Ex falso quodlibet (Satz sind erfiillt.
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dem Quantor geschrieben, da R eine Eigenschaft in z ist und daher x zu
erkennen ist als einzige noch nicht eingefiihrte Variable in R. Ganz &hnlich
verfahren wir mit Existenzaussagen: ist

-1 (P)A(Q)

eine Aussage so dass in P zwar x vorkommt aber keine der unter ... ein-
gefithrten Variablen, so schreiben wir

P Q

Dies ist zu lesen als “Es existiert ein « mit P so dass ...”

1.4 Funktionen

Man wére gerne in der Lage die Quantoren allgemein zu vertauschen. Dies
fithrt zu einer weiteren, letzten fundamentalen Spracherweiterung (alle wei-
teren Spracherweiterung werden lediglich Abkiirzungen sein und ohne neue
Regeln auskommen). Die Wurzel des Problems ist, dass in der Aussage

Vedy : P(x,y) (1)

das y von x abhéngen kann: fir jedes x existiert ein y, sodass P(x,y) gilt.
Dies fiihrt natiirlicherweise auf den Begriff der Funktion. Eine Funktion ist
eben eine solche Vorschrift, die jedem Objekt wieder ein Objekt zuordnet.
Die grundlegende Idee ist, dass eine Funktion f existiert (also ”3f”), sodass
"Vx : P(x, f(x))”gilt. Formal aufgeschrieben ergébe sich der Ausdruck

"3fVr : Pz, f(x))”

Die Anfiithrungszeichen deuten hier darauf hin, dass unsere bisherige Syn-
tax derartige Ausdriicke noch nicht erlaubt. Man bemerke jedoch, dass die
Quantoren entgegen dem Ausdruck wie gewiinscht vertauscht sind. Die
Einfiihrung von Funktionen wirft viele Fragen auf. Sind Funktionen auch
Objekte? Da Objekte geméfl unserer universellen Interpretation alles sein
konnen, mochten wir diese Frage gerne bejahen. Wir konnten sogar weiter
gehen und Funktionen auf elegante Weise einfiihren, indem wir alle Objekte
auch als Funktionen betrachten. Dies ist so zu verstehen, dass es zu jedem
Objekt f und jedem weiteren Objekt x eine Auswertung, also wieder ein Ob-
jekt gibt, dass wir mit f(x) bezeichnen. Dabei ist es nicht wesentlich, dass
wir das Funktionsobjekt mit dem Buchstaben f bezeichnen. Der Ausdruck
x(f) bezeichnet genauso ein Objekt. Die ,,reinen Objekte” erfiillen dabei

Vo f(z) = f
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Auswertung fiihrt also stets auf das urspriingliche Objekt, das Objekt f
ignoriert sozusagen das ().

Um die Auswertung zu unserer Syntax hinzuzufiigen erweitern wir die Defi-
nition elementarer Aussagen.

Definition 1.19. Sind f, z,y eingefiihrte Variablen, so sind

T=y,r#Y
f@) =y, f(x) #y

elementare Aussagen.

Man beachte, dass die Funktionsauswertung in elementaren Aussagen stets
auf der linken Seite steht. Ausdriicke der Form y = f(x) sind im Moment
in unserer Syntax nicht erlaubt und nicht notwendig. Spéter kann man dann
aus Bequemlichkeit den Ausdruck y = f(z) als gleichwertig zu f(z) = y an-
sehen, aber das tun wir erst wenn die fundamentale Theorie ihren Abschluss
gefunden hat.

Beispiele. Die folgenden Ausdriicke sind (neue) elementare Aussagen.

z(x)==x
yla) =
x(y) =«
z(x)==x
y(y) =y

Zu den neuen elementaren Aussagen gehoren auch folgende neue Erweite-
rungsregeln.

Regel 28 (Substitution fiir =). Seien f,z,y eingefithrte Variablen. Wenn
f(x) = y und y = y bereits gefolgert sind und P’ eine bereits festgestellte
elementare Aussage ist, dann konnen wir P folgern, wobei P aus P’ hervor-
geht durch Ersetzen eines f(x) durch y.

Man beachte, dass eine solche Substitution in jedem Fall wieder eine syn-
taktisch erlaubte elementare Aussage liefert. Gleiches gilt fiir die folgenden
Substitutionsregel.

Regel 29 (Substitution fiir #). Seien f,z,y eingefithrte Variablen. Wenn
f(z) # y und y # y bereits gefolgert sind und P’ eine bereits festgestellte
elementare Aussage ist, dann konnen wir P folgern, wobei P aus P’ hervor-
geht durch Ersetzen eines f(x) durch y.
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Die folgenden Susbstitutionsregeln lesen sich wie die Regeln [6] und [7] sind
aber neu, da sie auch das Substituieren innerhalb des neuen Typus von Ele-
mentaraussagen erlauben. Insbesondere diirfen dann also auch Variablen auf
der linken Seite von f(z) = y substituiert werden.

Regel 30 (Substitution fiir =). Seien x, 2’ zwei Variablen und sei P’ eine
bereits festgestellte elementare Aussage. Falls wir schon 2 = 2/ und z = x
festgestellt haben, dann koénnen wir P folgern, wobei P aus P’ hervorgeht
durch Ersetzen eines ' durch z.

Regel 31 (Substitution fiir #). Seien x, 2" zwei Variablen und sei P’ eine
bereits festgestellte elementare Aussage. Falls wir schon x # 2’ und = # x
festgestellt haben, dann kénnen wir P folgern, wobei P aus P’ hervorgeht
durch Ersetzen eines 2’ durch z.

Wir haben das folgende zusétzliche Tertium non datur:

Regel 32 (TND). Sind f,z,y eingefiithrte Variablen, dann gilt

flx)=yV f(x) #y.

Man wiederholt nun im Prinzip den gesamten bisherigen Aufbau an Regeln,
wobei der Begrift elementare Aussage durch den neuen Satz an elementaren
Aussagen interpretiert wird. Diese Erweiterung der Regeln ist ganz analog
und birgt keine weiteren Uberraschungen und wir werden dies daher nicht
explizit diskutieren.

Um die oben diskutierte Vertauschung der Quantoren im Ausdruck Vz3y :
P(z,y) zu bewerkstelligen, hitten wir nun gerne die folgende Regel.

Auswahlaxion(| (vorldufige und unbrauchbare Version). Sei P(z,y)
eine Aussage, in der y nur auf der linken Seite einer elementaren Aussage
und nicht als Teil eines funktionalen Ausdrucks auftritt. Sei Vz3y : P(z,y)
bewiesen. Dann kénnen wir 3fVz : P(z, f(z)) folgern.

Die Voraussetzung, dass y nur auf der linken Seite von elementaren Aussagen
und nicht als Teil eines funktionalen Ausdrucks auftritt, dient natiirlich dazu,
dass die folgende Substitution von y durch f(z) nur syntaktisch erlaubte
Aussagen produziert. Dass dies keine wesentliche Einschrinkung ist, sieht
man daran, dass eine beliebige Aussage P(z,y) gleichwertig ist zu

'y =y)A(P(x,y)),

Tengl. aziom of choice.
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und in der letzteren, nachdem man diese in eine geeignete syntaktisch zuge-
lassene Standardform umschreibt, y nur links und nicht in einem funktionalen
Ausdruck auftritt.

Wie wir jetzt sehen werden, fithrt dieses Auswahlaxiom leider zu einem Wi-
derspruch und kann daher letztlich in dieser vorlaufigen Form nicht akzeptiert
werden.

Russell’sches Paradoxon. Sei x eine Variable.

TND — z(z) =z Vz(r) #x

/\
Regel 19 ‘ ‘ Regel 18
Jy:y#ux Jy:y==x

\ \
Jy:yfaxhz(z)==x Jy:y=xANz(x)#x
—_
3y # 2 Aa(@) =)V (y = 2 A(z) £ 2)

Nach Regel 25 folgt also insgesamt
Vedy: (y#axNx(z)=x)V(y=xANx(z) #x)

Nach der vorlaufigen Version des Auswahlaxiom erhalten wir

Ve : (fla) # @ Aa(e) = 2)V (f(2) = 2 Aa() # 2)
Also diirfen wir nach Regel [24] ein f’ einfiihren, sodass

Vo (f(x) £ @ Aale) = 0)V (f(2) =2 Aa(a) £ )
Nach Regel 26| diirfen wir insbesondere f’ fiir x einsetzen und erhalten

SV A LN = )V = NPT # )
Daraus folgt mit trivialer Fallunterscheidung

VAN =F

Daraus folgt f'(f') # f' und f'(f') = f’ und somit, durch ein leichtes Sub-
stitutionsargument, f' # f’ und f’ = f’. Dies ist ein Widerspruch.

Fiir eine widerspruchsfreie Theorie miissen wir also ein modifiziertes Aus-
wahlaxiom fordern. Man kann einerseits Funktionen einfiihren, die nicht
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gleichzeitig Objekte sind, sogenannte Klassenfunktionen. Wir brauchen die-
se in der Syntax umsténdlichen Klassenfunktionen aber erstmal nicht, son-
dern formulieren eine Variante des Auswahlaxioms, die nur solche Funktionen
braucht, die selbst wieder Objekte sind. Klassenfunktionen kénnen spéter ein-
gefithrt werden, eine Spracherweiterung auf die wir aber nicht weiter eingehen
werden.

Ende Vorlesung 3, 14.10.2014

Das Problem bei unserer bisherigen Version des Auswahlaxioms ist, dass es
auf zu allgemeine Weise neue Funktionen einfiihrt. Eine zuvor bewiesene all-
quantifizierte Aussage produziert per Auswahlaxiom ein neues Objekt, fiir
das der bereits gezeigte Beweis nicht gilt. Das ist ein Selbstreferenzproblem
dghnlich dem umgangssprachlichen Paradoxon “Dieser Satz ist falsch”. Um
Paradoxa zu vermeiden, miissen wir das Auswahlaxioms beschrinken. Zur
Motivation fiithren wir zunéchst einige Sprechweisen zu Funktionen ein. Nach
TND gilt fiir alle =z,

f@) = V@) #f
Der ,,objektartige Fall” f(x) = f entspricht im normalen Sprachgebrauch
der Aussage ,,f(x) ist nicht definiert”. Andererseits ist f(z) # f der ,,funkti-
onsartige Fall”. Wenn dies gilt sagen wir, dass x im Definitionsbereich von f
ist. Trotz der Unterscheidung zwischen ,,objektartigem Fall” und ,,funktions-
artigem Fall” soll nicht vergessen werden, dass alle Objekte auch Funktionen
sind und umgekehrt. Es gibt also nur eine Sorte von Variablen, die aber je
nach Position in einer Aussage verschiedene interpretative Aspekte haben.
Im folgenden werden wir wesentlich die Symmetrie zwischen = und # bre-
chen. Es ist also and der Zeit, die Reflexivitét, die wir bisher nur aus Symme-
trie und der Bequemlichkeit halber angenommen haben, als Regel zu fordern.
Wir fordern gleich zwei ganz dhnlich aussehende Regeln:

Regel 33 (Reflexivitit).

dr:x==x
Regel 34 (Objektartige Funktion).
e : f(x) = f

Wie wir gesehen haben, konnen wir aus der ersten Regel Vx : x = x folgern.

Regel 35 (Auswahlaxiom, AC). Sei Vz3y : P(z,y) bewiesen und so dass y
in P(z,y) nur an erster Stelle einer Elementaraussage vorkommt und nicht
in einem funktionalen Ausdruck. Sei g eine Funktion. Dann folgern wir

Ve (P, f(x)) A f(x) # fFAgle) #9)V (f(x) = fAgle)=g)
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Die Funktion f, deren Existenz das Auswahlaxiom garantiert, ist also in
ihrem Definitionsbereich festgelegt auf einen solchen, der bereits von einer
bereits bekannten Funktion g angenommen wird.

Von der Funktion ¢ beno6tigt man nur den Definitionsbereich, es ist aber fiir
das Auswahlaxiom nicht weiter interessant, welche Werte g annimmt. Man
kann daher oft fiir g spezielle Funktionen hernehmen.

Definition 1.20. Eine Funktion [ heifit Identititsfunktion, wenn
Ve:l(z)=aVI(x)=1.

Identitéatsfunktionen werden auch als Mengen bezeichnet. Wir schreiben = €
I falls I(x) # I und x ¢ [ falls I(x) = 1.

Satz 1.21. Ist g eine Funktion, so gibt es eine Identititsfunktion I mit

Vo : (I(x) #IANg(x) #g)V(I(x)=1ANg(x)=g9g)

In Worten, g und I haben denselben Definitionsbereich. Bei der Anwendung
des Auswahlaxioms kann also g durch I ersetzt werden.

Beweis. Wir wenden das Auswahlaxiom an mit der Aussage Vady : y =
und der Funktion g. Wir erhalten eine Funktion I mit

Ve:(I(x)=axANI(x) £ TNg(x)£g)V (I(x)=1Ag(x)=yg)

Dies ist die gesuchte Funktion, man zeigt leicht die gewiinschten Eigenschaf-
ten. ]

Das Auswahlaxiom liest sich noch sehr umsténdlich. Zur Vereinfachung fithren
wir neue Notation ein. Wir schrieben (f : I —) falls I den Definitionsbereich
von f beschreibt, d.h. (f : [ —) steht fiir die Aussage

Vo : (I(x)=axANI(z) #IAf(x)# )V I(z)=1A f(z)=f)

Satz 1.22 (Auswahlaxiom, Kurzfassung fiir [dentitétsfunktionen). Se: Va3y :
P(z,y) bewiesen, mit P wie im obigen Auswahlaziom, und sei I eine Iden-
titdtsfunktion. Dann folgern wir

Af: 1 =)Veel: Pz, f(x))

Diese Kurzfassung des Auswahlaxioms zeigt die Niitzlichkeit des Mengenbe-
griffes. Der Beweis ist eine Ubung. Wir bemerken, dass als Voraussetzung die
schwiichere Aussage Vo € I3y : P(z,y) ausreicht.
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Um das Auswahlaxiom also iiberhaupt sinnvoll anwenden zu kénnen, miissen
wir die Existenz von geniigend vielen Funktionen sichern. Dabei muss je-
doch stets darauf geachtet werden, dass keine Inkonsistenzen von der Bauart
des Russell’schen Paradoxons eingefiihrt werden. Die Regeln, die wir hierzu
einfithren werden im Wesentlichen den Axiomen des Zermelo-Fraenkel Axio-
mensystems (ZF) der Mengenlehre entsprechen. In Kombination mit dem
Auswahlaxiom spricht man auch vom Zermelo-Fraenkel System mit Auswahl-

aziom (ZFCF).

Wir fithren eine weitere Notation ein. Sei f eine Funktion und I und J zwei
Identitédtsfunktionen. Wir schreiben f: 1 — J falls (f : I —) und

Veel: f(x)eJ

wobei f(x) € I definiert ist als Jy : (f(z) = y) A (y € I). Beachte dass J den
Bildbereich von f enthélt, d.h. alle Objekte der Form f(z) mit f(x) # f,
aber durchaus auch Objekte enthalten kann, die nicht im Bildbereich von f
liegen.

Regel 36 (Ersetzungsaxiom, engl.: replacement). Sei f eine Funktion und 7
Identitatsfunktionen mit (f : I —). Dann existiert eine Identitétsfunktion J
mit f: I — J und

Vye Jdzel: f(x)=y

Die Menge J ist also gerade der Bildbereich von f. Wir haben also nun
per Ersetzungsaxiom Bildbereiche von Funktionen als neue Definitionsberei-
che, auf die wir das Auswahlaxiom anwenden konnen. Der Bildbereich einer
Funktion kann manipuliert werden, indem man zuvor das Auswahlaxiom auf
die Funktion anwendet. Allerdings hat der Bildbereich intuitiv gesprochen
den Nachteil, kleiner zu sein als der Definitionsbereich einer Funktion. Wir
kénnen also noch keine groffen Definitionsbereiche erzeugen. In der Tat haben
wir nach bisherigem Regelwerk noch iiberhaupt keine Funktionen aufler dem
reinen Objekt nach Regel [34] da sowohl Auswahlaxiom als auch Ersetzungs-
axiom aus einem reinen Objekt nur wieder ein reines Objekt produzieren
kann.

Die erste groBe Menge wird durch das folgende Axiom erzeugt.

Regel 37 (Peano Axiome oder Unendlichkeitsaxiom, engl.: infinity). Es gibt
ein Objekt 0 und eine Funktion v mit den folgenden fiinf Figenschaften:

1. v(0) # v (0 ist im Definitionsbereich von v.)

8Das C in ZFC steht fiir choice.
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2. Vo :v(z) # 0 (0 ist nicht im Bildbereich von v.)
3. Vay :v(z) = v Vu(z) £ v(y) Vo =y (vist injektif)

4. VaVy :v(z) #yVy =vVr(y) # v (Wenn y im Bild von v ist, dann
ist y im Definitionsbereich von v).

5. Ist f eine Funktion mit

Vay - f(0) # f A (v(z) =vV f(z) = fvule) #yV fy) # f). (2)
dann gilt
Vo : f(z) # fVr(z) =v. (3)
(Induktionsprinzip)

Durch konjunktive Verkniipfung dieser fiinf Aussagen und anschliefender
Umformung kann man diese Regel natiirlich als Aussage unserer formalen
Syntax schreiben. Dies wiirde aber zu einer sehr langen, schwer leserlichen
Aussage fiihren.
Wir geben v(0) die Bezeichnung 1, d.h. v(0) = 1 per Definition. Dann besagt
die erste Eigenschaft gerade 1 # 0. Nach Eigenschaft 4 ist 1 im Definitions-
bereich von v. Wir definieren 2 als v(1). 2 # 1 folgt wegen Eigenschaft 3
aus 1 # 0. Diesen Prozess kéonnen wir nun fortfithren, um 3,4,5, usw. zu
definieren.

0 1=v(0) 2=v(l) 3=v(2)

[ J [ ] [ ] [ J LRI

A A N N d

Wir nennen die Objekte im Definitionsbereich von v die natiirlichen Zahlen.
Eigenschaft 5 enthélt das Prinzip der wvollstindigen Induktion. Angenommen
wir wollen beweisen, dass alle natiirlichen Zahlen im Definitionsbereich ei-
ner gegebenen Funktion f sind. Diese Funktion kéonnte zum Beispiel vorher
mithilfe des Aussonderungsaxioms so konstruiert sein, dass Zugehorigkeit zu
ihrem Definitionsbereich gerade eine uns anderweitig interessierende Aussage
reflektiert. Dass alle natiirlichen Zahlen im Definitionsbereich von f liegen,
ist gerade Aussage (3). Es reicht dann nach Eigenschaft 5, Aussage zu
beweisen. Zu zeigen wire dann erstens, dass 0 im Definitionsbereich von f
ist, und auBerdem dass fiir alle natiirlichen Zahlen x, die im Definitionsbe-
reich von f sind, auch v(z) im Definitionsbereich von f ist. Eigenschaft 5
besagt also unter anderem, dass der Definitionsbereich von v nicht zu grof3
ist und man durch den Induktionsprozess alle natiirlichen Zahlen erreicht.
Die Eigenschaften von v werden auch Peano-Aziome genannt.

9d.h. verschiedene x,y im Definitionsbereich produzieren verschiedene v(z),v(y).
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Definition 1.23. Der Definitionsbereich von v wird bezeichnet mit N und
heifit Menge der natiirlichen Zahlen. Die Identitatsfunktion auf N wird mit
Iy bezeichnet.

Regel 38 (Extensionalitét, engl.: extension). Seien f, g Funktionen mit

Vo (f(z) = g(@) A fz) # fAglx) #9)V (fx) = fAglz) = g).
Dann gilt f =g.

Dieses Axiom besagt, dass zwei Funktionen gleich sind, wenn sie den gleichen
Definitionsbereich besitzen und sie auf diesem Definitionsbereich die gleichen
Werte annehmen. Eine Konsequenz aus dem Extensionalitdtsaxiom ist zum
Beispiel, dass es hochstens ein reines Objekt geben kann. Nehmen wir ndmlich
an, f und g seien zwei reine Objekte. Das heifit, Vo : g(z) = gund Vx : f(z) =
f. Dann folgt aus Regel [3§ direkt f = g.

Ende Vorlesung 4, 16.10.2014

1.5 Die natiirlichen Zahlen

Wir haben eine minimale Syntax angegeben, mithilfe derer sich im Prinzip
alle Aussagen der Mathematik in der Form

Quantoren : konj./disj. Aussage

schreiben lassen. Da dies recht schnell uniibersichtlich wird, fithrt man eine
grofle Anzahl an Abkiirzungen und Schreibweisen, von denen wir jetzt einige
diskutieren.

Der Definitionsbereich einer Funktion f wird mit Dom(f) bezeichnet. Wir
schreiben x € Dom(f), wenn f(x) # f. Das Bild einer Funktion wird mit
Ran(f) bezeichnet. Entsprechend bedeutet = € Ran(f), dass Jy : f(y) =
rANx# f.
Fiir zwei Mengen (Identitatsfunktionen) A, B schreiben wir A C B, falls
reA=yebB,ie

A(x)=AV B(z) # B

Mit diesen Definitionen kénnen wir die Peano Axiome aus Regel [37]in einer
gebrauchlicheren Form wiedergeben.

Peano Axiome. Es gibt ein Element 0 und eine Funktion v, sodass
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1. 0 € Dom(v),
2. 0 ¢ Ran(v),
3. v ist injektiv,
4. Ran(v) C Dom(v),
5. ist f Funktion, sodass 0 € Dom(f) und
(x € Dom(f) A x € Dom(v)) = v(z) € Dom(f),

dann folgt Dom(r) C Dom(f).

Weiter ist f : A — B eine Schreibweise fiir die beiden Aussagen A = Dom( f)
und Ran(f) C B. In der minimalen Syntax ausgedriickt heifit dies, dass die
folgenden Aussagen gelten:

Va: (A(z) # AN fz) # f) vV (A) = AN f(x) = f)

VeVy: f(z) #yVy=[fVBy) #B

Satz 1.24. Fiir jedes n € N gibt es eine Identititsfunktion (Menge) I mit
I C N, sodass fiir alle x € N

l.xel=v(x)elVv(x)=n
2.x¢l=v(x)¢lI

3. nél

J.n=0V0eI

Die Menge [ ist intuitiv genau die Menge der natiirlichen Zahlen bis aus-
schliellich n. Sie ist durch n eindeutig bestimmt, wie der folgende Satz aus-
sagt.

Satz 1.25 (Eindeutigkeit fiir I). Erfillen I und I' die obigen Aussagen fiir
ein festes n € N, dann gilt [ = I'.

Beide Sédtze in Kombination bilden unser erstes Beispiel fiir eine Existenz-
und Eindeutigkeitsaussage, wie man sie in der Mathematik an vielen Stellen
antrifft. Die Existenz erlaubt uns, ein entsprechendes Objekt einzufiihren,
wahrend die Eindeutigkeit uns erlaubt, Gleichheitsaussagen fiir dieses Objekt
zu erhalten.

Der Beweis dieser Sétze bleibt dem Leser als iibungsaufgabe iiberlassen.
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Wir sind versucht, das I mit einem von n abhingigen Bezeichner zu versehen.
Die Rechtfertigung hierfiir liefert das Auswahlaxiom. Der obige Existenzsatz
beginnt formal mit den Quantoren Vn € N[ und listet dann diverse Ei-
genschaften von I. Per Auswahlaxiom bekommen wir eine Funktion Z mit
Definitionsbereich N, sodass die Funktion Z(n) fiir alle n die im Satz fiir 1
formulierten Aussagen erfiillt.

Ein Ausschreiben dieser Aussage legt Ausdriicken der Form Z(n)(z) nahe.
Diese sind aber in unserer minimalen Syntax nicht definiert. Stattdessen han-
delt es sich um eine neue Schreibweise.

f(z)(y) =z bedeutet Fa: f(x)=aANaly) ==z

Dies ist die Notation fiir Funktionen in zwei Variablen. Entsprechend lassen
sich auch Funktionsausdriicke mit mehr Variablen in die minimale Syntax
iibersetzen. Die Komposition von Funktionen kénnen wir ganz dhnlich defi-
nieren.

flg(x)) =z bedeutet Fa: f(a) =zAg(x)=a

Wir bemerken hier auch, dass man funktionale Ausdriicke gleichsetzen kann.
f(z) =g(z) bedeutet Fa: f(zr) =aAg(z)=a

In dhnlicher Weise kann man Ausdriicke mit hoherer Komplexitét definieren.
Funktionen mit Definitionsbereich N nennt man auch Folgen. Fiir Folgen
schreibt man oft f, statt f(n). Zum Beispiel werden wir ab jetzt Z(n) = I,
schreiben.

Der folgende Satz vergleicht I, mit I,(,). Im Wesentlichen besagt er in for-
maler Weise, dass [, und I,(,) bis auf das Argument n alle Argumente gleich
behandeln. Dies ist eine niitzliche Information in Induktionsbeweisen.

Satz 1.26. Fir die Folge von Funktionen I,, gelten die folgenden Aussagen.
YV :Iy(z) = Iy
VnVz :(x € Dom([,) A x € Dom(l,m)) Az # n)
V(z & Dom(I,) Az & Dom(I,n)) Az #n)
V(z € Dom(lyn)) Az =n)
Beweis. Ubung. O]

Oft mochte man Folgen durch rekursive Vorschriften definieren. Die Existenz
einer Folge, die der Iterationsvorschrift geniigt muss jedoch erst bewiesen
werden.
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Satz 1.27 (Rekursion/Iteration). Sei f eine Funktion mit Ran(f) C Dom(f)
und p € Dom(f). Dann gibt es eine Folge h : N — Dom(f) mit

1. h(0) = p und
2. Vx e N: h(v(z)) = f(h(z)).
Die Funktion h ist durch diese Figenschaften eindeutig bestimmit.

Hierbei ist f die Rekursionsvorschrift, p der Anfangswert und A die resultie-
rende Folge. Tatsdchlich erhalten wir nach den Eigenschaften 1 und 2:

(w(0) Z £(h(0) "L f(p),
w() Z r(n) "= r o)),

Beweis(skizze) der Existenzaussage von Satz . Die folgende Aussage konnen
wir per Induktion (Regel beweisen.

Vn € Ndg : Dom(g) = I,, A
Ran(g) C Dom(f) A (g(0) =pVn=0)A
(Vo e I, : g(v(2)) = fg(x)))

Wir kénnen auch beweisen, dass diese Funktion ¢ eindeutig ist. Nach Aus-
wahlaxiom erhalten wir daraus eine Folge von Funktionen g, mit den ent-
sprechenden Eigenschaften. Die gesuchte Funktion & ist nun gerade g, (n).
Wenn wir die gewiinschten Aussagen fiir A beweisen wollen, miissen wir g, ()
mit g, vergleichen, hierbei ist die gerade erwiahnte Eindeutigkeit wichtig, die
insbesondere impliziert dass die Einschr énkung von g,¢,) auf I, gerade g,
ist. O

Beweis der Eindeutigkeitsaussage von Satz[I.27. Seien h,h' Funktionen wie
im Satz (fiir dieselben p und f). Da Dom(h) = Dom(h’) = N nach Definiti-
on, brauchen wir nach dem Extensionalitidtsaxiom blof h(n) = h'(n) fir alle
n € N zu zeigen. Dann folgt h = h’. Wir zeigen dies per Induktion. Beweise
durch Induktion sind immer in drei Teile gliedern: Induktionsanfang, Induk-
tionsannahme und Induktionsschritt.
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Induktionsanfang. n = 0. h(0) Lplt h'(0).
Induktionsannahme. Fiir ein n € N gilt h(n) = h'(n).

Induktionsschritt. Zu zeigen ist h(v(n)) = h/(v(n)). Dazu verwenden wir die
definierende Eigenschaft 2 von h und die Induktionsannahme.

h(v(n)) Z f(h(n)) "= f(R'(n)) Z B (v(n))

Nach dem Induktionsprinzip (Regel ist damit der Beweis abgeschlossen.
]

Die Rekursion kénnen wir insbesondere auf die Funktion f = v mit einem
Startwert p = n € N anwenden. Fiir die erhaltene Funktion h verwenden
wir die iibliche Notation v™(n) = h(m). Man bemerke, dass sich in dieser
Bezeichnung implizit sowohl die Eindeutigkeit von h, als auch das Auswahl-
axiom verbergen. Die iterierte Nachfolgefunktion v kénnen wir verwenden,
um die Addition natiirlicher Zahlen zu definieren.

Definition 1.28 (Addition in N). Fiir n,m € N definieren wir
n+m:=v"(n)

Die Doppelpunkte vor dem Gleichheitszeichen sind kennzeichnend fiir eine
Definition und werden manchmal zur Abgrenzung oder Klarstellung verwen-
det.

Alle bekannten Eigenschaften der Addition lassen sich nun aus der Definition
ableiten.

Satz 1.29 (Eigenschaften der Addition). Fiir alle n,m,k € N gelten
e n+0=n und 0+ n =n (neutrales Element)
e n+m =m+n (Kommutativgesetz)
o (n+m)+k=n+(m+k) (Assoziativgesetz)
e n+k=m+k=n=m (Ausléschungsgesetz)

Beweis. Die erste Gleichung folgt direkt aus der Definition: n+0 = 1(n) = n.
Zum Beweis von 0 + n = n miissen wir eine Induktion durchfiihren.

Induktionsanfang. n = 0.0+ 0 =" 10(0) £ 0.
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Induktionsannahme. Wir nehmen an, dass 0 + n = n gilt fiir ein n € N.
Induktionsschritt. Zu zeigen ist 0 + v(n) = v(n). Es gilt

0+ v(n) "ET "™ 0) Z v(™(0)) "L L0+ n) " v(n)
Damit haben wir 0 +n = n fiir alle n € N gezeigt.

Als néchstes beweisen wir noch das Kommutativgesetz. Zu zeigen ist also

Wir verwenden dazu die Eindeutigkeitsaussage aus Satz[1.27] Fiir jedesn € N
zeigen wir, dass die Funktion A’'(m) := v"(m) die Eigenschaften aus Satz
mit f = v und p = n erfiillt. Die erste Eigenschaft gilt, da

n'(0) Det. v"(0) Pt 42y
Zum Nachweis der zweiten Eigenschaft ist zu zeigen:

Vm € N: b'(v(m)) = v(h'(m)) (4)
Setzen wir hier die Definition von A’ ein, wir die Behauptung zu

Vm e N:v"(v(m)) = v(v"(m))

Um dies fiir alle n € N zu zeigen, fiithren wir wieder eine Induktion nach n
durch.

Induktionsanfang. n = 0. Fiir alle m € N gilt
VO (v(m)) = v(m) = v(*(m))
Induktionsannahme. Fiir ein n € N gelte
Vm e N:v"(v(m)) = v(v"(m))
Induktionsschritt. Zu zeigen ist
Vi € N : 17 (w(m) = v(*) (m))
Fiir alle m € N gilt

V" (v(m)) £ v (v(m))) "= (v (m)) £ ("™ (m))



Nach dem Induktionsprinzip ist damit der Beweis von abgeschlossen. Wie
bereits erwéihnt folgt das Kommutativgesetz nun aus der Eindeutigkeitsaus-
sage von Satz [1.27]

n+m DLt v (n) SatzL2] h'(m) Det. V" (m) Pt ot n

Die Beweise des Assoziativ- und Ausloschungsgesetzes bleiben dem Leser als
iibungsaufgabe empfohlen. n

Wir definieren nun die Ordnung auf den natiirlichen Zahlen.

Definition 1.30. Wir schreiben n < m, falls I,,(n) # I,,. Wir schreiben
n<m,fallsn<mVn=m.

Satz 1.31. Firallen € N, m € N gilt n < m genau dann, wenn 3k € N : n+k = m.

Es gelten aulerdem die folgenden Regeln, die man dhnlich zu den Regeln der
Addition beweisen kann.

Satz 1.32. Fir alle n,m,k € N gilt
o (n<mAm<k)=n<k, (Transitivitdt)

e n<mVm <n, sowie
(n <mAm<n)=m=n (Vollstindigkeit).

e n < m genau dann wenn n+k < m+k (Vertraglichkeit mit Addition).

Ende Vorlesung 5, 21.10.2014

1.6 Endliche und unendliche Mengen

Das Hotel von Hilbert ist sehr grof3, es hat Zimmer, die durch die natiirlichen
Zahlen durchnummeriert sind, und jede natiirliche Zahl entspricht genau ei-
nem Zimmer. Das Hotel ist gerade voll, da kommt ein neuer Gast vorbei.
Hilbert findet eine Losung: er bittet jeden anwesenden Gast, von seinem
Zimmer n auf das nédchste Zimmer n+ 1 umzuziehen. Dem neuen Gast bietet
er dann Zimmer 0 an.

Diese Moglichkeit des Platzmachens stellt sich als wesentliche Eigenschaft
unendlicher Mengen dar, die wir jetzt formal diskutieren wollen.

Injektive Funktionen bilden ungleiche Elemente im Definitionsbereich der
Funktion auf ungleiche Elemente ab, d.h.

33



Definition 1.33. Sei f eine Funktion mit f : A — B. Dann heif}t f injektiv,
falls
Ve e AVy e A: f(x) # f(y) Vo =y.

Eine Funktion heisst surjektiv auf eine Menge B, falls die Menge B gleich
dem Bildbereich der Funktion ist. Beachte, dass die Aussage f : A — B nur
impliziert, dass der Bildbereich in B enthalten ist.

Definition 1.34. Sei f eine Funktion mit f : A — B. Dann heifit f surjektiv
auf B, falls
Ve e Bdye A: f(y) = x.

Die ersten vier Peanoaxiome sagen gerade aus, dass die Abbildung v : N — N
injektiv aber nicht surjektiv ist.
Im Gegensatz dazu haben wir

Satz 1.35. Jede Injektion f : I, — I, ist surjektiv.
Wir beweisen dazu zuerst den verwandten Satz:

Satz 1.36. Ist n eine natiirliche Zahl, so gibt es keine Injektion f : I,11 —
I,.

Beweis von Satz[[.36. Induktion nach n.
Induktionsanfang. Sei n = 0. Beweis durch Widerspruch: wir nehmen an,
dass es eine Injektion

f L — 1

gibt. Dann ist I; der Definitionsbereich von f und daher 0 € Dom(f). Da I,
den Bildbereich enthélt, gilt f(0) € . Aber das ist ein Widerspruch, da I
leer ist.

Induktionsannahme. Sei n € N, so dass es keine Injektion
g: ]n—i-l — In

gibt.
Induktionsschritt. Zu beweisen: es gibt keine Injektion

J i dnya = Iy

Beweis durch Widerspruch. Annahme: es gibt eine Injektion

J i dnya = Iy
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Fall 1 :Vz € I,44, f(2) # n.
Definiere ¢ : I,,y1 — I, durch g(z) = f(z).

e ¢ bildet tatséchlich nach I,, ab, nach Fallannahme.

e ¢ ist injektiv: falls z,y € I,41 und x # y, dann f(z) # f(y), da f
injektiv ist, also g(z) # g(y) nach Definition von g.

Widerspruch zur Induktionsannahme.

Fall 2 : 3z € I,,44, f(z) = n.
Wegen Injektivitdat von f,

r#En+1= f(z)# f(n+1).
Setze y = f(n+ 1), y # n. Definiere g : 1,11 — I, wie folgt:

g(z) = f(z) falls z # .
g(z) =y falls 2 = z.

e ¢ bildet nach I,, ab. Falls z # z,
9(z) = f(z) # f(x) = n.

Falls z = z,
y=Fn+1)# f(z) =n
e g Injektion. Sei z # 2/. Falls z # x, 2/ # x,
9(2) = f(2) # f(z) = g(¢)

nach Definition von g. Falls z = z, 2/ # «z,
9(z) = g(x) =y = f(n+1) # f(z') = g(<).
Widerspruch zur Annahme.

]

Beweis von Satz[1.33. Fall 1: n = 0. Sei f : Iy — I,. Fiir die Surjektivitét
ist zu zeigen:
Vo € Iy,Jy € Iy : x = f(y).

Es ist dquivalent zu zeigen, dass

Ve :(x ¢ ly)V Ty €ly:x= f(y)).

Das ist immer richtig, weil Ij leer ist.
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Fall 2: n # 0, also n =m + 1 fiir ein m € N. Sei f : I,, — [, injektiv.

Fall 2a: Vz € I, f(z) # m. Dann ist f : I, — I, injektiv. Wider-
spruch zu Satz

Fall 2b: Jz € I, f(x) = m. Beweis durch Widerspruch. Annahme: f
ist nicht surjektiv. Das impliziert

Jye L,Vxel,: f(x) #y.
Waihle ein y € I,, entsprechend. Definiere g : I,, — I,,,, sodass

g(z)=y  falls z = x.
g(z) = f(z) falls z # x.

Dann kann man zeigen, dass g eine Injektion ist. Widerspruch zu

Satz [[.36]
Il

Definition 1.37. f : A — B heifit bijektiv auf B, falls f injektiv ist und
surjektiv auf B.

Satz 1.38. Ist f : A — B bijektiv, so gibt es g : B — A mit

Vee A: g(f(x)) ==
VyeB: fl9y) =v.

Dartiber hinaus ist g eindeutig und bijektiv auf A. Die Funktion g wird Um-
kehrfunktion von f genannt.

Bewers. Surjektivitdat von f bedeutet, dass
Vye Bz € A: f(x) =y. (5)

Nach dem Auswahlaxiom, gibt es eine Funktion g mit Definitionsbereich B
so dass

Yye B: flgly) =v.

Zu zeigen:

1. Die Funktion g bildet nach A ab: Sei y € B, dann ist y # f und es
folgt aus f(g(y)) =y dass g(y) € Dom(f) .

2. Wir zeigen Vo € A : g(f(z)) = . Sei x € A, dann f(z) € B. ()
impliziert £(g(/(x))) = f(x).

f injektiv = g(f(z)) = x.
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3. Surjektivitit und Injektivitédt von g. iibung.

4. Eindeutigkeit. Sei g wie oben, und zusétzlich sei auch ¢’ : B — A mit

Vye B: f(9'(y)
VeeA: ¢(f(x) =

Y.
x.
Sei y € B, dann folgt

flow) =y = f(d ().

Injektivitét von f impliziert, dass g(y) = g(y’). Weil Dom(g) = Dom(¢’)
B, gilt nach dem Extensionalitdtsaxiom g = ¢'.

]

Definition 1.39. Eine Menge M heifit endlich, falls es ein n € N und eine
Bijektion f : I,, — M gibt.

Satz 1.40. M ist endlich genau dann wenn es ein n gibt, so dass fir alle
f I, — M gilt: f ist nicht injektiv.

Bewess. 1. Sei M endlich und wéhle n so, dass f : I, — M bijektiv ist. Sei
g : M — I, die Umkehrfunktion. Zu zeigen ist dass fiir jede Funktion
h:I,.1 — M gilt dass h nicht injektiv ist. Beweis durch Widerspruch:
Sei h: 1,1 — M injektiv. Schreibe

g o h(z) = g(h(z)).
Dann ist goh : I,,;1 — I, injektiv (Ubung!). Widerspruch zu Satz

2. Sei M nicht endlich. Wir zeigen, dass es fiir alle n eine Funktion f :
I, — M gibt die injektiv ist. Beweis durch Induktion nach n. Der Fall
n = 0 folgt, da eine Funktion mit leerem Definitionsbereich injektiv ist.
Sei n gegeben und eine Funktion f : I, — M die injektiv ist. Da M
nicht endlich ist, ist f nicht bijektiv und daher nicht surjektiv:

Jye MVx e I, : f(x) #y.

Definiere f’: I,,;; — M mit

f'(x) = f(z), fallsx €1,
fl(x)=y, fallsz=n.

Dann kann man zeigen, dass f’: I,,,1 — M injektiv ist.
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Satz 1.41. Ist M endlich, so gibt es keine Injektion f : N — M.
Satz 1.42. Ist M endlich, so ist jede Injektion f : M — M surjektiv.
Die Beweise werden als Ubung dem Leser iiberlassen.

Definition 1.43. Eine Menge M heiflt abzdihlbar, falls sie endlich ist oder
es eine Injektion f: M — N gibt. Eine Menge, die nicht abzéhlbar ist heift
tberabzdhlbar.

Bis jetzt ist N die grofite Menge, die wir kennen. Existenz iiberabzihlbarere
Mengen kann man nicht aus den bisherigen Regeln schlielen. Man fiihrt dazu
eine neue Regel ein:

Regel 39 (Potenzmenge). Sei f eine Funktion. Dann gibt es eine Funktion
g mit

Vody : (z(y) Zy Ax(y) #2)V(zy) #x A fly) = f)V (9(x) # 9)

In Worten sagt diese Regel iiber g aus: Ist x eine Identitdtsfunktion (Men-
ge), und ist der Definitionsbereich von = in dem von f enthalten, so ist x
im Definitionsbereich von g. Der Definitionsbereich von g enthélt also alle
Teilmengen des Definitionsbereiches von f. Das Potenzmengenaxiom kann
auch so ausgedriickt werden, dass es fiir zwei Mengen I und J eine Menge K
gibt, sodass die Aussage f : I — J gleichwertig ist zu f € K.

In der Sprache der Mengenlehre bedeutet dieses Axiom, dass es fiir jede Men-
ge M eine Menge N gibt, die mindestens alle Teilmengen von M enthélt.
Schrankt man die Menge mit Aussonderungs ein so dass sie genau die Teil-
mengen von M enthélt, so ist nach dem Extensionalitdtsaxiom N durch M
eindeutig bestimmt. Die Menge N heiffit Potenzmenge von M und wird im
Folgenden mit P(M) bezeichnet.

Satz 1.44 (Cantor). Seien M eine Menge. Es gibt keine Surjektion f : M —
P(M) und keine Injektion f:P(M)— M.

Der Beweis erfolgt durch das sogenannte Cantor’sche Diagonalverfahren. Fiir
den Beweis sei auf die Literatur verwiesen. Dieser Satz besagt, dass die Po-
tenzmenge einer Menge in einem gewissen Sinne immer strikt ,,grofer” (wir
benutzen den Begriff “grofier” hier in dem Sinne des Satzes von Cantor), ist
als die urspriingliche Menge. Insbesondere erhalten wir durch Anwendung
des Satzes auf M = N die Existenz einer iiberabzéhlbaren Menge, ndmlich
P(N). Um noch groBere Mengen zu erhalten konnen wir jetzt die Bildung von
Potenzmengen fortsetzen. Das Einfiihren einer weiteren Regel macht auch die
Bildung von noch gréfleren Mengen als irgendeine der durch iterative Anwen-
dung der Potenzmenge erhaltenen Mengen

N,P(N),P(P(N)),....,P(P(---P(N)---)),...

38



Regel 40 (Vereinigungsmenge). Sei f eine Funktion. Dann existiert g, sodass

VaVy : f(x) = fVva(ly) =2Vgly) #g

In Worten ausgedriickt: Ist x im Definitionsbereich der Funktion f, und ist
y im Definitionsbereich von x, so ist ¥ im Definitionsbereich von ¢. In der
Sprache der Mengenlehre ist sieht man f als eine Menge von Mengen, dann
ist g eine Obermenge der Vereinigung aller der in f enthaltenen Mengen.
Erneut kann man per Aussonderung eine Menge erhalten, die gleich der Ver-
einigungsmenge ist, die dann per Extensionalitét eindeutig ist.

Fiir eine Menge M schreibt man fiir die Vereinigungsmenge |J M.

Wendet man dies nun auf die Folge an deren n-ter Wert gerade die n-te
Menge in der Liste N, P(N), P(P(N)),..., so ergibt die Vereinigungsmenge
eine Menge, die grofler ist als jede einzelne der Mengen in der Liste.

Ende Vorlesung 6, 23.10.2014

2 Reelle Zahlen

2.1 Dyadische Zahlen

Zur Konstruktion der reellen Zahlen definieren wir als Zwischenschritt erst
die dyadischen Zahlen. Dies sind Briiche der Form g mit k,n € N.

Im Folgenden sei A eine iiberabzédhlbare Menge, die wir blof3 als Hilfsmenge
benétigen.

Satz 2.1. Sei X : N — A injektiv. Dann ezistiert Y : N — A injektiv mit
VneN: X(n)=Y(n+n).

Diesen Satz werden wir nicht im Detail beweisen. Uberabzihlbarkeit wird
unter anderem dazu verwendet, dass X nicht surjektiv sein kann, was offenbar
notwendig ist da zum Beispiel Y(1) nicht im Bild von X liegen darf. Des
weiteren benotigt man in dem Beweis die Tatsache dass fiir keine n, n’ sowohl
n+n=n+n’als auch n # n’ gilt, da sonst

X(n)=Y(n+n)=Y (' +n")=X(n'),

im Widerspruch zur Injektivitdt von X. Diesen Aspekt des Beweises fithren
wir als einzigen weiter aus durch den folgenden Satz.

Satz 2.2. Die Funktion f: N — N mit f(z) = x + x ist injektiv.
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Beweis von Satz[22. Ist n +n = n’ + ' fiir n,n’ € N, dann brauchen wir
nur zu zeigen, dass n = n'. Beweis durch Widespruch:

Fall 1: n < n’. Dann existiert ein a, sodass n +a = n'. Also,
n+n=n+a-+n-+a.

Nach Kommutativ-, Assoziativ- und Ausloschungs-gesetz haben wir
0 = a + a. Das impliziert a < 0. Bemerke auch, dass

0+a=0=0<a.
Deshalb a = 0, also auch n = n/'.

Fall 2: n' < n. Gleich wie Fall 1.

Die Aussage des Satzes [2.1]ist schematisch von der Form
vX3Yy ...

und erlaubt daher eine Anwendung des Auswahlaxioms um eine Funktion
Z zu definieren, die jeder Funktion X in der Menge aller Funktionen von N
nach A eine Funktion Y wie in dem Satz zuordnet.

Wir nehmen jetzt an, dass N C A. Dann erfiillt insbesondere die Iden-
titatsfunktion auf N, die wir hier mit p bezeichnen wollen, die Aussage
p : N — A. Dann definieren wir d rekursiv so dass d(0) = p und fiir
d(k+1) = Z(d(k)) fir alle k € N. Wir schreiben

awm:%u

Definition 2.3. Objekte von der Form d(k)(n) mit n € Nund k& € N heifien
dyadische Zahlen.

Wir bezeichnen die Menge der dyadischen Zahlen mit
Y :={d(k)(n): k € N,n € N}.
Fiir festes k € N definiere
Yy :={d(k)(n) : n € N}.
Deshalb haben wir Yg = N und

Y:Um.

Die dyadischen Zahlen sollte man sich als ein sich mit steigendem k verdich-
tendes Gitter auf dem Zahlenstrahl vorstellen.
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Y = Ugen Yy

In der Darstellung représentieren die vertikalen Striche dyadische Zahlen.
Die Strichlédnge ist dabei umso kleiner, je grofler k£ ist. Wir bemerken dass
die obige Darstellung stark an einen amerikanischen Zollstock erinnert. In
der Tat ist das “inch”-System auf dyadische Zahlen aufgebaut.

Nach unserer Konstruktion der dyadischen Zahlen gibt es auf Y noch keine
Struktur der Addition oder Ordnung, allerdings legt die obige Darstellung
solche Strukturen nahe. Im Folgenden machen wir diese Intuition rigoros,
indem wir systematisch die Addition und Ordnung auf den dyadischen Zahlen
einfiihren.

Definition 2.4 (Addition). Seien x € Y,y € Yy. Dann gibt es n,n’ € N,
sodass

Wir definieren

T4y :=dk)(n+n).

Wir schreiben x <j y genau dann wenn n < n/'.
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Kommutativitdt, Assoziativitdt, und Ausloschung der Addition 4+, sowie
Transitivitit, Totalitdt und Antisymmetry der Ordnung <; sowie Vertréglichkeit
von +; und <j sind leicht zu zeigen, sie folgen sehr rasch aus den entspre-
chenden Eigenschaften der Addition und Ordnung fiir natiirliche Zahlen.

Satz 2.5. Es seien k, k' € N. Wenn x € Yy, v € Yy und y € Yy, y € Yy,
dann gilt
THrYy =T+ Y.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheiﬂ nehmen wir k& < k' an.
Dann gibt es ein [ € N, sodass k + [ = k’. Beweis durch Induktion nach [.
Der Fall [ = 0 ist trivial. Induktionsannahme ist, dass fiir beliebige

r € Yg,y €Yy
(was automatisch x € Yy, y € Y, impliziert) gilt:
THEY =T +rnu Y.
Wir koénnen schreiben
z=d(k+1)(n),y =d(k+1)(n).

Zu Beweisen ist:

Tk Y =T +ppip1 Y (6)
Zuerst haben wir
Tty = d(k+1)(n)+d(k+1)(n") = d(k+1)(n+n') = d(k+l14+1)(n+n'+n+n’).
Weiter gilt
Tty = d(k+1+1)(n+n)+d(k+1+1)(n'+n') = d(k+14+1)(n+n+n'+n').

Nun folgt (), weil n+n'+n+n' =n+n+n'+n'.
]

Wegen Satz [2.5]ist die folgende Definition sinnvoll.
Definition 2.6 (Addition). Sei x,y, z € Y. Wir definieren

z2=x+Y
falls
dkix+py =2
Definiere z < y falls
dkx <.

Djes wird auch gerne mit 0.B.d.A. abgekiirzt und bedeutet, dass wir eine Fallunter-
scheidung machen in Fille, die man in symmetrischer Weise behandeln kann.
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Existenz der Summe fiir beliebige z € Y, y € Y sowie Totalitdt der Ordnung
folgen aus dem néchsten Satz:

Satz 2.7. Sind x,y € Y, dann existiert k mit x € Yy, und y € Y.

Beweis. Nach Definition,
A:zeY,und A" :y € Y.
Wenn | <, setze k =1". Wenn I’ < [, setze k = [. H

Alle weiteren Standardeigenschaften von Addition und Ordnung auf Y folgen
auch leicht.

Satz 2.8. Y ist abgeschlossen unter Mittelpunktsbildung: Sind x,y € Y, dann
JzeY:z4+z=0+y.

Beweis. O.B.d.A. seien z € Yi,y € Y, und

Dann setze
z=d(k+1)(n+n").

Es folgt
Z+z=x+y.

]

Satz 2.9 (Archimedes). Sei x € Y und k € N, dann gibt es y € Y, mit
<.

Beweis. Sei x € Y.
Fall 1: [ < k. Dann z € Y. Wir setzen einfach y = x.

Fall 2: £ <. Dann da : k+a = [. Der Fall a = 0 folgt aus dem Vorherigen.
Fiir a = 1, nehme an, dass © = d(k + 1)(n). Dann kénnen wir

y = d(k)(n)
setzen, weil nach Definition der dyadischen Zahlen gilt
r=dk+1)(n) <dk+1)(n+n)=dk)(n) =y.

Fiir allgemeines a konnen wir eine Induktion durchfiihren.
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Satz 2.10. Ist x € Y und k € N, dann ¢ibt es genau ein n € N mit
d(k)(n) <x <dk)(n+1).

Der beweis dieses Satzes ist eine Ubung, er folgt leicht mithilfe des Prinzips
von Archimedes und dem folgenden Minimalitétsprinzip.

Satz 2.11 (Minimalprinzip). Jede nicht-leere Menge von natirlichen Zah-
len hat ein kleinstes Element. Dabei heifit x € M Kkleinstes Element, falls
Vy € M:xz < y.

Beweis. Wir machen einen Widerspruchsbeweis. M hat kein kleinstes Ele-
ment. Setze N = N\ M.
Behauptung:

VneN: I, CN.

Die Behauptung impliziert den Satz [2.11], weil
VneN: I, CN=NCN= M=0.

Beweis der Behauptung: Induktion nach n. Der Fall n = 0 ist klar, denn
Iy C N, da I leer ist. Sei n so dass I, C N. Man bemerke, dass

In+1 = In U {TL}
Fall 1: n € N. Dann ist I,,; C N.

Fall 2: n ¢ N. Dann folgt n € M, was zusammen mit ,,NM = () Minimalitét
von n in M impliziert. Widerspruch.

]

Satz 2.12. Ist x € Y\ N, dann gibt es genau ein k, sodass x = d(k)(n) mit
ungeradem n.

Satz 2.13. Es gibt keine dyadische Zahl x mit v + x4+ x = 1.
Beweis. Fall 1: x € N. Dann o +x + x # 1.
Fall 2: € Y\ N. Sei z = d(k)(n) mit n ungerade und & =1+ 1 # 0. Dann
r+z+z=dk)(n+n+n)¢N,

weil n + n 4+ n ungerade ist.

Ende Vorlesung 7, 28.10.2014
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2.2 Dedekindschnitte

Wir méchten nun die eingefithrten dyadischen Zahlen dazu verwenden, um
die reellen Zahlen zu konstruieren. Hierzu verwenden wir die Methode der
Dedekindschnitte.

Definition 2.14. Ein Dedekindschnitt oder Initialsegment ist eine Menge
I C Y mit

l.VeelVyeY:x<yVyel.
2. VeeldyeY:z<yAnyel.

Die erste Bedingung besagt in Worten ausgedriickt, dass wenn ein x Element
des Dedekindschnittes ist, dann sind auch alle y, die kleiner als z sind im
Dedekindschnitt enthalten. Die zweite Bedingung driickt aus, dass es fiir
jedes Element in einem Dedekindschnitt immer noch ein strikt grofleres gibt,
das ebenfalls noch in diesem Dedekindschnitt enthalten ist.

Beispiele. e Fiir jedes y € Y ist die Menge {z € Y : x < y} ein Dede-
kindschnitt. Fiir y = 0 ist dies die leere Menge.

e Die Menge {z € Y : x < 1} ist kein Dedekindschnitt (Eigenschaft 2
gilt nicht).

e Die Menge D = {z € Y: 2+ 2 +x < 1} ist ein Dedekindschnitt.
e Die Menge Y ist ein Dedekindschnitt.

Dedekindschnitte lassen sich gut anhand eines Zahlenstrahls visualisieren.

0 D

Der grau beschattete Bereich repréasentiert den Dedekindschnitt D aus dem
Beispiel.
Wir bezeichnen die Menge der Dedekindschnitte mit A.

Definition 2.15. Es sei X eine Menge einmal gewihlte mit einer Bijektion
a: X — Aund Y C X, sodass

VyeY:aly)={xreY: :z<y}

Wir nennen X die Menge der erweiterten nichtnegativen reellen Zahlen.
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Dabei deutet der Zusatz erweitert darauf hin, dass auch die gesamte Menge
der dyadischen Zahlen Y ein Dedekindschnitt ist. Wir benutzen das Symbol
oo fiir das entsprechende Element in X, also a(oo) = Y. Weiter verwenden
wir die Abkiirzung X = X\ {oco}.

Unsere Aufgabe ist nun, die uns auf den dyadischen Zahlen Y bereits be-
kannten Strukturen auf X zu iibertragen.

Nach Definition der Dedekindschnitte gilt fiir z € Y und y € Y

{y < x genau dann, wenn y € a(x),

x <y genau dann, wenn y & a(x).

Da die Bedingungen auf der rechten Seite auch Sinn machen, wenn x € X,
konnen wir fiir y € Y und x € X\ Y definieren:

y<z fallsy € ax),

r<y fallsy ¢ a(z).
Man beachte, dass wir hier immer noch fordern, dass y eine dyadische Zahl
ist.
Es seien x, 2 € X. Dann ist 2 = 2’ dquivalent zu a(x) = a(z’). Dies wiederum
ist dquivalent zu a(z) C a(2'), a(z’) C a(x), ie. Vy € a(z) : y € a(z’) und
Vy € a(2’) : y € a(x). Nach Definition bedeutet dies gerade

VyeY:(y<zAhy<z)V(z<ynz <vy) (7)

Zusammenfassend gilt © = 2’ genau dann, wenn (7)) gilt.

Satz 2.16. Seien y € Y,z € X. Dann gelten
1. y < x genau dann, wenn ' € Y :y <y Ny <z,
2. x <y genau dann, wenn Vy' € Y 1y <yVax <y

Beweis. Wir beweisen den ersten Punkt.

,=": Seil y < x. Setze iy = y.

,<":Seiy € Y mit y < ¢,y < z. Dann gilt ¥/ € a(z). Nach der ersten
Dedekindschnitteigenschaft folgt y € a(z), also y < z.

Der Beweis von 2. folgt dhnlich, oder kann auf 1. reduziert werden mithilfe
von Dualitéat. O
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Die Bedingungen im Satz haben den Vorteil, dass sie auch fiir y € X Sinn
machen. Daher kénnen wir jetzt die Ordnung auf X definieren. Fiir alle z €
X,y € X\Y sei

{y<x falls Iy e Y:y <y ANy <z
<y fallsVy eY:¢y <yvae <y.
Die Ordnung auf X gehorcht den bekannten Eigenschaften.
Satz 2.17. Fir z,y,z € X gelten

1. 2 <yANy<z=x <z (Transitivitit),

2. x <z (Reflexivitdt),

3. x <yVy <z (Totalitit),

4. x <yANy<z=x=y (Antisymmetrie).

Beweis. Wir beweisen hier exemplarisch nur die Antisymmetrie. Seien z,y €
Xmit z <yund y <zx. Sei y € Y. Dann gilt v/ <y VvV <y

Yy <yvVae <y
’/\

y <y <y
y<zVy<y y<zVy<y
y <w y<y y <z y<y
vy <yANy <z Widerspruch! Widerspruch! <y ANy <y
Damit haben wir fiir x und y gezeigt. Es folgt x = y. O]

Satz 2.18 (Archimedes). Sei z € X. Seien e € Y,e # 0. Dann gibt esxz € Y
mitr < z<x+e.

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir ¢ = d(k)(1) = 2% < ”2—*,;1 Zu zeigen.
Da z # oo, gibt es y € Y mit y & «a(z). Also ist z < y. Nach dem Satz von

Archimedes auf Y (Satz gibt es ein n € N, sodass

n+1
ok

y<dk)(n+1)=
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Also gilt z < d(k)(n + 1) nach Transitivitit. Wéhle n € N minimal mit

z < d(k)(n+1) (Satz 2.11).

Fall1: n=0. Dannist 0 < z < 2%:0—1—6.

Fall 2: n # 0. Dann ist n = m + 1 fiir m € N. Also gilt z > d(k)(n), denn
sonst wére z < d(k)(n) = d(k)(m + 1) und n damit nicht minimal mit dieser
Eigenschaft. Also

d(k)(n) < 2 < d(k)(n+ 1) = d(k)(n) + <.
]

Wir kommen nun zur Definition der Addition auf X. Sind z,y € Y, so gilt
fiir alle z € Y:

z<x+ygenau dann, wenn 32’ € YIy € Y: a2/ <z Ay <yAz<a +

Die rechte Seite dieser Aussage macht auch Sinn, wenn z,y € X. Sind also
x,y € X, aber nicht beide in Y, dann definieren wir z + y durch

z<zx+yfallsIr’ e Y/ eV : /' <azAny <ynz<a +y

fiir alle z € Y. Die Aussage wird leichter verstandlich, wenn man die Unglei-
chungen auf der Zahlengerade visualisiert.

’ ’
z’ Y z' +y
1 1 1 1

T T T T T T T
@ y z z+y

/

Die Addition ist im Sinne der folgenden zwei Sétze vertrédglich mit der Ord-
nung.

Satz 2.19. Fir alle z,y,z € X gilt
r<y=x+z<y-+z

Beweis. Sei x < y. Sei a € Y mit a < x + 2. Zu zeigen ist a < y + z. Wegen
a < x + z konnen wir nach der Definition der Addition ', 2 € Y wéhlen mit

¥ <z <z, a<a + 7.

Wegen x < y folgt 2’ < y (Transitivitit). Wieder nach Definition der Addi-
tion folgt a < y + z. O

Aus der Definition der Addition folgt insbesondere
T+00=00=00+2T

fiir alle z € X. Daher miissen wir in der Umkehrung des letzten Satzes den
Fall 2 = oo ausschlieflen.
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Satz 2.20. Seien x,y,2 € X mit z # co. Dann gilt
r+z<yt+z=uv<y.

Beweis. Sei ' € Y mit 2’ < x. Zu zeigen ist 2’ < y. Sei ¢ € Y, sodass
' + e < x (moglich nach der zweiten Bedingung der Definition eines Dede-
kindschnitts). Sei 2’ € Y, sodass 2/ < z < 2’ + ¢ (mdglich nach Satz [2.18).
Dann gilt nach Definition der Addition

r4e+ <x+2

Also 2’ + ¢ + 2/ < y + z nach Voraussetzung. Dann existieren ¢/, 2” € Y mit
y <y, 2" <zund
¥4e+d <y + 2.
Wegen Vertriglichkeit von Addition und Ordnung in den dyadischen Zahlen
folgt
r4e+d <y + <y +7 +e

Woraus erneut nach vertriglichkeit in den dyadischen Zahlen folgt ' < o/,
und schliefllich 2’ < y. O

Auch die weiteren Eigenschaften der Addition lassen sich auf X iibertragen.
Satz 2.21. Fir z,y,z € X gelten

1. z+y=y+ z (Kommutativitit),

2. x4+ (y+2) = (x +y) + 2z (Assoziativitit),

3. Falls z # oo, dann x =y < v+ 2z =y + z (Ausléschung),

4. x4+ 0=z (neutrales Element).

Satz 2.22 (Mittelpunktseigenschaft). Fiir z,y € X existiert z € X, sodass
z+z=x+y.

Die Beweise sind als Ubungsaufgaben iiberlassen.

Als néchstes mochten wir uns der Bindrentwicklung reeller Zahlen néhern.
Dazu approximieren wir reelle Zahlen durch dyadische Zahlen. Préziser aus-
gedriickt fithren wir eine Intervallschachtelung durch.

Definition 2.23 (Dyadische Intervalle). Fiir k,n € N heifit

— n n+1
Ik,n:{xeX:?§x< o }
. . linkes , gerade .
dyadisches Intervall. Iy, heifit Kind, falls n ist.
rechtes ungerade
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Im Allgemeinen bezeichnet man fiir a,b € X die Menge
[a,b) :={z X :a<x<b}

als (halboffenes) Intervall mit den Endpunkten a,b.
Dyadische Intervalle zeichnen sich durch einige niitzliche Eigenschaften aus.

1. Fir x € X, k € N gibt es genau ein n € N mit x € Iy,

2. Zwei dyadische Intervalle sind entweder disjunkt oder ineinander ent-
halten.

Die erste Eigenschaft folgt aus der Archimedeseigenschaft und die Zweite
kann per Induktion oder Minimalprinzip bewiesen werden.

Satz 2.24 (Intervallschachtelung). Sei x € X. Dann gibt es eine eindeutige
Folge ny, natiirlicher Zahlen mit x € Iy, .

Die Paritét der ny gibt genau die Bindrentwicklung einer reellen Zahl wieder.
Setze ndmlich a, = 0, falls n;, gerade und a = 1, falls n, ungerade ist. Sei
x € [0,1). Dann schreiben wir

r =: 0,a1a2a304 . ..
und nennen dies die Bindrentwicklung von .

Satz 2.25. Sei x € Y. Es existiert k' € N, sodass ny fir alle k € N mit
k > k' gerade ist.

Zum Beweis sei nur gesagt, dass k' so gewihlt werden kann (und muss) dass
gerade © = 7 fiir ein n € N. Dieser Satz besagt, dass die Bindrentwicklung
dyadischer Zahlen nach endlich vielen Nachkommastellen ,,aufhort” | das heifit
nur noch aus Nullen besteht.

Satz 2.26. Sei x € X. Dann g¢ibt es fir alle k' € N ein k € N mit k > K/,
sodass ny, gerade ist.

Dieser Satz besagt, dass die Bindrentwicklung nach unserer Definition nie-
mals von der Art
0,aray... 111111 ...

ist, d.h. immer unendlich viele Nullen enthalten muss. In der Vorlesung wurde
ein Widerspruchsbeweis skizziert: Ist &' so dass fiir alle & > k' die Zahl ny,

ungerade ist, so kann man zeigen dass ’;/k, < z, indem man geméf Definition
nk/—i-l
2K’

y < x fir alle y € Y mit y < zeigt. Das ist aber ein Widerspruch zu
el k! g -
Anhand der Bindrentwicklung lésst sich leicht beweisen, dass die reellen Zah-

len, anders als die dyadischen Zahlen, iiberabzéihlbar sind.
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Satz 2.27. X ist nicht abzihlbar.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass [0, 1) C X nicht abzihlbar ist. Dazu geniigt
es zu zeigen, dass die Menge

A={a:N—{0,1} : a nimmt unendlich oft den Wert 0 an}

iiberabzéhlbar ist. Nehmen wir an, dass A abzéhlbar ist. Dann existiert eine
surjektive Funktion f : N — A. Wir konstruieren eine Folge h : N — {0, 1}
in A, die nicht im Bild von f liegt. Sei ndmlich hA(n +n+ 1) = 0 und

0, wenn f(n)(n+mn)=1,
1, wenn f(n)(n+n)=0.

h(n+n):{

fir n € N. Also h(n +n) # f(n)(n +n). Dann ist h € A, da es unendlich
viele ungerade Zahlen gibt. Nach Annahme gibt es also ein m € N, sodass
f(m) = h. Insbesondere gilt

R(m +m) = f(m)(m +m).
Widerspruch! O

Dieser Beweis ist ein Diagonalargument und geht auf Cantor zuriick.

Ende Vorlesung 8, 30.10.2014

3 Folgen

3.1 Monoton wachsende Folgen

Wir betrachten jetzt Funktionen f : N — X, und erinnern uns daran dass
Funktionen mit Definitionsbereich N auch Folgen genannt werden. Von be-
sonderer Bedeutung sind solche Folgen, die die Ordnungsstruktur erhalten
im Sinne einer der folgenden zwei Definitionen.

Definition 3.1. Eine Folge f : N — X heifit monoton wachsend falls Ym, n €
N,
n<m= f(n) < f(m).

f N — X heiBt streng monoton wachsend falls Ym,n € N,

n<m= f(n) < f(m).
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Der folgende Satz bietet ein einfaches Kriterium, um die Monotonie einer
Funktion zu iiberpriifen. Ein &hnlicher Satz gilt auch fiir streng monoton
wachsende Folgen.

Satz 3.2. Sei f : N — X, wenn ¥Vn € N : f(n) < f(n + 1), dann ist f
monoton wachsend.

Beweis. Zu zeigen ist VI € N,Vn € N : f(n) < f(n +1). Das kann durch
Induktion nach [ bewiesen werden. ]

Satz 3.3. f ist monoton wachsend, genau dann wenn es eine Folgeg : N — X
gibt mit
¥ f(n) = f(0)+ Y g(m),

mEIn

Das Summenzeichen . ist dabei rekursiv definiert und hat folgende wesent-
lichen Eigenschaften:

S gm) = (Z g<m>> +g9(n).

mely41 mely

Die Funktion g heifit die Folge der Inkremente von f,und ) ; g(m) heifit
Partialsumme von g.
Wir schreiben auch

mely m=0

Beweis. Hinreichende Bedingung: Sei f monoton wachsend. Dann
Vn: f(n) < f(n+1).

Daraus folgt
Vn,3g: f(n) +g=f(n+1).

Nach dem Auswahlaxiom konnen wir eine Funktion ¢ : N — X finden, sodass
VneN: f(n)+g(n)=f(n+1).

7 zeigen:

Vi f(n) = f(0)+ ) g(m).

mEIn
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Wir beweisen dies durch Induktion nach n. Fallsn = 0, dann f(0)+>_, ., g9(m) =
f(0) 4+ 0= f(0). Sei n so gewéhlt, dass

f(n) = £0)+ > g(m).

Dann gilt
fn+1) = f(n) +g(n) = f(0) + (Z g(?ﬂ)) +g(n).

Nach Definition im Satz erhalten wir:

fin+1)=f0)+ Y g(m).

melnii

Notwendige Bedingung: Es existiert eine Folge g mit

f(n) = £0)+ > g(m).

mEIn

Zu zeigen:
Vn: f(n) < f(n+1). (8)

Das kann einfach per Definition bewiesen werden:

fln+1) = f(0) + (Z g(m)> +9(n) = f(n) +g(n),

mel,

woraus die Gleichung folgt. O
Man kann auch Folgen betrachten, die die Struktur der Addition erhalten.
Definition 3.4. Eine Folge f : N — X heifit additionserhaltend, falls

Vm,n € N: f(n+m) = f(n)+ f(m).
Die Folge heisst linear, falls zusitzlich f(1) # oc.

Lineare Folgen haben eine sehr einfache Struktur. Thre Inkremente sind kon-
stant.

Satz 3.5. Eine Folge f ist linear genau dann wenn
f(0)=0 und ¥n:g(n) = f(1) < oo,

wobei g wie oben die Folge der Inkremente ist.
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Beweis. Hinreichende Bedingung: Linearitit fon f impliziert wegen

FO)+f(1) = f(1) <0
dass f(0 # oo. Wir kénnen deaher in

f(0)+ f(0) = f(0+0) = £(0)

Ausloschung anwenden und erhalten f(0) = 0. Fiir die Folge der Inkremente
haben wir nach Definition

fin+1) = f(n) + f(1) = f(n) + g(n),

also g(n) = f(1) fiir alle n sofern f(n) # oo. Letzteres ist aber leicht durch
Induktion zu beweisen.
Notwendigkeit ist auch einfach zu sehen. O

Es wird als Ubung iiberlassen, additionserhaltende Folgen zu analysieren fiir
die f(1) = oo gilt.

Definition 3.6. Wenn f linear ist und f(1) = ¢ # oo, dann schreiben wir

f(n)=c-n.
Wir wenden uns wieder ordnungserhaltenden Folgen zu.

Definition 3.7. Eine Folge f : N — X heit beschréinkt, falls
JreX x#oc0:¥neN: f(n) <z

Ein neues Phiinomen in X (oder auch schon in Y) im Vergleich zu N ist, dass
es streng monotone wachsende Folgen f : N — X gibt, die beschrinkt sind.

Beispiel. Wir definieren

fn) =3 2im

mely,

Die Beschrinktheit von f folgt aus der folgenden Behauptung:

1
VnEN:f(n+1)+2—n:2.

Der Beweis dieser Behauptung ist durch Induktion nach n € N. Fiir n = 0

haben wir )
f(1)+@:1—|—1:2.
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Jetzt nehmen wir an, dass fiir ein n € N

f(n+1)+2in:2.

Dann

! + :f(n%—l)—l—i:z

f(n + 2) + - f(?’L + 1) + gn+1 gn+1 omn

2n+1
Das schliefit den Beweis der Behauptung ab.

Achilles und die Schildkrote.

Passend zu diesem Beispiel gibt es eine scheinbar paradoxe Erzédhlung des
griechischen Philosophen Zenon von FElea. Sie handelt von einem Wettren-
nen zwischen Achilles, einem sehr schnellen Laufer der Antike, und einer
(sehr langsamen) Schildkréte. Um seinen Vorteil auszugleichen gibt Achilles
der Schildkrote einen Vorsprung. Zenon argumentiert nun, dass Achilles die
Schildkrote dann niemals einholen kann, da in der Zeit, die er benétigt, um
den Anfangsvorsprung der Schildkréte einzuholen, diese ja ihren Vorsprung
vergrofert hat. Wahrend Achilles dann diesen neuen Vorsprung einholen
muss, lauft die Schildkréte aber wieder ein bisschen weiter und so weiter,
sodass Achilles immer hinter der Schildkréte zuriickbleibt.

Das obige Beispiel demonstriert die Geschichte mit der Annahme, dass die
Geschwindigkeit der Schildkréte gerade halb so grof} ist wie die von Achilles
und dass Achilles genau eine Zeiteinheit bendtigt, um den ersten Vorsprung
der Schildkrote einzuholen. Dann braucht er nur noch halb soviel Zeit fiir
den zweiten Vorsprung und wieder halb soviel fiir den Néchsten und so wei-
ter. Fiir den n + 1-ten Vorsprung braucht er also 2% Zeiteinheiten, sodass
er zum Einholen der ersten n + 1 Vorspriinge insgesamt f(n) Zeiteinheiten
benétigt. Die Erzdhlung von Zenon suggeriert dem Leser ein unbeschrianktes
Wachstum von f(n). Richtig ist, und das ist die Suggestion von Zenon, dass
wenn das Rennen so gestaltet wird, dass jedesmal wenn Achilles den Punkt
eingeholt hat an dem die Schildkréte im vorigen Rechenschritt war, das Ren-
nen angehalten wird und zunéchst der néchste Rechenschritt ausgerechnet
wird, dass Achilles nie die Schildkréte einholen kann. Allerdings wird in ei-
nem normalen Rennen die Rechenzeit nicht beriicksichtigt, sodass Achilles

die Schildkréte nach genau 2 Zeiteinheiten eingeholt hat.

Definition 3.8. Sei A C X eine Menge. Das Supremum von A ist diejenige
Zahl x € X mit

alz)={yeY|Jac Ay <a}.
(Man zeigt leicht, dass auf der rechten Seite tatsdchlich ein Dedekindschnitt
steht.)
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Wir schreiben = = sup(A).
Das Supremum sup(A) ist die kleinste obere Schranke der Menge A. Dabei
heifit eine Zahl x € X obere Schranke von A, wenn Ya € A : a < z. Das ist
dquivalent zu

VyeY:y<a=y<czx

wie man aus der Definition der Dedekindschnitte ersehen kann.

Eine Zahl z € X ist kleinste obere Schranke von A, falls fiir alle b € X mit
b<xeinaé€ Amitb < a existiert.

Sei z = sup(A). Wir sehen leicht, dass = oberes Schranke von A ist, da
wenn a € A ist wir fiir alle dyadischen Zahlen y < a nach Definition des
Supremums auch y < z haben. Ferner ist x die kleinste obere Schranke von
A. Ist ndmlich b < z, dann

JyeY:b<y<u.

Aber y < x impliziert da € A : y < a. Deshalb b < y < a, also ist b nicht
obere Schranke.

Man {iberzeugt sich leicht, dass die kleinste obere Schranke einer Menge
eindeutig bestimmt ist.

Fiir eine Folge f : N — X schreiben wir auch

sup f(n) = sup(Ran(f)).

neN

Der folgende Satz beschreibt prézise die Intuition, dass eine monoton wach-
sende Folge sich ihrem Supremum annéhert.

Satz 3.9. Sei f monoton wachsend mit sup,,cy f(n) = a < co. Dann gilt
Ve>0,IneN:Vm>n: f(m)<a< f(m)+e. (9)
Umgekehrt ist a so beschaffen, dass @ qilt, dann ist a < oo und

sup f(n) = a.
neN

Beweis. Hinreichende Bedingung: Wir nehmen an dass a = sup,,.y f(n) ist
und zeigen [9} Sei € > 0. Nach der Archimedeseigenschaft aus Satz [2.18] gilt

JyeY:iy<a<y—+e.

Da y < a, gibt es n € N mit y < f(n). Wahle ein solches n. Sei m > n
gegeben, dann ist

fm)<a<y+e< f(n)+e< f(m)+e.
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Notwendige Bedingung: Wir nehmen an, dass a @D erfiillt. Zu zeigen ist

a = sup f(n).

neN
Das heiit a < sup,,cy f(n) und a > sup,,cy f(n).

Erste Ungleichung: a < sup,,oy f(n). Sei y < a. Dann 3¢ > 0: y +¢ < a.
Waéhle n mit

fln+ 1) <a< f(n+1)+e.

Dann
y+e<a< f(n+1)+e.

Dies impliziert y < f(n +1) < sup,,cy f(n).

Zweite Ungleichung: a > sup,,cy f(n). Ubungaufgabe.

m
Ist f eine monotone wachsende Folge, so schreiben wir
sup f(n) =: lim f(n)
neN n—oo
= f(0)+_g(n)
neN (10)

= £(0)+ ) g(n).

Dabei ist g die Folge aus Satz[3.3] also die Folge der Inkremente der monoton
wachsenden Folge f.
Die néichsten zwei Sétze sind von dhnlichem Typ.

Satz 3.10. Ist f monoton wachsend mit sup,,cy f(n) = oo, dann gilt
Ve e X,z #00,In € N,Vm >n:a < f(m).

Satz 3.11 (Cauchykriterium fiir monoton wachsende Folgen). Sei f eine
monotone wachsend Folge, dann

sup f(n) = lim f(n) < oo
neN n—N

falls
Ve > 0,3n € N,Vm > n,Vm' > n: f(m') < f(m) +e.

57



Das Cauchykriterium ist niitzlich, weil es uns erlaubt die Endlichkeit des Su-
premums von f festzustellen ohne den tatsédchlichen Grenzwert zu benutzen,
der moglicherweise schwer zu berechnen ist.

Ende Vorlesung 9, 04.11.2014

Satz 3.12. Ist A C X eine nichtleere Menge mit sup(A) € A, dann gibt es
eine streng monoton wachsende Folge f - N — A mit

sup(A4) = sggf (n) = Tim f(n).

Beweis. Hilfsbehauptung: Vo € Ady € A : x+sup(4) <y+yund z < y.

Beweis der Hilfsbehauptung. Sei x € A. Wahle ¢, sodass € + e =7, ¢ # 0.
Dann gibt es ein y € A mit x + ¢ < y. Das ist moglich, weil x + ¢ keine
obere Schranke ist, da  +¢ < 2 + ¢ + ¢ = sup(A). Dann gilt « + sup(A) =
r+et+ax+e<y+t+y. [

Nach Auswahlaxiom, angewendet auf die Hilfsbehauptung, erhalten wir eine
Funktion g : A — A mit Vo € A : 2 +sup(4) < g(z) + g(z) und = < g(z).
Wiéhle p € A mit p < sup(4) < p+ 1 und setze f(n) := ¢"(p). Dann ist f
streng monoton wachsend, denn nach Definition

fin+1) = g(f(n)) > f(n).
Da Vn € N : f(n) < sup(A), geniigt es nun zu zeigen: f(n) + 55 > sup(A).
Dies beweisen wir durch Induktion. Der Fall n = 0 ist klar, da f(0) + 1 =
p+1>sup(A). Sei n € Nmit f(n) + 5= > sup(A). Dann gilt
1 1

P41+ gy + £ 1) g = 97 () + 9(F0) + o

1
> fn) +sup(4) + 5
> sup(A) + sup(A)
Nun folgt leicht f(n)+5+ > sup(A), zum Beispiel durch Widerspruchsbeweis.
O

Man bemerke, dass das f aus dem Satz injektiv ist. Also muss A unendlich
sein. Wenn A also eine endliche Menge ist, gilt automatisch sup(A4) € A.

Definition 3.13. Falls sup(4) € A fiir eine Menge A C X, nennt man
sup(A) das Mazimum der Menge A und schreibt max(A) := sup(A).

Wir haben also die folgende Aussage.
Satz 3.14. Jede endliche Menge A C X hat ein Mazimum.
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3.2 Allgemeine Folgen

Zum Studium allgemeiner Folgen bendtigen wir analog zur Theorie der ord-
nungserhaltenden Folgen auch die ordnungsumkehrenden Folgen. Ohne ins
Detail zu gehen, beschreiben wir die wesentlichen Definitionen und Satze.

Definition 3.15. Eine Folge f : N — A heifit monoton fallend, wenn Vn, m €
N:n<m= f(m) < f(n).
Eine Folge f : N — A heifit streng monoton fallend, wenn Vn,m € N : n <

m = f(m) < f(n).

Definition 3.16. Das Infimum einer Menge A C X ist eine Zahl inf(4) € X
definiert durch y < inf(A) fir y € Y, falls 3¢ > 0Va € A:y+¢ < a.

Man beachte hier die Verwendung des €, um in der Tat einen Dedekindschnitt
zu erhalten. Das Infimum einer Folge f : N — X ist definiert als

inf f(n) := inf Ran(f)

neN

Satz 3.17. Ist f : N — X eine monoton fallende Folge mit a := inf,cy f(n) #
o0, dann gilt

Ve >0dn e NVm >n:a < f(m) <a+e.

Ist f eine monoton fallende Folge, so schreiben wir inf,,cy f(n) =: lim, o f(n).

Wir wenden uns nun allgemeinen Folgen zu. Sei f : N — X irgendeine Folge.
Natiirlich braucht f aber weder monoton wachsend, noch monoton fallend
zu sein. Um den Grenzwertbegriff fiir monotone Folgen auch fiir allgemeine
Folgen nutzbar zu machen, assoziieren wir zu einer allgemeinen Folge eine
monoton fallende und eine monoton wachsende Folge, die f gewissermaflen
einhiillen. Definiere

g(n) :=1inf{f(m) : m >n}
fiir n € N. Offenbar ist ¢ monoton wachsend, denn fiir n < n’ ist
{fim) = m = n'} C{f(m) : m=n},

und da generell fiir Mengen A C B C X gilt, dass inf(A) > inf(B) (‘Ubung),
haben wir

g(n) =inf{f(m) : m>n} <inf{f(m) : m >n'} = g(n').
Wir definieren nun den Limes inferior von f als

liminf f(n) := nhjEO g(n) =supg(n)

n—oo neN
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Ahnlich definieren wir

h(n) =sup{f(m) : m > n}.

Dann ist A~ monoton fallend und wir definieren den Limes superior von f
durch
limsup f(n) := lim h(n) = inf h(n)

n—00 n—00 neN

h(n)

g(n)

Die Abbildung illustriert, wie die Folgen h und ¢ die Folge f einhiillen. In
dem speziellen Beispiel der Abbildung kann man sich vorstellen, dass Limes
superior und Limes inferior iibereinstimmen, denn beide einhiillenden Kurven
konnten auf einen gemeinsamen Wert zulaufen. Dies kann, muss aber nicht
notwendigerweise der Fall sein.

0, n gerade

Beispiel. Man betrachte die Folge f(n) = fir n € N.

1, n ungerade
Dann ist g(n) = 0 und h(n) = 1 fiir alle n € N. Also liminf,, ,» f(n) =0
und limsup,,_, . f(n) = 1.

Aus der Definition der einhiillenden Folgen ist schnell klar, dass fiir allen € N
und m € N gilt, dass g(n) < h(m). Daraus folgt leicht der folgende Satz.

Satz 3.18. Sei f : N — X eine Folge. Dann gilt

liminf f(n) < limsup f(n).

n—00 n—00
Fiir monotone Folgen gilt stets Gleichheit.

Satz 3.19. Ist f : N — X monoton wachsend oder fallend, dann gilt limsup,, .. f(n) =
liminf, . f(n).

Bewers. Sei f monoton wachsend. Der Fall, dass f monoton fallend ist geht
analog. Es gilt g(n) = f(n), da f monoton wachsend ist. Also ist

liminf f(n) = sup g(n) = sup f(n) = lim f(n)

n—oo neN neN
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Andererseits ist h(n) = sup,,cy -f(m) konstant fir alle n € N. Daher ist

limsup f(n) = if h(n) = sup f(m) = lim f(n).

n—00 meN

]

Definition 3.20. Eine Folge f : N — X heifit (eigentlich) konvergent, falls

liminf f(n) = limsup f(n) < co.

n—oo n—oo

Eine Folge f : N — X heit uneigentlich konvergent oder bestimmt divergent,
falls
liminf f(n) = limsup f(n) = co.

n—oo n—oo

Eine Folge f : N — X heifit (unbestimmt) divergent, falls

liminf f(n) < limsup f(n).

n—00 n—00

Falls liminf, ., f(n) = limsup,,_,., f(n), so sagt man, dass der (eigentliche
oder uneigentliche) Grenzwert existiert und schreibt

lim f(n):=liminf f(n) = limsup f(n).

n—o0 n—oo n—o0o0

Nach den bisherigen Sédtzen ist dies offenbar konsistent mit der Definition
des Grenzwertes im Falle monotoner Folgen.

Beispiele. e Die Folge f(n) = n ist uneigentlich konvergent, denn

liminf f(n) = limsup f(n) = co.

n—oo n—o00

n, mn ungerade . _ .
& ist unbestimmt divergent, denn

e Die Folge f(n) = {

0, n gerade

liminf f(n) =0 < co = limsup f(n).

n—00 n—00

Noch einmal zusammenfassend haben wir die folgenden Tatsachen festge-
stellt:

e Jede Menge A C X hat ein Supremum, sup(4), und ein Infimum,
inf(A).
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e Jede Folge f : N — X hat einen Limes inferior, lim inf, ., f(n), und
einen Limes superior, limsup,, .. f(n).

e Jede monotone Folge hat einen Limes lim,, o, f(n).

Im Gegensatz zu diesen klaren Verhéltnissen, kann man von einem Limes
einer allgemeinen Folge erst sprechen, wenn die Konvergenz der Folge fest-
gestellt ist.

Wir kommen nun zu einigen einfachen Kriterien, um Konvergenz einer Folge
festzustellen.

Satz 3.21. FEine Folge [ konvergiert eigentlich mit lim,,_,, f(n) = a genau
dann, wenn

Ve>03dn eNVYm>n: f(m)<a+eAa< f(m)+e.

In den meisten Lehrbiichern wird die dquivalente Schreibweise |f(m)—al <
statt f(m) < a+eAa < f(m)+e gebraucht. Wir haben jedoch bisher weder
die Subtraktion, noch den Absolutbetrag eingefiihrt und das ist, wie man
sieht bisher auch nicht notwendig gewesen.

Satz 3.22. Fine Folge f konvergiert uneigentlich, falls
Vr € XdIn € NVm >n : f(m) > a2V = oo.

Nach unseren bisherigen Erkenntnissen miissen wir um zu zeigen, dass eine
Folge konvergiert immer bereits ihren Grenzwert kennen. Dies ist jedoch oft
unpraktisch. Stattdessen konnen wir auch ein Konvergenzkriterium formulie-
ren, dass die Folgenglieder untereinander, statt mit dem (oft unbekannten)
Grenzwert vergleicht.

Satz 3.23 (Cauchy-Kriterium fiir eigentlich konvergente Folgen). Sei f : N — X
eine Folge mit

Ve >03dn e NVm >n,m' >n : f(m) < f(m')+eA f(m') < f(m)+e.

(11)

Dann ist f eigentlich konvergent. Umgekehrt gilt fiir eine eigentlich konver-
gente Folge f stets die obige Aussage.

Definition 3.24. Ist f : N — X eine Folge und n : N — N eine streng
monoton wachsende Folge, dann heifit die Folge h = fon (also h(k) = f(n(k))
fiir k € N) eine Teilfolge von f.
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Da man oft auch f, fiir die Werte f(n) einer Folge schreibt, notiert man
konsistenterweise die Werte einer Teilfolge auch meist als hy, = f,,, .

Bemerkung. Die einhiillenden Folgen g, h aus der Definition von lim sup
und liminf sind nicht notwendigerweise Teilfolgen von f. Tatsdchlich brau-
chen fiir gegebenes n die Werte g(n), h(n) nicht im Bild von f zu liegen, was
notwendig fiir eine Teilfolge ist.

Satz 3.25 (Heine-Borel). Jede Folge f : N — X hat eine monotone Teilfolge.

Man beachte, dass hier nicht spezifiziert ist, ob die monotone Folge nun mono-
ton wachsend oder monoton fallend ist. In der Tat kann man im Allgemeinen
nur die Existenz einer von beiden fordern, wie man am Beispiel einer streng
monoton wachsenden Folge f oder einer streng monoton fallenden Folge f
sieht.

Beispiel. Sei

1, n ungerade

Fn) = {0, n gerade

und n(k) = k + k. Dann ist h(k) = f(n(k)) = 0 eine monotone Teilfolge von
f. Ist dagegen n(k) = k + k + 1. Dann ist h(k) = f(n(k)) = 1 auch eine
monotone Teilfolge von f mit einem anderen Grenzwert.

Beweis von Satz[3.25. Nach TND ist eine der folgenden Aussagen wahr.
1. Vm e Nam/ > mVvVm” >m’ : f(m") > f(m')
2. Im e NVm/' >m3Im” >m' : f(m") < f(m')
Fall 1. Nach Auswahlaxiom gibt es eine Funktion ¢ : N — N mit
Vm €N : g(m) >m, Vm" > g(m) : f(m") > f(g(m))

Setze p = g(0) und definiere rekursiv n(k) = ¢g*(p). Dann ist n streng mono-
ton wachsend, denn

n(k+1) = g(n(k)) > n(k).

Setze h = fon. Zu zeigen ist noch, dass h monoton wachsend ist. Sei k < k'.
Wihle ¢ so, dass n(k) = g(¢) < n(k'). Dann gilt

h(k) = f(n(k)) = f(g(€)) < f(n(K)) = h(K').

Die Ungleichung folgt genau aus der definierenden Eigenschaft von g mit
m” = n(k).
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Fall 2. Ahnlich. Man wéhlt hier m wie in der Aussage des Falles 2 gegeben,
dann wendet man des Auswahlaxiom auf die Aussage

Vm' > m3Im"” >m' : f(m") < f(m)

an und iteriert die erhaltene Funktion beginnend mit dem Punkt p = m +
1. O

Ende Vorlesung 10, 06.11.2014

Bisher haben wir die Zahlensysteme N, Y und X eingefiihrt. Mit diesen Zah-
lensystemen kénnen wir Folgen f : N — X definieren. Nach dem Potenzmen-
genaxiom (Regel gibt es eine Menge I, sodass f € F genau dann, wenn
f: N = X. F ist also die Menge aller Folgen erweiterter positiver reeller
Zahlen.

Sind f,g € F, dann definiere h =: f 4+ g durch
Vn e N:h(n)=g(n)+g(n) .

Kommutativitdt und Assoziativitidt sind einfach zu zeigen. Auflerdem gibt
es eine ausgezeichnete Folge f, die als Nullfolge bezeichnet wird und fiir die
gilt:

VgeF: g+ f=Ff.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass diese Folge f durch
VneN: f(n)=0
definiert sein muss.
Ausloschung ist wie folgt giiltig: falls Vn € N : g(n) # oo, dann gilt
f+9g=h+ g genau dann wenn f = h.

Definition 3.26 (Ordnung). Fiir zwei Folgen f, g € F definieren wir f < g,
falls
Vn € N: f(n) < g(n).

Die Ordnung erfiillt die folgenden Eigenschaften:

1. f<ggdw. FheFmit f+h=g.
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2. Falls Vn € N: g(n) # oo, dann f+g < h+ggdw. f <h.
3. Transitivitdt: f <gAg<h= f <h.

4. Antisymmetrie: f <gAg< f=f=g.

5. Keine Totalitét: es gibt f, g € F mit weder f < g noch g < f.

Die Operationen sup, inf, limsup und liminf, die wir bereits eingefiihrt ha-
ben, konnen als Funktionen von F nach X gesehen werden. Zum Beispiel:

sup(f) == sup f(n).

neN
Satz 3.27. Die Funktion sup ist monoton, d.h.
f<g=supf <supg.

Beweis. sup(f) ist die kleinste obere Schranke von {f(n) : n € N}. Es geniigt
zu zeigen: sup(g) ist auch eine obere Schranke. Dafiir miissen wir zeigen, dass

Vs f(n) < sup(g).

Sei n € N gegeben, dann ist f(n) < g(n) < sup(g).

Fiir die Funktion inf : F — X gilt eine dhnliche Aussage:
Satz 3.28. Sei f,g € F, dann f < g = inf(f) < inf(g).
Beweis. Ubung. O
Satz 3.29 (Subadditivitéit). Es seien f,g € F, dann gilt

sup(f + g) < sup(f) + sup(g).

Beweis. Ahnlich wie oben, ist zu zeigen:

Vn : (f + g)(n) < sup(f) + sup(g).
Das folgt aus f(n) < sup(g) und g(n) < sup(g). O

Beispiel. Definiere

Fn) = {0, n gerade

1, n ungerade

und
0, n ungerade
g(n) =

1, n gerade
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Dann sup(f 4+ g) = 1 < 2 = sup(f) + sup(g). Das Beispiel zeigt, dass man
im Satz [3.29 keine Gleichheit erwarten kann.

Satz 3.30. Sei f,g € F, dann
inf(f + g) > inf(f) + inf(g).

Beweis. Ubung.

Fiir manche Folgen gilt Gleichheit im Satz [3.29|

Satz 3.31. Sind f,g € F monoton wachsend, dann gilt

sup(f + g) = sup(f) + sup(g).

Beweis. “<” ist schon bewiesen. Wir brauchen nur “>” zu zeigen. Zuerst
beobachten wir, dass es zwei Fille gibt:

Fall 1: sup(f) < oo und sup(g) < oo,
Fall 2: sup(f) = oo oder sup(g) < oo.
Zu Fall 1: wir haben
Ve, 3n,Ym > n :sup(f) < f(m) + ¢,

und
Ve, In',¥m > n’ : sup(g) < g(m) + ¢.

Was wir zeigen miissen ist: Vn > 0,sup(f + g) +n > sup(f) + sup(g). Sei
n gegeben, wihle €, sodass € + ¢ = n. Wahle n,n’ wie oben. Dann sei m >
max{n,n'}. Es gilt

sup(f) +sup(g) < f(m) +¢+ g(m) +¢& <sup(f +g) +n.

Wir iiberlassen dem Leser Fall 2 als Ubung. ]

Satz 3.32. Sind f,g € F monoton fallend, dann

inf(f + g) = inf(f) + inf(g).

Beweis. Ubung.
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Satz 3.33. Es seien f,g € F. Dann gilt

D Fm)+> glm) =Y (f+9)(m).

m=0 m=0 m=0

Beweis. Das folgt aus dem vorherigen Satz und der Tatsache, dass die Folgen
h(m) = ;. f(k) und B'(m) := >, ., g(k) monoton wachsend sind.
O

Satz 3.34. Sei f,g € F. Dann
limsup f + limsup g > limsup(f + g).
Beweis. Erinnerung:
limsup f := i%f[s%p f(n+k)l.

Es gilt
Vn :sup(f + g)(n+ k) < sup f(n+ k) + sup g(n + k).
k k k

Nun kann man die Funktion inf : F — X auf beiden Seiten anwenden und
erhélt die Behauptung, da die Folgen sup, f(n + k), sup, g(n + k) und auch
sup,(f + g)(n + k) monoton fallend sind.

O

Satz 3.35. Fulls f,g € F, dann gilt
liminf f + liminf g < liminf(f + g).

Beweis. Ubung.
O

Per Induktion kann man all diese Aussagen auch leicht auf endlich viele
Summanden erweitern. So gilt zum Beispiel fiir fy, f1,..., f. € F:

N N
sup <Z fn) < sup fo.
n=0 n=0

Bisher haben wir Folgen definiert und studiert. Wir kénnen auch Folgen von
Folge definieren. Eine Folge von Folgen ist eine Funktion f : N — F, sodass
vn €N, f,: N =X, also f, selbst wieder eine Folge ist. f,(m) ist das m-te
Glied der Folge f,. Man kann sich die Funktion f : N — T auch als eine
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Funktion in zwei Variablen vorstellen.

Fir f: N — I, definiere
(sup fn)(m) := sup(fn(m)).

neN neN

Das ist eine punktweise Definition; genau wie Addition und Ordnung auch
punktweise definiert sind. Ahnlich kann man auch inf, ¢y f,, liminf, ¢y f,, und
lim sup,,cy frn definieren.

Satz 3.36. Sei f : N — F. Dann gilt
sup[sup f,(m)] = sup[sup fy(m)].

Beweis. Wir beweisen nur “<”. “>” ist dhnlich. Es geniigt zu zeigen
Wk € N2 sup fi(m) < sup[sup f,,(m)).
m m n

Sei k gegeben. Im Satz haben wir schon bewiesen, dass die Funktion
sup : F — X monoton ist. Deshalb brauchen wir nur zu zeigen, dass

vm € N: fy(m) < sup f,(m).

Das ist nach Definition von sup trivial.

Satz 3.37. Sei f : N — F. Dann ist
inf[inf f,,(m)| = inf[inf f,(m)].

Beweis. Ubung.

Satz 3.38. Sei f : N — F. Dann gilt
supl[inf f,(m)] < inf[sup f,,(m)].
Beweis. Fiir all m’,n’ € N, gilt
inf f(m) < (') < sup f ().
Fiir festes m’ haben wir

supinf f,,(m) < sup f,,(m'),
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da das Supremum die kleinste obere Schranke ist. Weil das Infimum die grofite
untere Schranke ist, haben wir

sup inf f,,(m) < infsup f,(m’).

Fiir lim sup gilt eine analoge Vertauschungsregel nicht im Allgemeinen.

Beispiel. Definiere f : N — F mit

0, m<n
VneN: f, = ’
R
Dann gilt
Vm : limsup f,(m) =0
n—o0
und

Vn : limsup f,(m) = 1.

m—r0o0

Deshalb ist

lim sup lim sup f,,(m) # lim sup lim sup f,(m),
n—oo m—0o0 m—0o0 n—oo

trotz der Tatsache dass f,,(m) fiir festes n in m monoton wachsend ist und fiir
festes m in n monoton fallend ist. (Wére f,,(m) allerdings sowohl fiir festes n
monoton wachsend in m als auch fiir festes m monoton wachsend in n, dann
kéonnte man lim sup durch sup ersetzen und Satz anwenden. )

3.3 Konvergenzsitze

Satz 3.39 (Monotone Konvergenz von Reihen). Sei g : N — F monoton
wachsend, d.h. VYn € N : g, < gn11, oder dquivalent:

Vn,Vm : gn(m) < gni1(m).

Dann st .
Z gn(m) monoton wachsend in n, (12)
m=0
d.h. . .
Z gn(m) < Z gn+1(m)7
m=0 m=0
und es gilt
Tim Z:Ogn(m) = ;T}E& gn(m). (13)
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Beweis. Zuerst beweisen wir . Sei M € N gegeben. Dann ist (durch
Induktion nach M)

Z gn(m) < Z In+1 (m)

Man beachte, dass beide Seiten monoton wachsend in M sind. Deshalb
kénnen wir sup anwenden, woraus folgt:

S gum) €3 guia(m).
m=0 m=0
Zu : aus folgt
7}1—{20 Z gn(m) = sup [Z gn(m)] :
m=0 n m=0
Es gilt
[e'S) M
sup[ > gn(m)] = suplsup > _ ga(m)]
™ m=0 m m=0
M
= sup[sup » _ gn(m)] (14)
M " m=0
M
= sup » _ sup g, (m).
M m—o ™

In haben wir Satz benutzt, in der Form fiir endlich viele Summan-

den. Dann folgt (13)), da sup,, g,(m) = lim, .~ g,,(m).
[

Ende Vorlesung 11, 11.11.2014

Beispiel. Nach der binomischen Formel gilt

(1) =2 () G
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Die rechte Seite konnen wir umformen als

Z(Z) (%)k:im(n—l)-é;(n—k—l—l)%

k=0 :i%i(l_%)'“(l_k;l)
:i%.1.<1_%>..-(1—$) :3§:gn(k)

In der vorletzten Gleichung haben wir benutzt, dass 1— % =0firk =n+1.
Da ein Produkt null ist, sobald einer der Faktoren null ist, verschwindet der
Summand der Reihe also fiir alle £ > n + 1.

Jetzt impliziert der Satz der monotonen Konvergenz angewendet auf g, die
folgende berithmte Formel, die schon Euler bekannt war:

' 1 n . o (e.9] . (0.9} 1
i (1 5) =m0 =3 a0 =3
Den Grenzwert in dieser Gleichung nennt man e, die Euler’sche Zahl. Man be-
merke, dass wir noch nicht gezeigt haben, dass diese Zahl endlich ist (Ubung).
Satz 3.40 (Fubini-Tonelli). Sei g : N — F. Dann gilt

Z Zgn(m) = Z Z gn(m

m=0 n=0 n=0 m=0

Beweis. Setze f,(m) = )",_, gx(m). Dann ist f, monoton. Also kénnen wir
den Satz der monotonen Konvergenz auf f,, anwenden. Es folgt

o0 N o0
2 fm > onlm) Z dun fulm) = Jim 3 (o)
oo N 0o 00
i S ) = S S ) =30 sl
m=0 n=0 n=0 m=0 n=0 m=0

Dabei haben wir benutzt, dass der Grenzwert mit endlichen Summen kom-
mutiert. Dies folgt im Fall von zwei Summanden bewiesen aus den Satzen

und und es folgt fiir endlich viele Summanden per Induktion. [

Vorsicht! Wenn wir spéter auch negative Folgenglieder erlauben, vertauscht
die Summationsreihenfolge im Allgemeinen nicht mehr ohne weitere Vor-
aussetzung. Die im Beweis definierte Folge f, ist dann nédmlich nicht mehr
notwendigerweise monoton.
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Satz 3.41 (Fatou). Sei f : N — F. Dann haben wir

Z:Ohrrg gf fn(m) < 11752 gf Z fa(m

Bewers. Es gilt

monoton in n M

(0.9}
——

Z liminf f,(m) 2 sup Z sup 1nf fn+k( ) SatzE.3) sup sup Z inf f, x(m)
— "> MeN “—{neNFk MEeN neN “—( keN

Satzi8.30 Satz

< sup sup inf fran( sup sup inf Fra(
MeN neN kEN Z " neN MeN keEN Z wk(m)
Satz[3.38

neN keN MeN =

< supinf sup E frarr(m ff' lim inf E fa(m
n—oo
m=0

Beispiel. Sei
1, fallsn =m,
n\M) =
Ja(m) {O, sonst.
Dann haben wir

Z:Ohggffn( m)=0<1= hmlanfn

n—o0

Also ist die Ungleichung in Fatou’s Satz im Allgememen keine Gleichheit.

Um Fatou’s Satz etwas mehr intuitiven Sinn einzuhauchen, ist eine physika-
lische Interpretation hilfreich. Man stelle sich n als die Zeit vor, m als Ort im
Raum und f,(m) als eine Grofie die den Zustand irgendeines physikalischen
Systems zur Zeit n am Punkt m beschreibt, etwa die Massedichte.

m
"
{ fo
h
2
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Die Abbildung entspricht im Wesen dem obigen Beispiel. Entsprechend der
physikalischen Interpretation ist der Raum (in horizontaler Richtung) dabei
jedoch kontinuierlich dargestellt. Die Masse bleibt in diesem Beispiel zu jedem
Zeitpunkt konstant (“Massenerhaltung”), wir haben >~ f,(m) = 1 fir al-
le n. Also ist liminf, oo >~ fo(m) = 1. Wéhlen wir jedoch einen festen
Punkt im Raum m, so ist nach einer gewissen Zeit die Masse am Punkt m vor-
bei nach dem Unendlichen hin entschwunden, also ist Y~ liminf,, ., f,(m) =
0.

Der Satz von Fatou driickt also aus, dass asymptotisch im Zeitgrenzwert
Masse zwar verschwinden kann, aber niemals erzeugt wird. Dies stimmt mit
unserer physikalischen Intuition iiberein und lédsst sich deswegen einfach me-
morieren.

Satz 3.42 (Dominierte Konvergenz). Sei f : N — F mit

liminf f,, = limsup f,,
n—o0 n—o00

d.h. wir haben punktweise Konvergenz der f,, also

Vm : liminf f,(m) = limsup f,(m).

n—00 n—00

Weiter nehmen wir an, dass es eine dominierende Folge b: N — X g¢ibt mit
Vn: f, <b, also YnVm : f,(m) < b(m), sodass Y ~_,b(m) < co. Dann

1. konvergiert die Folge > = fn(m):

117rlr_1> golf Z_O fn(m) = limsup Z fn(m) und

n—oo

2. der Grenzwert entspricht der Summe der Grenzwerte:

2 fim fulm) = lim ) Julm)
m=0

m=0

Beweis. Ubung. [

Der Satz fiigt sich sehr gut in das vorherige Bild ein.
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Jn N

Die Folgen f, sind gezwungen unter der dominierenden “Hiillfolge” b zu
bleiben. Daher kann ihre Masse nicht nach Unendlich entweichen.

4 Negative Zahlen

Negative Zahlen kann man durch “Geben und Nehmens” in wirtschaftlichen
Transaktionen motivieren. Obwohl es nur positive Geldmiinzen gibt, kann
man positive und negative Geldbetrige verwirklichen. Eine Transaktion be-
steht aus einem Paar von positiven reellen Zahlen. Die erste Zahl kann man
sich dabei als eine eingenommene Geldsumme (“Gewinn”) und die Zweite
als eine abgegebene Geldsumme (“Verlust”) vorstellen. Diese Interpretation
motiviert das Folgende.

:{071}

~~
Definition 4.1. Eine Funktion z : I, — Xist ein geordnetes Paar (positi-
ver reeller Zahlen). Wir schreiben z = (21, 3) wobei x; = x(0) und x5 = z(1)
gesetzt ist.

Man beachte, dass wir oo hier explizit ausgeschlossen haben. Nach dem Po-
tenzmengenaxiom existiert die Menge A aller geordneten Paare.

Satz 4.2. FEs gibt eine Menge R und eine Surjektion
B:A—=R
mil
Ve,y € A: B(x) = B(y) g.dw. 1+ yo = 2+ 41

Zum Beweis brauchen wir folgende Beobachtungen. Schreibe z ~ y (x dquivalent
y) falls 21 + yo = z2 + 3. Dann gelten

1. Vz : x ~ = (Richtig, da z1 + x9 = x9 + z7.)
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2. Vr,y:x~y =y~ (falls x1+ys = xo+1y1, dann ist y; + 2 = yo+ 14

3. Ve,y,z:x~yy~z = x~2
Wenn z1 + yo = 29 + y; und y1 + 22 = y9 + 21, dann

z1+ Yo+ 1)+ 22 =22+ (11 +y2) + 21
Da y; + yo < oo folgt nach Ausloschung xq + zo = x5 + 21, also z ~ z.

Ganz allgemein nennt man ein ~ mit den Eigenschaften 1,2,3 eine Aquivalenzrelation.
Der Satz gilt ganz allgemein fiir Aquivalenzrelationen. Um ihn zu beweisen
werden nur die Eigenschaften 1,2,3 benétigt (Ubung).

Die Menge R ist in gewisser Weise eindeutig bestimmt. Darauf moéchten wir
an dieser Stelle jedoch nicht weiter eingehen. Stattdessen wihlen wir jetzt
ein fiir alle mal ein solches R wie im Satz beschrieben. Die Menge R ist die
Menge der reellen Zahlen.

Ist a,b € R wéhle z,y € A mit 5(z) = a, 5(y) = b, dann hangt B(z1+y1, x2+
y2) nicht von der Wahl von z und y ab.

Beweis. Seien auch z/,y" € A, sodass f(z') = a,B(y') = b. Zu zeigen ist
B(z1 + y1, 2 + y2) = B(xh + 4}, 2h + yb). Wir wissen

Ty + 2y =T+ 2, 1+ Yy = Yo+ 1
Durch Addition folgt x1 + x + y1 + yh = 2 + x| + Y2 + ¥ O

Damit diirfen wir
a-+b:= ﬁ(l’l + Y1, T2 + yg)

definieren. Die Unabhéngigkeit von der Wahl von z,y bedeutet, dass a + b
wohldefiniert ist.

Die so definierte Addition erfiillt wieder Kommutativitit und Assoziativitit
(Ubung). Es gibt auch ein neutrales Element: 5(0,0), denn es gilt

B(z,y) + 5(0,0) = B(x + 0,y +0) = B(z, y).

Anders als in X gibt es in R auch immer ein inverses Element, d.h. fiir
x,y € A gilt

B(z,y) + By, v) = B(x +y,y + ) = 5(0,0).

Definition 4.3 (Ordnung auf R). Fiir a,b € R wihle z,y € A mit (z) =
a, B(y) = b. Setze a < b, falls

1+ 1y < 2o+ Y1 (15)
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Wieder miissen wir Wohldefiniertheit zeigen, d.h. dass die Definition nicht
von der Wahl von x,y abhéngt. Seien 2,y € A mit 5(z') = a,5(y") = b.
Dann gelten

T+ 2y = xo+ 7] (16)
i+ =y (17)
(18)

Zu zeigen ist z} + y4 < x4 + v;. Addition von ((15]), (L6]), ergibt
R R e e T T I VT R I o S Ve VA

Wegen x1 + yo + 22 + y1 < 0o folgt nach Ausloschung x) + vy < xb + ;.
Fiir die so definierte Ordnung gelten die bekannten Eigenschaften, Refle-
xivitdt und Transitivitdt. Auerdem gilt Vertriglichkeit mit der Addition:
a + ¢ < b+ c gilt genau dann, wenn a < b fiir alle a,b,c € R.

Man erinnere sich, dass fiir z,y € X gilt: 2 <y © Iz e R: 2+ 2 = y.
Dagegen gibt es aber fiir alle a,b € R ein ¢ € R mit a + ¢ = b. Denn falls
a = fB(x),b = B(y), dann wihle einfach ¢ = B(y; + x9, 21 + y2). Dann gilt
tatsiachlich

B(x1, ) + B(y1 + 22, w1 + ya2) = B(z1 + y1 + 22, 22 + 21 + Y2) = B(Y1, Y2)-

Satz 4.4. Jedes Element in R ist von der Form [((x,0) oder f(0,y) fir
z,y € X.

B(0,y) B(z,0)

]
T

Von nun an identifizieren wir X stillschweigend in der natiirlich gegebenen
Weise mit der Teilmenge von R, die durch {3(x,0) : z € X} gegeben ist.
Dieser Satz charakterisiert die Struktur von R.

Analog zur Bildung des Raumes der Differenzen zweier Zahlen in X wie oben
kann man auch den Raum aller Differenzen von Elementen in F bilden. Ein
analoger Satz wie der Letzte gilt aber nicht fiir diesen Raum von reellen
Folgen.

Ende Vorlesung 12, 13.11.2014

Bemerkungen zum Minuszeichen: Wir haben die reellen Zahlen als Paare von
nichtnegativen reellen Zahlen eingefiihrt: zu einem Paar (z,y) von Zahlen in
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X gibt es eine reelle Zahl 5(z,y), hierbei gilt f(z,y) = f(2',y’) genau dann
wenn x +y' =z’ + .

Das Minuszeichen wird benutzt, um die Ordnung des Paares zu vertauschen,
d.h. wir definieren

—B(z,y) == By, x)

Dies so benutzte Minuszeichen ist eine einstellige Operation, d.h. wirkt nur
auf einer reellen Zahl a und macht daraus —a.

Man benutzt das Minuszeichen auch als zweistellige Operation oder mehr-
stellige Operation, in dem Sinne

a—>b:=a+ (D).

a—b—c:=a+(-b)+ (—c).
Man beachte, dass das Minuszeichen selbst nicht kommutativ oder assoziativ
ist: im Allgemeinen gilt nicht a — b = b — a und auch nicht (a — b) — ¢ =
a — (b — ¢). Korrekte Anwendung des Kommutativgesetzes ergibt
a—b=a+(=b)=(-b)+a=:-b+a
Nach Definition sehen wir auflerdem, dass
Bx,y) =z —y.

Der Absolutbetrag einer reellen Zahl a ist definiert als

1 a, falls a > 0,
a =
—a, fallsa < 0.

Satz 4.5 (Dreiecksungleichung). Fiir a,b € R gilt
|a+ 0] < a] + |0].
Beweis. Ubung. [
Eine Menge M C R heif3t beschrinkt, falls 3b € RVa € M, sodass
la| <b.

Vollsténdigkeit von X (d.h. Existenz eines Supremums und eines Infimums)
iibertragt sich auf R wie folgt:

Satz 4.6 (Vollstandigkeit von R). Jede beschrinkte Teilmenge von R hat ein
Supremum und ein Infimum.
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Supremum, Infimum, Limes inferior und Limes superior fiir Folgen auf auf R
haben #hnliche Eigenschaften wie im Falle von X. Wir werden dies nicht noch
einmal im Einzelnen zeigen. Um Grenzwertsiitze von X auf R zu iibertragen,
ist haufig die folgende beobachtung hilfreich: Ist M C R beschénkt, so gibt
es ein b € X, sodass Vo € M 3y € X : 2 = (y,b).

Was den Zusammenhang zwischen Folgen und Folgen der Inkremenente oder
umgekehrt Folgen und entsprechenden Partialsummen angeht gibt es einige
neue Phianomene auf R, auf die wir jetzt eingehen werden.

Auf X hatten wir festgestellt, dass es zu jeder monotonen Folge f : N — X
(und nur zu einer monotonen Folge) gibt es eine Inkrementfolge g : N — X,
dh.Vn: for = fo+ gn, forr = fo+ ZZ:O k-

Hingegen haben wir auf R: Jede Folge f : N — R hat eine Inkrementfolge ¢ :
N — R. Wir schreiben g,, = (¢, d,) und f, = (a,,b,) mit a,, by, cp, d, €

F. Dann ist
frt1 =0 <a0+zck:b0+zdk> .
k=0 k=0

Also sehen wir:

Jede Folge f : N — R ist Differenz zweier monoton wachsender Folgen
mit Werten in X

Obwohl jedoch jede monotone Folge mit Werten in X konvergiert (moglicherweise
uneigentlich), konvergiert trotzdem nicht jede Folge. Das Problem tritt auf,
wenn die Grenzwerte der beiden monotonen Folgen co sind. Wie wir bereits
gesehen haben, macht es keinen Sinn dem Ausdruck oo — oo eine Bedeutung
geben zu wollen.

Diese Uberlegung motiviert die folgenden Definitionen.

Definition 4.7. Eine Folge f : N — R heifit von beschrdnkter Variation,
falls sie Differenz zweier beschréankter monoton wachsender Folgen ist.

Definition 4.8. Eine Folge g : N — R heifit absolut summierbar, falls
> o lgnl < 00

Satz 4.9. Fine Folge f : N — R ist von beschrdinkter Variation genau dann,
wenn ihre Inkrementfolge absolut summaierbar ist.

Beweis. ,=’: Sei f, von beschriankter Variation. Dann ist f, = a, — by,
wobei a,,, b, monoton wachsende, beschrinkte Folgen sind. Seien ¢,,d,, die
Inkrementfolgen von a, bzw. b,, d.h. a,.1 = a, + ¢, und b, 1 = b, + d,.
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Dann gilt >/~ cx = sup,, a, < oo und genauso » .-, dx = sup, b, < oo, da
@y, by, beschrankt sind. Mit der Dreiecksungleichung folgt daraus

Z|Ck_dlc| SZ’Ck|+|—dk| :ch+2dk<oo.
k=0 k=0 k=0 k=0

Aber ¢, — d,, ist die Inkrementfolge von f,, denn
fn_l'cn_dn:an_bn_l'cn_dn:an—‘rl_bn+1 :fn+1-
,<": Sei g die Inkrementfolge von f und sei g absolut summierbar. Setze

h(n) g(n), falls g(n) >0,
o, falls g(n) < 0.

Die Folgen h und h — g sind damit nach Definition positiv und es gilt

g9(n) = h(n) + (g(n) — h(n)).
Setze a(n) = >",_, h(k) und b(n) = >;_, h(k) — g(k). Dann sind a, b mono-

ton wachsende und beschrinkte Folgen und es gilt

f(n+1) = f(0)+a(n) —b(n).

Je nachdem of f(0) positiv oder negativ ist, kann man es als Konstante zu a
oder b addieren und erhélt dann f als Differenz zweier monoton wachsender
Folgen mit nichnegativen Werten. O]

4.1 Umordnung von Reihen

Satz 4.10. Ist g : N — X eine Folge und n : N — N injektiv, dann gilt

o

> g(n(k) <Y g(m).

=0

Beweis. Fir k£ € N setze

b () g(n), falls Ik < £ mit n = n(k),
n)=
¢ 0, sonst,

und
ac(n) = {g(n), falls n = n(k),

0, sonst.
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Dann gilt bgy1(n) = be(n) + ag(n). AuBerdem ist klar, dass Y °_ ac(m) =
g(n(k)). Per Induktion nach £ folgert man daraus

K

Y g(n(k) =Y be(m).

n=0

Da stets b¢(n) < g(n) gilt, erhalten wir damit

Durch Bilden des Supremums iiber £ auf beiden Seiten folgt die Behauptung.
O

Satz 4.11. Ist g : N — X eine Folge und n : N — N bijektiv, dann gilt
> gn(k) =D g(m).
k=0 m=0

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe, man verwende das gleiche Argument wie
eben fiir die Umkehrfunktion von n.

Satz 4.12. Sei g : N — R absolut summuerbar und n : N — N bijektiv. Dann

qilt
> g(m) =) g(n(k)).

Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢, = a,—b, mit a,b : N — X und Z::O Ay <
00, sowie >~ b, < co. Nach dem vorigen Satz gilt also

Y _glm) =7 alm) =Y bm)=> a(nk) =Y bln(k) =) g(n(k)).

]

Vorsicht! Dieser Satz ist vollig falsch, wenn man die Annahme der absoluten
Summierbarkeit weglésst.

Definition 4.13. Eine Folge g : N — R heifit summaierbar, falls f,.1 =
Y r0 9(k) gegen eine Zahl in R konvergiert.

Nicht alle summierbaren Folgen sind auch absolut summierbar. Viele Bei-
spiele dafiir liefert der folgende Satz.
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Satz 4.14 (Leibniz-Kriterium). Sei g : N — X monoton fallend mit lim inf,,_,, g(n) =
0. Dann konvergiert die alternierende Reihe

> (1) g(n) = lim  (=1)"g(n) € R.

Hierbei ist (—1)"g(n) = g(n) fir gerade n und (—1)"g(n) = —g(n) fir unge-
rade n.

Beispiele. e Die Folge g(n) = % ist monoton fallend und konvergiert
gegen 0. Also konvergiert die alternierende harmonische Reihe:

L (—1)n 1 1 1
Z—zl__+___j:...
vt n 2 3 4

Wir wir noch sehen werden, ist der grenzwert In(2). Aber g ist nicht
absolut summierbar, denn die harmonische Reihe divergiert bekannter-

maBen (Ubung):
1
E — = 00.
n

n=1

e Die Leibniz-Rethe konvergiert:

= (=1)" 11 s
— ] 4T =
7; 2n+ 1 3 5T T
Beweis von Satz[[.13 Setze a, = Yot (=1)fg, und b, = 32" (—1)*gs.

Dann ist (a,,) monoton wachsend:

Ap+1 = Qn + 92n+2 — g2n+3 > Ap .
—_—
>0

Genauso ist (b,) monoton fallend. Wir behaupten, dass auflerdem a,, < b,,
fiir alle n,m € N gilt. Wahle ndmlich k£ > n, m. Dann gilt

an < ag = by — gor1 < bk < by
Daraus folgt
lim sup a,, = sup a,, < inf b,, = liminf b,,.
n—oo n n n—oo

Jetzt geniigt es zu zeigen, dass

lim inf a,, > lim sup b,,. (19)

n—00 n—00
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Daraus folgt dann einerseits die Konvergenz der Folgen a,,, b, (die natiirlich
ohnehin bereits klar ist) und andererseits aber auch Gleichheit der Grenz-
werte der Folgen a, und b,. Man sieht leicht ein, dass dies dann auch der
Grenzwert der alternierenden Reihe ist. Kommen wir also zum Beweis von
(119). Da (a,) monoton wachsend und (b,,) monoton fallend ist, gilt

VYm : limsupb, <b,,, liminfa, > a,,.
n—o00 n—oo

Sei € > 0 beliebig und wéhle m, sodass g(2m + 2) < e. Dann gilt

limsup b, < b1 = Gm + Gomie < ap + € < liminfa, + ¢.
n—00 n—oo

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O

Satz 4.15. Sei g : N — R nicht absolut summaierbar aber summierbar in R,

d.h i,
Z g(n) existiere in R.
n=0

Sei x € R. Dann existiert eine Bijektion n : N — N, sodass
> g(n(k) = .
k=0

Dieser Satz besagt, dass eine konvergente Reihe, die nicht absolut konvergent
ist so umsortiert werden kann, dass ihr Grenzwert einen beliebigen gewéhlten
Wert annimmt. Die Aussage des Umordnungssatzes kann also ohne die
Voraussetzung der absoluten Summierbarkeit in keiner Weise gerettet wer-
den.

Statt eines formalen Beweises mochten wir die Beweisidee anhand eines Bildes
illustrieren.
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1+3+d-4

In der Abbildung ist exemplarisch dargestellt, wie eine Umordnung der al-
ternierenden harmonischen Reihe

1 11 1 1 1 1 1 n
2 37175 6T TR

zu erfolgen hat, um gegen den eingezeichneten Grenzwert x ~ % zu konvergie-
ren. Zundchst summiert man nur positive Folgenglieder bis der gewiinschte
Grenzwert gerade iiberschritten wird. Dann addiert man negative Folgenglie-
der bis der Grenzwert gerade unterschritten wird, usw. Da die Folgenglieder
gegen 0 konvergieren ist es zumindest plausibel, dass die Abweichung zum
gewiinschten Grenzwert letztendlich immer kleiner wird und gegen 0 konver-
giert. Anbdererseits folgt aus der nicht absoluten Summierbarkeit dass man
immer es geniigend viele positive und negative Folgenglieder findet, um zu
jedem Zeitpunkt den Wert x wieder iiber- oder unterschreiten zu kénnen.

Ende Vorlesung 13, 18.11.2014

5 Stetige Funktionen

Wir haben bisher bereits Funktionen f : N — X, f : N — R diskutiert.
diskutiert. Wir gehen jetzt dazu iiber , Funktionen f : Y — Rund f: Y — R
zu besprechen.
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Erneut spielen die Funktionen, die die additive oder die Ordnungsstruktur
erhalten, eine besondere Rolle.

Definition 5.1. Eine Funktion f :Y — R heift additiv, falls

Vo,y e Y f(z+y) = flz) + f(y).

Satz 5.2. Fiir jedes a € R, gibt es genau eine additive Funktion f:Y — R
mit f(1) = a.

Beweis. Eine analoge Aussage haben wir schon bewiesen fiir Folgen f : N —
R.

Behauptung 1: Fiir alle b € R gibt es genau eine additive Funktion f: Y, —
R mit f(55) = b.

n

Beweis der Behauptung 1. Es gibt eine Bijektion g : N — Y mit g(n) = 5

und es gibt genau eine additive Funktion h: N — R mit h(1) = b. Setze
f=hog™

Dann ist f additiv, da h and ¢g~! additiv sind. Es ist auch einfach zu sehen,

dass
1

f(2—,,C

Es bleibt zu zeigen, dass f eindeutig ist: Seien f, f zwei additive Funktionen

) =b.

Flap) =b=Fg)

Dann sind f o g und f o g additive Funktionen mit

fog(l)=b=fog(1).
Wegen Eindeutigkeit der additiven Funktion auf N gilt fog = fo g, d.h.

Vn e N: f(g(n)) = f(g(n)),

woraus folgt .
Vy e Yy fly) = f(y)-
O

Behauptung 2: Fiir jedes k € N, gibt es genau eine additive Funktion f :
Y, — R mit f(1) =a.
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Beweis der Behauptung 2. Induktion nach k. Fiir £ = 0, gilt 2% = 1. Deshalb
konnen wir Behauptung 1 anwenden.
Induktionsannahme: Sei k so, dass es genau eine Funktion fj : Y; — R mit

frx(1) = a gibt. Wahle z so, dass

z+ 2= fk(Q_lk,)

Sei f die eindeutige additive Funktion f : Yy,; — R mit f (2,}+1) = z. Die
Einschréankung von f auf Y, ist additiv und

Flop) = Flap) + Flapm) = =+ 2 = ).

Wegen Eindeutigkeit auf Yy, haben wir f|y, = fi, woraus folgt
f(1) = fr(1l) = a.
Zur Eindeutigkeit: Sei f, f: Yir1 — R mit

f(1>:a:f(1)7 undf|Yk:f|Yk

nach Induktionsannahme. Insbesondere

1 =1
f(?) = f(?)-
Es gibt genau ein z mit
1
z4+ 2= f(?)

Da
1 1 1

f(ﬁ) + f(2k+1) = f(Q—k)»
folgt f(z7r) = 2. Gleichfalls gilt fiir I f( srrt) = 2. Aus Behauptung 1 folgt
f=1r O

Nach diesen zwei Behauptungen sind wir bereit, Existenz und Eindeutigkeit
einer Funktion mit

YR f(1)=a
zu beweisen. Existenz: Ist y € Y, so dk € N mit y € Yj. Setze

fy) = fily).

Diese Definition héngt nicht von k ab: falls & < £/, dann
fwly, = fi
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wegen Einschrinkung von fy auf Yj. Dass f additiv ist und f(1) = a sind
klar.

Eindeutigkeit: Sind f,f: Y = R, f(1) = f(1) =a. Seiy € Y, dann Jk : y €
Y. Die Behauptung 2 impliziert

flve = fr = flv.-

Es folgt f(y) = f(y), also f = f.
0

Wir kénnen jetzt das Produkt einer reellen mit einer dyadischen Zahl defi-
nieren.

Definition 5.3 (Multiplikation). Sind a € R, y € Y, schreiben wir
a-y=f(y),

wobei f die eindeutige additive Funktion mit f(1) = a ist.

Es gelten die iiblichen Regeln, zum Beispiel

Satz 5.4 (Kommutativgesetz). Fira €Y,y €Y, gilt
a-y=vy-a.

Beweis. Fall 1. a = 1. Dann gilt 1-y = f(y), wobei f die eindeutige Funktion
mit

f1) =1
ist, d.h. f ist die Identitatsfunktion. Deshalb gilt
1-y=uy.

Aus der Definition der Multiplikation folgt direkt, dass

y-1=y.
Also haben wir 1 -y =1y - 1.
Fall 2. a und y beliebig. Setze
g(x) =z -a.
Wir haben schon bewiesen, dass
g(l)=1-a=a.
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Falls wir zeigen konnen, dass g(x) = x - a additiv ist, folgt
z-a=g(xr)=a-uz.
Additivitdat von g: es geniigt zu zeigen, dass
y-a+z-a=(y+z)-a

Zuerst beobachte, dass nach Definition (y+x)-a additiv in a ist. Die Funktion
y-a+ x-a ist auch additiv in a, da

y-(a+b)+z-(a+b)=y-a+y-b+zx-a+z-b=y-a+z-a+y-b+z-b.
Fiir a = 1 haben wir
y-l+z-1l=y+x=@y+z) - L

Daraus folgt
y-atzr-a=(y+z)-a

nach Eindeutigkeit additiver Funktion. O]

Nun gehen wir dazu iiber, ordnungserhaltende Funktionen zu betrachten.

Definition 5.5. Eine Funktion f : Y — R heiit monoton wachsend, falls
VeeY,yeYmitz<y: f(z) < f(y)

Eine Funktion f : Y — R heiflt streng monoton wachsend, falls
VeeY,ye Ymite <y: f(z) < f(y).

Beispiel. Die Funktion f(z) = a -z ist monoton wachsend fiir ¢ > 0 und
streng monoton wachsend fiir a > 0.

Definition 5.6. Sei f monoton wachsend. Dann ist der linksseitige Grenzwert
definiert durch

lim f(2) = sup{f(y) : y < =}

Der rechtsseitige Grenzwert ist definiert durch
lim f(z) = inf{ f(y) - y > =}.

Bemerke, dass lim » f und lim\ f wieder Funktionen sind.
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Satz 5.7. Es seien f und g zwei monoton wachsende Funktionen. Dann gilt
1. lim » f(x) < f.
2. lim » f ist monoton wachsend.
3. lim » f <lim ~g falls f < g.
4. lim » f = lim »(lim » f).
5. lim »(f +g) = lim » f 4+ lim » g.

Beweis. 1. f(x) ist eine obere Schranke von {f(y) : < x} wegen Mono-
tonie:

f(z) = sup f(y) = li;nf(l“)-

y<x

2. Sind z,y € Y mit x < y, dann gilt

lim £ (@) < f(z) < sup f(a') = lim (y).

<y
3. Seien x € Y, e > 0 gegeben. Es gibt yg < x mit

sup f(y) < f(yo) +€ < g(yo) + € <supg(y) +e¢.

y<z y<z
Daraus folgt

li < i + &,
1glf(l") < 1;119(1‘)

fiir beliebige ¢ > 0.

4. Nach 1. und 3. folgt
lim(lim f) < lim f.

Deshalb brauchen wir nur zu zeigen, dass Vx € Y, Ve > 0 :
lim f(x) < lim(lim f)(x) + €.
() < il £)(2)

Finde yy <  mit

sup f(y) < f(yo) +&.
y<x

Finde y; € Y so dass yp < y1 < z. Dann gilt
li;nf(:v) < f(yo) +¢
< lim f(y:) +e (20)
< lim(lim f)(x) 4 €.
< lsn(lin f)(a)
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5. “<”: Fiir beliebige z € Y und € > 0 existiert y < x, sodass
lim(f +g)(z) < (f+9)(y) +=

Dann gilt

li}n(f +9)(x) < f(y) +9(y) +¢

<lim f(z) +limg(x) + <.
_}f() ]9()

Wir iiberlassen dem Leser die andere Richtung als Ubung.

Rechtsseitige Grenzwerte haben dhnliche Eigenschaften (Ubung).

Satz 5.8. Seien f und g monoton wachsend, dann gilt
lim f =limg ¢g.d.w. lim f =limg.
iy f mg g i f im g

Beweis. Ubung.

Insbesondere gilt
limlim f = lim f,
i/ =l /
da

limlim f = lim f.
NN\ f N f

(21)

Definition 5.9. Ist f : Y — R eine monoton wachsende Funktion, dann

definieren wir fiir z € X:

lim f(x) = sup_f(3).

yeY,y<z

Man beachte, dass lim » f hier eine Funktion von X nach R ist.

Satz 5.10. Sei f : Y — R eine monoton wachsend Funktion, dann gilt

Vz € X:
i () = ln(lsn f)(a)

/
= lim(lim f)(x).
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Beweis. Ubung. O]

Definition 5.11. Eine monoton wachsende Funktion f : Y — R heifit stetig
im Punkt = € X,z # 0, falls

li =i :
i f () = lim f(z)
f heilt stetig bei z = 0 falls

J(0) = lim (0).

f heifit stetig, falls f in allen Punkten z € X stetig ist.
Satz 5.12. Ist f : Y — R additiv, dann ist f stetig.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall f(1) > 0. Stetigkeit in z = 0 : Beweis
durch Widerspruch. Wir nehmen daran, dass

inf f(z) =y > 0.

Wihle ¢ < y und x > 0 mit f(z) < y +¢,. Weiter wéhle z mit z + 2z = .
Dann gilt
f@)+f(z)=flz)<y+e

Es folgt f(z) < y. Widerspruch. B )
Wir iiberlassen dem Leser den Beweis der Stetigkeit in z € X als Ubung. [

Ende Vorlesung 14, 20.11.2014

Definition 5.13. Sei f : Y — X eine monotone Funktion. Falls f stetig auf

X ist, schreiben wir L
f: X=X
fiir limff:hm\_‘f:X%X.

Somit haben wir den Definitionsbereich einer stetigen monotonen Funktion
von Y auf X erweitert.

Wenn y € Y und f stetig in y ist, dann gilt

li}nf(y) < fly) < li{‘nf(y) < li}nf(y),
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also sind alle Ungleichungen Gleichungen.

Fiir a € X,y € Y haben wir bereits die Multiplikation a - x definiert:

0z = f(),

wobei f die eindeutige additive Funktion f : Y — X_mit f(1) = aist. Da
diese Funktion f stetig ist, erweitern wir f zu f : X — X und definieren
dadurch a - z fiir alle ¢ € X und x € X,

Satz 5.14. Fir alle a,z,y € X gilt
a-(r+y)=ar+ay.

Beweis. f : Y — X ist die eindeutige additive Funktion mit f(1) = a. Zu
zeigen:
lim f(x 4+ y) = lim f(x) + lim . 23
i (o +y) = i /() + g ) £8

Die linke Seite nennen wir I und die rechte Seite II. Man beobachte, dass

[= sup f(z)= sup f(z1+ 22),

z<x+y,z€Y 21<%,22<Y,21,22€Y

wobei die zweite Gleichung aus der Definition von “+” folgt. Da f additiv
ist, gilt auflerdem

I = sup (f(z1) + f(22)) -

21<x,22<Y,21,22€Y

Fiir den Term II haben wir

II=sup f(z1)+ sup f(z).

z1<x,21€Y 29<y,22€Y

Za zeigen ist, dass

sip ([ +f() = sup f(m)+ sup f(z). (24)

21<x,22<Y,21,22E€Y z1<x,21€Y 29<y,22€Y

“<7: Fiir alle 21 < 20 < y gilt

f(z1)+ f(z2) < sup  f(z))+ sup  f(z).

zj<z,zj €Y z2h<y,zheY

Dann folgt “<” in (24)) nach der Definition von sup.
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“>7-Sel z; < x mit
sup  f(z1) < f(z1) +¢,
21 <z,z1€Y
und 2o < y mit
sup  f(z5) < f(29) +e.

zh<y,zhEeY

Addition beider Ungleichungen ergibt:

sup  f(z1) + sup  f(z)

z) <w,z] €Y zh<y,zheY
< f(z1) + flz2) +2¢ (25)
< sup  (f(z1) + f(22)) + 2.

z21<x,22<y

]

Satz 5.15 (Zwischenwertsatz). Sei f: Y — X monoton wachsend und stetig,
sowie r1,T9 € Y, y € X mit

flx1) <y < f(xa).
Dann 3y € X mit x1 < xg < Ty, sodass f(xo) = v.

Beweis. Sei M :={z € Y : f(x) < y}. Zuerst beobachte man, dass M nicht
leer ist, da xy € M. M ist auch nach oben hin beschrankt:

re M, flx)<y< f(xg) =z < x9.
Setze xy = sup(M). Dann gilt 7 < xy < 5. Zu zeigen ist, dass
f(xo) =y.
Nach Definition von M haben wir Vo > xg, f(x) > y. Deshalb gilt
im f(20) > . (26)

Wir haben auch
i (o) < 1)

da Vo < xp, 3z < 2’ < zo mit 2’ € M, also f(z) < f(2') < y. Aus und

(27) folgt
1. = 1‘ =
im f(zo) = lim f(20) =y,

also f(xg) = y. O
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Bemerkung. Ist f streng monoton, so ist das xg im Zwischenwertsatz ein-
deutig.

Korollar 5.16. Fir alle x € X, x # 0, gibt es yo € X mit x - yo = 1.

Beweis. Wir mochten den Zwischenwertsatz fiir die Funktion f(y) = = -y
anwenden, deshalb miissen wir ein Intervall [a, b] finden, sodass x-a < 1 und
x-b>1. Setze a =0, dann ist -0 =0 < 1.

Behauptung: b : - b > 2. Beweis durch Widespruch: Wir annehmen an,
dass sup, x - b < 2. Nach Definition von sup gibt es ein ', sodass

x-b +x>supz-b,
b

also z(b' + 1) > sup, x - b. Widerspruch. O
Eng verwandt mit dem Zwischenwertsatz ist der folgende Satz:

Satz 5.17 (Umkehrfunktion). Sei f : X — X streng monoton wachsend
und stetig, f(0) = 0, sup,ey f(y) = 0o. Dann 3g : X — X streng monoton
wachsend und stetig mit

flg(z)) =z,9(f(x)) = =.

Den Beweis iiberlassen wir als Ubung.
Der folgende bemerkenswerte Satz besagt, dass jede monotone Funktion f :
Y — X an den meisten Stellen x € X stetig ist

Satz 5.18. Sei f : Y — X monoton wachsend, dann gibt es hichstens
abzdihlbar wvele Unstetigkeitsstellen in X, oder dquivalent: es gibt eine sur-
jektive Funktion

g:N— M, M::{O<x<oo:li}nf(x)<li{‘nf(x)}.

Beweis. Abzéhlbare Vereinigungen von abzéhlbaren Mengen sind abzéhlbar.
Daher geniigt es zu zeigen, dass es fiir alle N € N eine surjektive Abbildung
gy N — My, My :={z:0<uz, f(z) < N,li}nf(x) < ll{‘nf(x)} gibt.
Die Vereinigung all dieser Menge My ist die Menge aller Unstetigkeitsstellen
fiir die der rechtsseitige Grenzwert ungleich oo ist. Es gibt aber wegen Mono-

tonizitat hochstens eine Unstetigkeitsstelle, fiir die der rechtsseitige Grenz-
wert gleich oo ist.
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Weiter geniigt es zu zeigen, dass es fiir alle N € N, k € N eine Surjektion
1
gng N = Myg, Myy:={z:0 <z, f(z) <N, li;nf(x)%—ﬁ < hinf(m)} gibt.

Die Vereinigung dieser Mengen fiir festes N ist namlich gerade My.
Wir beweisen, dass My ; endlich ist.

Wahle ng, sodass
o

gz = [(V).

Fir 0 < n < ng setze

2, = supfa : f(x) < ).

Es reicht zu zeigen, dass
My C{zy:0<n<ng}.
Sei x € My . Dann gilt

li;nf(x) +2—1k < li\r‘nf(:c).

Wahle n minimal mit

ti () < 5
also
2k+2 = hmf ().
Dann ist ntl 5
ez = hmf( )+ Y < hmf( ).
Fir alle 2’ < z, gilt
fa) < T;k—tj
Desweiteren gilt fiir alle 2’ > z,
fa) >
Aus den zwei letzten Abschéatzungen folgt x = x,,. . m
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Korollar 5.19. Sei f : Y — X monoton wachsend, 0 < A < B mit f(B) <
00. Sei

. 1 .
:{x:A<x<B,h;nf($)+2—kShinf(l’)}-

Fiir x € My, sei h(z) so gewdhlt, dass

li}n f(x)+ h(zx) = 11\1}1 f(x). (28)
Dann gilt
A)+ > h(x) < f(B). (29)

Beweis. Da die Menge M), endlich ist, kénnen wir N € Nund g : Iy41 —
M;, finden, sodass g monoton wachsend ist. Das heifit, ¢(0) ist das kleinste
Element in My, g(1) ist das kleinste Element in M}, \ {g(0)} und so weiter.
Es ist einfach zu sehen, dass

A)+ 3l fg(m) < F(4) + ili;nf(g(wr 1)+ 4(8)

N (30)
Z ) + f(B).
n=0
Nach der Definition von h erhalten wir ([29)). ]
Korollar 5.20. Das obige Korollar gilt auch fiir die Menge
M={zr:A<z< B,li;nf(m) < ll{ﬂf(x)}
Hier benutzen wir die Schreibweise, dass
5" he) s X hlo
xeM EMk
Beweis. Ubung. O

Satz 5.21. Sei f monoton wachsend mit f(x) =lim » f(x), und

M:{x:A<x<B,li}nf(x) <h\r‘nf(x)}

Sei h gegeben durch . Dann hat

=) h(r) Ly (a)

z'eM
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die gleichen Unstetigkeitsstellen auf dem Intervall A < x < B wie f und

f = fp + fca
wobei f. monoton und stetig auf A < x < B ist.

1, fallsa’ <
Hierbei ist 1oy (2) =< ’
<) {O, sonst.

Ende Vorlesung 15, 25.11.2014

Definition 5.22. Eine Funktion f : Y — R heiflt von beschrinkter Variati-
on, falls sie Differenz zweier beschriankter monoton wachsender Funktionen
f:Y — Xist.

f heiit von lokal beschrinkter Variation, falls f = f; — f5 fiir monoton wach-
sende Funktionen fi, fo : Y — X.

Satz 5.23. Ist f von (lokal) beschrinkter Variation und f = f1— fo = fi—fs
mit f1, fa, f1, fo monoton wachsend, dann gilt

lim fy —lim f; =h;nf1 —nglf;.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt f; + fo = fi + fo. Auf beiden Seiten steht
eine monotone Funktion. Nun gilt

lim —i—lim~:l'm —|—~ :1'm~—|— :lim~—|—lim .
ffl /fz 1/(f1 f2) 1/(f1 f2) /fl /fz

Dies zeigt, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 5.24. Sei f = f; — fo wie im Satz von (lokal) beschriankter
Variation. Setze

lim ’ = lim ? — lim f y
1{111 1{411 ! l\IArl 2

Die Eigenschaften von lim , lim\, fiir Funktionen mit (lokal) beschrankter
Variation sind &hnlich wie fiir monotone Funktionen (Ubung).

Definition 5.25. Sei f von beschrinkter Variation. f heiflt stetig, falls f
Differenz zweier stetiger monoton wachsender Funktionen ist.
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Satz 5.26. Ist f : Y — X monoton wachsend und x € Y, dann ist f genau
dann stetig im Punkt x, wenn

Ve>030>0VyeY: jz—yl <d=|f(z)— fly)| <e.

Beweis. Ubung. [

Der Satz gilt auch fiir Funktionen von (lokal) beschriankter Variation und
motiviert die Definition der Stetigkeit fiir allgemeine Funktionen.

Definition 5.27. Sei f : X — R, sagen wir dass f stetig im Punkt x € X
ist, falls

Ve>030 >0y eX: [z —y|<d=|f(z) - f(y)| Le. (31)

Nicht alle Funktionen sind von beschrankter Variation.

Beispiel. Sei € > 0. Definiere f : R — R durch

sin (1) - 2%, fallsz > 0,
sy = 4o )
0, falls x < 0.

f ist nicht von beschriankter Variation, aber stetig (siehe Abbildung).

AV

6 Integration

Sei f : Y — X eine monoton wachsende Funktion und a,b € Y mit a < b.
Wir mochten einen Weg finden, den Fldcheninhalt unter dem Graphen von
f von a nach b zu definieren und zu bestimmen (in der Abbildung grau).
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Dazu teilen wir das Interval [a, b] in dyadische Intervalle auf. Sei ky ndmlich

so, dass a,b € Yy, und sei k > ko, dann setze a = 55, b = ";km

Definition 6.1. Die untere Riemannsche Summe zu den Daten k, f,a, b ist
definiert als

m—1
1 n+/{
Lk = Lk(fvavb) = E ﬁf( > und
=0

die obere Riemannsche Summe ist definiert als

m—1
1 n+€+1

=0

Dabei steht das L fiir lower und das U fiir upper.
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f f /]
/] ]
4 %
44 77
e ]
«x « %
Ly U,

Die Idee ist nun, dass fiir & — oo die Ober- und Untersummen konvergie-
ren. Falls die Grenzwerte iibereinstimmen, ist der gemeinsame Grenzwert ein
sinnvoller Kandidat fiir den zu definierenden Fliacheninhalt. Da wir die Funk-
tion f als monoton angenommen haben, ist dies tatsédchlich immer der Fall.

Beobachtungen. Im Folgenden sei k > k.

1.

2.

Lj, < Uy, denn fiir alle ¢ gilt f ("2_4;3) < f (n+2t;€+1)

Ly > Ly.

Beweis.

2n + 200 + 1

2m—1 m—1 m—1
1 2n + ¢ 1 2n + 20 1
Li = Z 2k+1f< ok+1 ) - 2k+1f( ok+1 ) + Z okt 1 f

=0

=0

Uks1 < Uy.

. Fir alle k, k' > kg gilt L, < Uy.
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Beweis. Sei k" > k, k. Dann gilt

1. 2. 3.
Ly < Ly < Upr < Ly

5. suppsp, L < infrsp, Up (folgt aus der vorigen Beobachtung).

6. Lyt f(b) = Up+3 f(a), denn beide Seiten sind gleich Y ;" = f ().

2k
Wegen Eigenschaft 5 miissen wir nur noch

sup L > inf U,
k>ko k>ko

zeigen, um zu sehen, dass die Grenzwerte von Ober- und Untersummen
iibereinstimmen. Sei € > 0 beliebig. Nach Eigenschaft 6 gilt U, — L, =
5 - (f(b) — f(a)). Wihle k > ko groB genug, sodass

o (F0) — Fa) <<

Dies ist moglich wegen der Stetigkeit des Produktes. Also gilt € + Ly > Uy.
Durch Grenzwertbildung auf beiden Seiten erhalten wir

Uy — Ly, =

€+ sup Ly > inf Uy.
k> ko k> ko
Da e beliebig war, folgt sup,.,, Lr > infgsx, Up. Wegen der Monotonie von
Ly, Uy, hiingt der Grenzwert supy., Lx = infgp, Uy nicht von der Wahl von
ko ab.

Zu Eigenschaft 6 gibt es auch einen einleuchtenden grafischen Beweis.

PN
|
|
|
|
|
|
|
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Die blau beschatteten Rechtecke stellen genau die Differenz Uy — Ly zwischen
Ober- und Untersumme dar. Auf die y-Achse projiziert ergeben sich die rot
beschatteten Rechtecke, deren Fléche o - (f(b) — f(a)) betréigt.

Diese Eigenschaft beruht mafigeblich auf der Monotonie von f. Entsprechend
lassen sich dann natiirlich auch Funktionen von beschrénkter Variation in-
tegrieren. Dieser Integralbegriff, der durch die Einschriankung auf monotone
Funktionen etwas spezieller ist als der von Riemann, geht auf Newton zuriick.

Definition 6.2. Fiir f,a,b wie oben definieren wir das Riemannsche bzw.
Newtonsche Integral von a nach b von f als

b
/ f)dt :=I(f,a,b) := sup Lg(f,a,b) = klil}f Us.

k>ko

Man lasse sich von der mysterios erscheinenden Notation ff f(t)dt nicht ver-
wirren. Die verwendete Symbolik hat sich historisch herausgebildet und sich
im weiteren Verlauf der Geschichte bewéhrt. Das Symbol [ ist als ein stilisier-
tes Summenzeichen ) zu verstehen und das dt einerseits als eine Erinnerung
an die Breite der Rechtecke in der Riemannschen Summe zik und andererseits
die Festlegung der Hilfsvariablen ¢. Die Variable ¢ hat eine &hnliche Funktion
wie der Summationsindex in einer Summe. Ihr Giiltigkeitsbereich beschrankt
sich auf den Integranden.

’”Zf(nw) 1 koo ”f(t)dt

ok ) 9k
=0

Satz 6.3. Seien f,g: Y — X monoton wachsende Funktionen und a,b,c € Y
mit a < b. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

b b b

1 [ f@)dt+ [g(t)dt = [(f + g)(t)dt, (Additivitit)

a a

2. f<g = [[ft)dt< fg(t)dt, (Monotonie)

a

C

3 a<b<c = ff(t)dt+fcf(t)dt:ff(t)dt,
a b

a

4. falls g(z) = f(x + ¢) fir alle x € Y, gilt bfcf(t)dt = fbg(t)dt,
a+c a
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b b b
5. [ ft)dt = afll}nf(t)dt = afh{nf(t)dt,

a

b
6. falls f(z) = c konstant ist fiir alle x € Y, dann ist [ f(t)dt = (b— a)c.

Beweis. 1. Es gilt Ly(f,a,b) + Lx(g,a,b) = Li(f + g,a,b). Durch Bilden
von sup auf beiden Seiten und wegen Monotonie der L folgt

sup Lk(fv a, b)+sup Lk’(ga a, b) = Sup (Lk(fa a, b)+Lk(gv a, b)) = Sup Lk(f+ga a, b)
k>ko k>ko k>ko k>ko

2. Bs gilt Ly (f) < Li(g).
3. Li(f,a,b,) + Li(f,b,¢c) = Li(f,a,c).
4. Li(f,a+c,b+c¢) = Li(g,a,b).

5. Zunichst gilt Ly (f) < Lk(hin f),daf < 11{? f. Weiter gilt Lk(l@f) < Un(f),
weil f(2EH) > li\r‘n f (k). Durch Grenzwertbildung folgt

/abf(t)dtg/abh{nf(t)dts/abf(t)dt_

Die Gleichung mit lim » f folgt dhnlich.

Lk(f, a, b) =

]

Definition 6.4. Sei f : Y — X monoton wachsend. Die Stammfunktion
F:Y — X ist definiert durch F(z) = [ f(t)dt.

Definition 6.5. Eine Funktion f : Y — X heifit konvez, falls fiir alle a, b, ¢ €
Y mit ¢+ c=a+ b gilt

f(e)+ fle) < fla) + f(D).
Eigenschaften der Stammfunktion.

0. £ >0.
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1. F' ist monoton wachsend:
x T+y x
Flz+y) = / f(t)dt +/ f(t)dt > / f(t)dt = F(x).
0 x 0
>0

2. F'ist stetig.

3. F ist konvex.

Ende Vorlesung 16, 27.11.2014

Beweis der Konvexitit von F. Nach Definition:

Flzx+y)=F(x)+ /Iﬂ/ f(t)dt.

Da f monoton wachsend ist, ist die rechte Seite des letzten Ausdrucks be-
schrankt durch

Tty
Fz) + / f(@ + y)dt < F(e) +yf(z +3).

Ahnlich gilt auch

T+y+y
F<x+y+y>=F<x+y>+/ F(t)dt

T+y

> Flx+y)+ /w+y+y flz+y)dt (32)

Tty
> Flr+y) +yf(z+y).

Wir haben zwei Ungleichungen erhalten:
Fle+y) < F(z) +yf(z+y)

und
Fle+y) +yflx+y) < Flz+y+y).

Addition dieser zwei Ungleichungen und Ausloschung von yf(x + y) liefert
die Konvexitat von F'. O

Die obige Definition der Konvexitét vergleicht die Werte von f in den Punk-
ten a,b,c, wobei ¢ der Mittelpunkt von a und b ist. Es gibt auch einige
dquivalente Definitionen, die in dem folgenden Satz organisiert sind.
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Satz 6.6. Sei f:Y — X. Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
1)Va,byceY:c+ec=a+b= f(c)+ f(c) < f(a) + f(b);
2)¥n,k € Nt f(5550) + f("56) < fzr) + F(58);
) < fgk) + mf (),
") < Uf(56) + mf (5.

3) ¥n,n,k € N: (m+ 1) f(2
4)¥n,m, 1k € Nt (m+1) f(2H

Beweis. Wir werden zeigen, dass
4)=1)=2)=3)=4).

4) = 1). Es seien a,b, ¢ gegeben. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit
nehmen wir an, dass a < ¢ < b. Dann kénnen wir k,n,m € N finden,
sodass

n n+m-+m
a=—b=——.
2k 2k

Anwendung von 4) mit [ = m impliziert 1).
1) = 2). Sind n, k € N gegeben. Um 2) zu zeigen, setzen wir

n _n—i—2 _n+1
0= = i

a =

2) = 3). Hier betrachten wir nur den Fall £ = 0, der Fall & > 0 ist &hnlich.
Wir verwenden Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist trivial. Der Fall
m = 1 ist genau 2).

Induktionsannahme:
(m+1)f(n+m) < f(n)+mf(n+m+1). (33)
Zu zeigen ist
(m+2)f(n+m+1)< f(n)+(m+1)f(n+m+2). (34)
Nach 2) erhalten wir
2f(n+m) < f(n+m)+ f(n+m+2). (35)
+ (m+ 1)(35) impliziert
2m+1)f(n+m+1) < f(n)+mf(n+m+1)+(m+1)f(n+m+2).

Es folgt nach Ausléschung von mf(n +m+ 1).
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2) = 3). Wir betrachten wieder nur den Fall & = 0. Induktion nach [: der
Fall [ = 0 ist trivial. Der Fall [ = 1 ist genau 3).

Induktionsannahme:
(m+ D f(n+m) < LF(n) +mf(n+m+1). (36)
Nach 3) erhalten wir
I+ fn+m+1) < fln+m)+I1f(n+m+1+1).  (37)
Dann impliziert (I + 1)(36) + m(37) die Ungleichung in 4).
O

Nach dem obigen Satz ist eine Funktion f : Y — X also konvex, wenn sie
cine der Eigenschaften 1) — 4) erfiillt.

Satz 6.7. Sei f : Y — X konvex und monoton wachsend. Dann ist f stetig.

Beweis. Fiir alle x € X ist zu zeigen, dass f stetig in x ist. Wir iiberlassen
dem Leser den Fall = 0 als Ubung. Fiir  # 0 und beliebiges ¢ > 0 wihle
N € N so, dass

x4+ 3 < N.

Wahle £ € N so, dass
2f(N)
ok <e€
Wihle n so, dass die beiden ersten Ungleichung in der folgenden Kette erfiillt
sind, die beiden letzten folgen dann einfach:

n+2 n+2+2k

n
§E<$< o < o < N.
Nach Eigenschaft 4) aus Satz erhalten wir
n+ 2 n+ 2+ 2"
@ 4272 <2l or 2R
Nach Monotonie der Funktion f folgt
n + 2
2°f( )<2f( )+ 2f(N).
Daraus folgt
n -+ 2 n+ 2
also
li < +e
i f(v) < lim /(2)
Da ¢ beliebig war, erhalten wir lim\ f(z) < lim » f(z). O
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7 Hauptsatz der Infinitesimalrechnung, und
Ableitungen

Definition 7.1. Sei f : Y — X eine monoton wachsende Funktion, dann
heifit f rechts-stetig, falls

Ver:f(y)Zli{nf(y)-

Satz 7.2 (Hauptsatz, Teil 1). Sei f : Y — X monoton wachsend und rechts-
stetig. Sei F': Y — X gegeben durch

- /0 " rwdt

Dann ist F' monoton wachsend, konvez, F(0) =0 und
VyeY: fly)=sup{a:a e YAV €Y, Fy)+ax < F(y +x)}.

Beweis. F(0) = 0 ist nach Definition. Konvexitit von F' ist schon bewiesen.
Monotonie von F' folgt aus

Fly+z) = / F(t)dt > F(y).

Es bleibt zu zeigen, dass

f(y) < sup(A), f(y) > sup(4),

wobel

A={aeY: Ve eX: Fly)+ax < F(y+z)}.
Ungleichung “<”: Aus der Monotonie von f folgt

Fly)+ f(y / F(y)dt < F(y) + /xf(ﬂdt:F(erfv)-

Dies impliziert z € A fiir alle z € Y mit z < f(y), daher f(y) < sup(A).
Ungleichung “>": Wiahle m € Y mit m > f(y). Zu zeigen ist, dass
dx>0: F(y+z) < F(y) + max.

Wihle f(y) < m < m. Da f rechtsstetig ist, konnen wir x > 0 finden,

sodass
fly+z)<m
Wahle ein solches x. Dann erhalten wir
y+x
Fly+z)=F(y)+ ft)dt < F(y) +mx < F(y) + mz.

Y
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Wir haben folgenden leichten Hilfssatz:
Lemma 7.3. Sei F': Y — X monoton wachsend, konvex. Fiiry € Y, setze
fly)=sup{la €Y : Ve eV : F(y)+ax < Fly+uz)}.

Dann ist
VeeY  :F(y)+ fly)er < F(y + ).

Beweis: Ubung.

Satz 7.4 (Hauptsatz, Teil 2). Sei F' : Y — X monoton wachsend, konvex
und F(0) =0. Firy €Y, setze

fly)=supla e Y:Vz €Y : Fly)+ax < F(y+x)}.

Dann ist f: Y — X monoton wachsend, rechts-stetig, und es gilt

VeeY: / f(t)dt = F(x). (38)
0
Beweis. [ ist monoton wachsend: Sei y <y’ € Y. Zu zeigen ist, dass
VeeY:F(y)+ fly)r < F(y + ). (39)
Wir setzen 3y’ = y + «’. Nach dem obigen Hilfssatz folgt
Fy) + f(y)a" < Fy +2'). (40)

Nach Konvexitét von F' folgt
(x+2YF(y+a") <axF(y)+2'F(y+ 2’ + x). (41)
—|—x . impliziert .
f ist rechts-stetig: Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass
By lim f(y) > f(y).
Wahle ¢ > 0, sodass
lim f(y) > f(y) +e+e. (42)
Sei x > 0 und setze z = 2’ + /. Dann gilt wieder mit dem Hilfssatz
Fly+az)=Fy+2' +2") > Fly+2')+ fly+2')z". (43)
Nach und Monotonie von f gilt weiter
Fly+a) > F(y)+ f(y)2' + (f(y) +e+e)a’ = Fy) + (f(y) +e)z. (44)

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von f.
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Wir miissen noch die Gleichung zeigen: Sei k grofl genug so dass v € Y},
und z = gr. Zu zeigen ist, dass

Li(f,0,2) < F(z) < Ug(f,0,). (45)

Fiir die Untersumme gilt nach Definition

n—1

Li(f.0,7) =)

1,1
(o

) (46)

[e=]

Nach Monotonie von f gilt

Daraus folgt Li(f,0,z) < F(z).
Zur Obersumme: zuerst beweisen wir eine

Zwischenbehauptung: fiir alle z und y gilt
Fly+z) < F(y)+ f(y + )z (48)

Beweis der Behauptung. Sei ¢ > 0. Wahle 2’ so, dass

Fly+z+2)<Fly+z)+ (e+ fly+ux)) ' (49)
Nach Konvexitat von F' gilt
(x+2)F(y+a) <2Fy)+aF(y+x+2). (50)
x - ([49) + impliziert
Fly+z)<z(e+ fly+2))+ F(y) (51)

Da ¢ beliebig war, folgt .
Zuriick zur Obersumme: Nach der obigen Behauptung gilt

A AR = ! AR n
S (5) 2 (5) 2o r () =27 (5) 7 (5):
=1 1=0 =1 1=0

Daraus folgt
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Ende Vorlesung 17, 02.12.2014

Wir fassen die zwei Teile des Hauptsatzes zusammen. Sei M, die Menge
der monoton wachsenden rechts-stetigen Funktionen f : Y — X. Sei C)
die Menge der monoton wachsenden konvexen Funktionen F': Y — X mit
F(0) =0.

Dann ist

LM, = Co, Z()w) = [ Fie)d
0
eine Bijektion mit Umkehrfunktion
D, :Cy— M,, D(F)(z)=suplacY:VyeY :F(z)+ay < Flx+y)}

Wir schreiben F” fiir D,.(F') und nennen F” die rechts-seitige Ableitung.
Der folgende Satz beschreibt links-seitige Ableitungen. Wir schreiben M, fiir
die Menge der monoton wachsenden links-stetigen Funktionen f : Y — X

mit f(0) = 0.
Satz 7.5. Die Abbildung

T2 M, = Co, I(f)(x) = / T f(t)dt

st eine Bijektion mit Umkehrabbildung
Dl : C(] — Ml, DZ<F) = II}II(F/)

wobei wir im » f im Nullpunkt so definieren dass lim » f(0) = 0.

Beweis. Wir beachten dafl die Abbildung Z auf allen monoton wachsenden
Funktionen definiert ist, der Satz aber iiber die Einschréinkung dieser Funk-
tion auf M; geht.

Wir zeigen zuerst Surjektivitdt. Sei F' € Cy. Dann ist nach dem Hauptsatz
F = TI(F') und nach einem fritheren Satz auch F' = Z(lim » ). Da lim » F")
links-stetig ist, folgt Surjektivitat auf Cy der Einschrinkung von Z auf M;.
Wir zeigen nun Injektivitat. Sei Z(f) = Z(g) fiir zwei links-stetige Funktionen
f und g. Dann gilt auch

Z(lim f) = Z(lim ).

Nach dem Hauptsatz gilt lim\, f = lim\ g. Nach einem friiheren Satz gilt

=limlim f = limlimg = ¢.
/ Ve \f / \g I
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Also f = g, was zu zeigen war.
Es gilt schliellich mit dem Hauptsatz

I(li;n(F’)) =ZI(F')=F.
und daher ist D; die Umkehrabbildung von der Einschréinkung von Z auf M;.
O

Sei nun C' die Menge der monoton wachsenden konvexen Funktionen F': Y —
X. Wir kénnen die Definition der rechts-seitigen Ableitung auf C' erweitern:

F'(z)=sup{a € Y:VyeY :Flx)+ay < F(z+y)}

Satz 7.6. Ist eine Funktion F' in C, so gibt es genau eine Funktion G € Cj
maut
F=G+ F(0)

und wir haben F' = G'. Insbesondere

Der Beweis wird als Ubung iiberlassen.

Der folgende Satz besagt, dass die rechtsseitige Ableitung einer Funktion in
C in einem Punkt x nur von den Werten der Funktion in der Ndhe von x
abhéngt.

Satz 7.7. Sei F € C und x € Y. Setein m € Y und y € Y mit
F(x)+my > F(z+y) .

Dann gilt
VO<y <y:F(x)+my >F(z+1vy).

Beweis. Wihle 3" sodass iy’ + 3" = y. Wegen Konvexitiat haben wir
(y/ _|_ y//)F(m + y/) S y”F(:U) + y/F(x + y/ + y//).

< y//F<x> +ylF(x) + y/m(y/ + y//)

Dies impliziert
Flz+y') < F(z) + y'm.
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Eine Umformulierung dieses Satzes und des Hilfssatzes [7.3| ergibt fiir F' € C
und z € Y die Aussage

Ve>0:30>0:Vh<d: F(z)+ Fl(x)h < Flx+h) < F(z) + (F'(x) + ¢)h

Aus
F(z)+ F'(x)h < F(z +h) < F(x) + (F'(z) + €)h

folgt der Reihe nach

F'(x)h < F(x +h) — F(z) < (F'(z) + ¢)h

F(x+h) — F(z)
h

F'(z) <

< Fl(z)+e¢

0< F(x%—hiz—F(a:)
F(x+h) — F(x)
h

—Fl(x)<e

—Fl(z)| <e

Definition 7.8. Sei F' € C'. Wir sagen dass I’ stetig differenzierbar ist, wenn
F' stetig ist.

Satz 7.9. Ist F € C stetig differenzierbar, so gilt fir alle x € Y

y—x

Ve>0:30>0:Vy#x,|ly—x|>0: <e

Der Beweis ist eine Ubung.

8 Erste Ableitungsregeln, Produktregel

Wir tragen einige Funktionen zusammen, deren Ableitungen bekannt sind.
Ist f = c eine konstante Funktion, so gilt f' = 0, denn offenbar besteht die
Menge

{aeY : YyeY:c+ay <c}

nur aus der zahl 0.
Ist f eine lineare Funktion, das heisst f(x) = cz fir alle x mit ¢ € X so gilt
f" = ¢ da offenbar

{aeY:VyeY:cx+ay<clx+y)}
alle Zahlen a € Y enthélt mit a < ¢. Es ist ndmlich fiir y > 0

cx+ay < clx+y)
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gleichwertig mit
ay < cy

was wiederum gleichwertig mit a < c ist.

Satz 8.1 (Summenregel). Sind f,g konvex und monoton wachsend, so ist
f + g monoton wachsend und es gilt

(f+g)' =f+d

Der Beweis ist als Ubung iiberlassen.

Mit diesem Satz konnen wir nun auch affin linear Funktionen, d.-h. solche
von der Form cix + ¢y ableiten.

Man beachte dass f < g mit f,g € M zwar

/Oxf(t)dtg/oxg(t)dt

impliziert, nicht aber f’ < ¢’ selbst wenn f, g € C.
Wir kommen nun zur Produktregel.

Satz 8.2 (Produktregel). Sind f,g: Y — X monoton wachsend und konvez,
so ist auch fg monoton wachsend und konvex und es gilt

(fg) = fg+fd

Beweis. Wir zeigen zuerst Monotonizitdt von fg. Sei z < y, dann gilt mit
zweimaliger Anwendung der Monotonizitét linearer Funktionen:

f(x)g(z) < f(x)g(y) < f(y)g(y).

Nun zeigen wir Konvexitét. Sei 2c = a+b. Dann gilt wieder mit Monotonizitéat
linearer Funktionen

4f(c)g(e) < (f(a) + f(b))(g(a) + g(b))
= f(a)g(a) + f(a)g(b) + f(b)g(a) + f(b)g(b)

Setze nun f(b) = f(a)+d. Dann kénnen wir den letzten Ausdruck abschitzen
durch

< fla)g(a) + f(a)g(b) + f(a)g(a) + dg(a) + f(b)g(b)
< f(a)g(a) + f(a)g(b) + f(a)g(a) + dg(b) + f(b)g(b)
< fla)g(a) + f(b)g(b) + f(a)g(a) + f(b)g(b)
< 2f(a)g(a) +2f(b)g(b)



Dies impliziert Konvexitéit von fg.
Bleibt zu zeigen dass (fg) < f'g+ f¢' und (fg) > f'g+ f¢q'.
Zunachst zeigen wir “>”. Wir haben fiir alle xz,y € Y

f(@)g(x) + (f'(x)g(x) + f(2)g'())y

< f(x)g(x) + (f'(2)g(z) + f(x)g' (x)y + [(x)g (z)y°
= (f(@) + f(2)y)(g(x) + ' (@)y) < flx+y)g(z +y)

Dies impliziert (fg) > f'g + f¢'.
Nun zeigen wir “<”. Sei e > 0
Wiéhle 7 klein so dass

n(g(z) + f(z) +1) <e.

(Dies geht wegen Steitigkeit des Produktes by 0)
Wiéhle y so klein dass

yn <1
f()g(z)y <e
flat+y) < fla)+ () +n)y
9(x+y) < g(z) + (9'(x) +n)y

Die letzten zwei sind moglich nach der Lokalitéit der Ableitung.
Wir haben

fle+y)gz+y) < (f(@)+ (f'(x) +n)y)(g(x) + (g'(x) +n)y)

Sf($)g($)+(f'( )9(x) + f(x
f(x)g(x) +
Da ¢ beliebig war, folgt (fg)’

Ny +n(f(@)+g(x) +ny)y + f(2)g (x)y*
)g9(x) + f(x)g' (x) + 2¢)y

flg+ fg'

)g'(x
(f'(x
<

]

Mit der Produktregel kénnen wir nun per Induktion Ableitungsregel fiir Mo-
nome zeigen: Wir definieren rekursiv fiir n € N: 2% = 1, 2" = n"z.

Satz 8.3. Sein > 1 und sei f(x) = x". Dann ist f monoton wachsend und
konvex, und es gilt f'(x) = nz"L.

Beweis. Der Fall n = 1 ist der Fall der linearer Funktionen f(x) = x und
bereits festgestellt.

Sei der satz fiir gewisses n bereits bewiesen. Dann ist g(z) = 2" monoton
wachsend und konvex und h(x) = z ist auch monoton wachsend und konvex
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und aus der Produktregel folgt dass f(z) = 2" monoton wachsed und
konvex ist und

f'(x) = ¢'(x)h(z) + g(x)W (z) = na" " +2"1 = (n + 1)a"

Ende Vorlesung 18, 04.12.2014

9 Potenzreihen

Die bisher kennengelernten Eigenschaften der Ableitung erlauben uns bereits,
Polynome abzuleiten. Ein Polynom ist eine Funktion von der Form

M
fz) = Z amx™,
m=0

wobei M € N und die Glieder der Folge a : N — X die Koeffizienten des
Polynoms bilden. Die Ableitung dieser endlichen Summe ist gegeben durch

M

f(x) Z amma™ L.

m=1

Um auch durch unendliche Summen definierte Funktionen ableiten zu konnen
bedarf es noch eines Satzes.

Satz 9.1. Se: f,, eine monoton wachsende Folge monoton wachsender Funk-
tionen f, : Y — X. Setze

Fy(z) = /0 "t

Dann ist sup,,cy fr monoton wachsend und es gilt

sup F,(x) = /Ow sup f,(t)dt.

neN neN

Beweis. 1. sup,cy fn ist monoton wachsend, denn sei x < y. Dann gilt fiir
alle n € N:

fn(x> < fn(y) < Sglp fm(y)

Bilden wir das Supremum iiber n, folgt

sup fn(x) < sup fi(y).
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2. Die Behauptung gilt fiir die unteren Riemannschen Summen:
sup Ly(fn,0,2) = Lg(sup f,0,x),

weil das Supremum monoton wachsender Funktionen mit endlichen
Summen vertauscht. Also gilt

sup F,(x) = supsup Lg(fn,0,2) = supsup Li(fp, 0, x)
n n k k n

= sup Lg(sup fp,0,2) = / sup f,(t)dt.
k n 0 n

Korollar 9.2. Ist sup,, F,,(R) < oo, so gilt fir alle x < R,
(sup 1%,)'(z) = sup fu(x).

Das folgt aus dem vorigen Satz und einer Variante des Hauptsatzes fiir Funk-
tionen F : [0, R) — X.
Eine Funktion der Form

00 M
flz) = Z Apx™ = sup Z ™
m=0 M m=0

nennt man eine Potenzrethe. Wir bleiben zunéchst dabei, nur Potenzreihen
mit positiven Koeffizienten a : N — X zu untersuchen.
Nach dem letzten Satz diirfen wir termweise integrieren und differenzieren:

00 M
v 1 1
F(:I:):/O f(t)dt = E amm+1xm+1:S}\14p E amm+1xm+l.

Ist f(R) < oo und = < R, dann ist
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R

Die Abbildung zeigt den Graphen einer typischen Potenzreihe. Der Wert
steigt an entlang der positiven z-Achse. An einem gewissen Punkt R € X
(R = oo ist auch mdoglich) beginnt die Potenzreihe (bestimmt) zu divergieren
und nimmt von da an konstant den Wert oo an.

Definition 9.3. Der Konvergenzradius einer Potenzreihe ist definiert als

R:—Sup{x‘ : Zamxm<oo}.

m=0
Jede Potenzreihe ist zumindest am Punkt 0 endlich:
Z a0 = ag < 00.
m=0
Man beachte dabei, dass 0° := 1 per Definition gilt.
Beispiele. 1. Sei a,, =1 fiir alle m € N. Die erhaltene Potenzreihe
> "
m=0

ist die geometrische Reihe. Fiir x = 1 divergiert die geometrische Reihe:
Yooy 1 =o00. Also gilt fiir den Konvergenzradius R < 1. Falls 0 < z <
1, existiert 0 < y < 1 mit z + y = 1. Dann gilt

M M+1 M
(x+y)-2xm+xm+1 = me: 1+x- me
m=0 m=0 m=0
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Durch Ausléschung von z - Z%ZOSL’ auf beiden Seiten und wegen

2™ > 0 folgt
M
Y- Z " < 1.
m=0

Sei N < oo so gewihlt, dass y - N > 1. Dann folgt

M
me§N<oo.
m=0

Also konvergiert die Reihe fiir 0 < z < 1 (eigentlich) und es folgt R = 1.
Genauer erhalt man durch Auflésen nach der Summe von 0 bis M in
der obigen Gleichung die Identitét

Daraus folgt auch leicht die Formel fiir den Grenzwert der geometri-
schen Reihe unterhalb des Konvergenzradius:

o
Ea:m:

m=0

2. Sei ay, = —, wobei 0! = 1 und (m+1)! = (m+1) -m Wir definieren
die Ezponentialfunktion als

Wegen

exp(x Zx < 00

konvergiert die Reihe zumindest fur x < 1. Der Konvergenzradius von
exp ist also mindestens R > 1. Wir werden spéter sehen, dass R = oo
gilt, i.e. exp(x) konvergiert fiir alle z € X. Wir berechnen die Ableitung
von exp durch termweises Differenzieren. Fiir x < R gilt

o

exp’(x)zzﬂﬂ;'x 1= Z:;(—

m=1

e ¢}

=3 = expla).

m=0

m! wird gelesen als m Fakultdt.
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Durch Induktion sieht man leicht, dass diese Potenzreihe die einzige
ist, die im Punkt 0 den Wert 1 annimmt und gleich ihrer termweisen
Ableitung ist.

Satz 9.4. Seien f,g:Y — X monoton wachsende Funktionen. Wir nehmen
an, dass es ein xg € X gibt, sodass

Vo < xg: f(z)
Vo > xg: f(2)

Dann existiert ein x1 > xg, v1 € X mit

Ve <z :Z(f)(x)
Ve > a1 :Z(f)(x)

IV IA

(9) (),
(9) ().

Die Voraussetzung des Satzes besagt, dass f zunéchst kleiner als g ist, bis sich
an einem Punkt xq die beiden Funktionen schneiden und dann f grofler als
g ist. Die Abbildung verdeutlicht dies. Die Aussage des Satzes ist nun, dass
dieses Bild qualitativ erhalten bleibt, wenn man zu den Stammfunktionen
von f und g iibergeht. Dabei kann sich der Schnittpunkt jedoch nach rechts
verschieben.

ya
7

Bewes. 1. Sei z < zy. Dann gilt

/0 " Fydt < /0 "ot

da f < g auf [0, z).
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2. Fall (a): [ f(t)dt < [ g(t)dt fiir alle 2 € Y. Dann setze einfach z1 = co.
0 0
Fall (b): Es gibt ein x € Y, sodass [ f(t)dt > [ g(t)dt. Setze
0 0

xT

v —infd oz ]f(t)dt>/g(t>dt

0

Nach Teil 1. gilt g < 21 < oo. Fiir alle x < xy gilt

Z(f)(z) < Z(g)(2).
Also gilt Z(f)(z) < lim ~Z(g)(z1). Es folgt

h}nz(f)(ﬂh) < h;nz(g)(l’l)-

Seli x > . Wahle x > x5 > zy mit Z(f)(x2) >
moglich nach Definition von x;. Also auch Z(f)(x) > Z(g)(x2). Es folgt
Z(f)(z) > lim\,Z(g)(z1), also insgesamt

imZ(f)(x1) 2 im Z(g)(z1).

Damit haben wir gezeigt, dass Z(f)(z1) = Z(g)(x1). Zuletzt gilt fiir
T > Ty

T(f)(x) = T(f) (1) + / " H()dt = (o)) + / " ()t = (g)(x).

xr1

[
Definition 9.5. Sei R € X. Eine Funktion f : [0, R) N'Y — X heiBt einfach

(1-fach) monoton wachsend, falls f monoton wachsend ist.

Fir n € N heiBt f (n + 2)-fach monoton wachsend, falls f (n 4+ 1)-fach
monoton wachsend ist und (™ konvex ist.

f heiit absolut monoton, falls fiir alle n > 1, f n-fach monoton wachsend ist.

Eine Funktion f ist also absolut monoton, wenn
20, 20,f>0f%>0,...
Beispiel. Potenzreihen (mit positiven Koeffizienten) sind absolut monoton.

Der néchste Satz zeigt, dass absolut monotone Funktionen durch Potenzrei-
hen darstellbar sind.
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Satz 9.6 (Hausdorff-Bernstein-Widder). Ist f : [0, R) — X absolut monoton,
dann gilt fir alle 0 < x < R:

= 1
-3 L
m!
m=0
Insbesondere konvergiert die Reihe gegen einen endlichen Wert.
Man bezeichnet die Potenzreihe aus dem Satz als Taylorreihe von f.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle 0 < x < R gilt:

[e.e]

f) = 3 o) (52)

m=0
Wir fithren eine Induktion durch um die folgende Aussage fiir alle M € N zu
zeigen:

M
1
vV f:YN[0, R) — Xabsolut monotonV0 <z < R: g —'f(m)(O)xm < f(z).
m!
m=0

Fir M = 0 ist die Behauptung klar, da f monoton wachsend ist:

° 1
=Y /™)
m=0 ’

Sei die Behauptung wahr fiir ein M € N (Induktionsvoraussetzung) und sei
f absolut monoton. Nach Induktionsvoraussetzung angewandt auf f’ gilt fiir

0<z<R:
A
Z m-l—l) m
' .
m:Om

Durch Integration folgt daraus

/f )dt > £(0) + /Z 1!f<m+1)(0)tmdt.

Nach dem Hauptsatz gilt also
M

1 1
= p(m+1) - m4l
0)+Zom!f (O)m—l—lx

M

M+1

_thf(m

m=0
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Dies zeigt durch Induktion. Es bleibt noch die umgekehrte Ungleichung
zZu zu zeigen. Dazu beweisen wir die folgende Behauptung.
Behauptung.

VM € NYf : [0, R) — Xabsolut monotonVa > f™)(0)3z, € X

—_

- 1 1

Ve <z : %f(m)(O)xm + MaxM > f(x),
]\W/i(i 1 1

Vo > xg: %f(m)(O)xm + MaxM < f(z).
m=0

Die Behauptung folgt durch Induktion iiber M. Fiir M = 0 wahlt man mit
dem Zwischenwertsatz xy so dass a = f(zo) und die Behauptung folgt wegen
Monotonizitdat von f. Fiir den Induktionsschritt wendet man dhnlich wie im
vorigen Induktionsargument die Induktionsannahme auf die Funktion f” and
und zeigt dann den Induktionsschritt unter Verwendung des vorigen Satzes
9.4] .

Sei 0 < x < R. Wahle a, sodass

<N 1
Z_[)%f(m)(0>xm+maxM+l = f(z) + 1.

Dann gilt a > f™M+1(0) wegen des ersten Teils des Beweises. Fiir y < z < 2
folgt nach Behauptung, dass

<A 1
> mf(m) (0)y™ + mayMH > f(y).

Nach Konstruktion gilt a < (M + 1)!fx(j€,)f11. Daraus folgt
1 Ml (y)M—i—l M—so00
— < (= — 0
MY =G
wegen y < z und damit

S F MO > ()

m=0
]

Satz 9.7 (Eindeutige Fortsetzbarkeit absolut monotoner Funktionen). Seien
f,g absolut monotone Funktionen auf [0,R) — X. Sei 0 < r < R und
Vo <r: f(z) = g(z). Dann gilt

VO<z < R: f(x)=g(x).
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Beweis. Auf ganz [0, R) sind f und g gleich ihrer Taylorreihen. Auf [0, r) gilt
f™ = g™ fiir alle n, also insbesondere f™(0) = g(™(0). Also stimmen die
Taylorreihen von f und g iiberein. O]

Ende Vorlesung 19, 09.12.2014

10 Die Exponentialfunktion

Wir haben bereits gesehen, dass die Exponentialfunktion exp(z) = >~ *_, %xm

gleich ihrer eigenen Ableitung ist und einen Konvergenzradius R > 1 hat. Au-
Berdem ist exp absolut monoton. Der Satz von Hausdorff-Bernstein-Widder
erlaubt einen einfachen Beweis der Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion.

Satz 10.1. Fir alle x,y € Y mit x +y < R gilt

exp(r +y) = exp(z) exp(y).

Wir werden im Anschluss sehen, dass R = oo, also gilt der Satz fiir alle
z,y €Y.

Beweis. Sei x < R. Definiere f(y) = exp(z+y). Dann ist £ (y) = exp™ (z+
y) = exp(z + 1) = f(y) fiir alle n. Insbesondere, f™(0) = exp(z + 0) =
exp(x). Nach dem Satz von Hausdorff-Bernstein-Widder gilt also

o0

exp(z+y) = fly) = > —F"™O0)y" =

= exp(z) Z %ym = exp(z) exp(y)

fiir alle y mit  + y < R. Hier haben wir exp(z) aus der Taylorreihe heraus-
gezogen unter verwendung der Steitigkeit der Function z — exp(z)z. ]

Satz 10.2. Der Konvergenzradius des Fxponentialreihe ist unendlich.

Beweis. Beweis durch Widerspruch. Sei R < oo angenommen. Wihle ein x
mit 0 < x < R. Definiere

~Jexp(y), 0<y<R,
) = {exp(x) exp(y —z), z<y<R+zx.
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Fiir x < y < R ist die Funktion scheinbar zweimal definiert, allerdings
stimmen die Definitionen iiberein nach der Funktionalgleichung exp(y) =
exp(z) exp(y — x). Wieder nach dem Satz von Hausdorff-Bernstein-Widder
folgt

e}

1 m
Z Y= fly) < oo
m=0
fiir alle y < R+ 2. Da x > 0 ist das ein Widerspruch! O

Nicht nur erfiillt die Exponentialreihe die obige Funktionalgleichung, sie ist
auch im wesentlichen die einzige stetige Funktion, die die Funktionalgleichung
erfiillt und im Punkt 1 den Wert exp(1) annimmt.

Satz 10.3. Sei f : Y — X eine Funktion mitVr,y € Y : f(x+y) = f(x)f(y)
und f(1) > 1. Dann existiert ein b € X mit f(x) = exp(bx) fir alle x € Y.

Beweis. Es gilt

w(0) = 1< F) <1 A S 1AW + 3 Ly = exp(£(1)).

l
o m!

Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein b € X mit exp(b) = f(1) =
exp(b-1).
Behauptung. Fiir alle k € N ist

((3)-(2).

Beweis durch Induktion. Fiir £ = 0 ist die Behauptung klar nach Konstruk-
tion von b. Angenommen, die Behauptung gilt fiir ein k£ € N. Dann folgt

1 1 1
f (2k+1> - f (2k+1) = (ﬁ)
1 1 1
= exp (b ?) = exp (b (ﬁ + %))
1 1 1 1
= exp (b ok+1 +b- 2k+1) = exXp (b' 2k+1) eXp (b' 2k+1>

Wir benétigen jetzt die Tatsache, dass die Quadratfunktion injektiv ist. Bei
dieser Gelegenheit zeigen wir ein etwas allgemeineres Resultat.

Hilfssatz 10.4. Ist f : Y — X absolut monoton, dann ist f konstant oder
ingektiv.
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Insbesondere ist die Quadratfunktion injektiv.

Beweis des Hilfssatzes. Fall 1: Es gibt ein x > 0 mit f'(x) = 0. Dann gilt
fir 0 <y < z, dass
0< f'(y) < f(x) =0,

also f'(y) = 0. Nach dem Satz zur eindeutigen Fortsetzung absolut monoto-
ner Funktionen folgt f'(x) = 0 fiir alle z € Y. Also ist f konstant.
Fall 2: Fiir alle x > 0 gilt f/'(x) > 0. Dann gilt fiir 0 <y < s < z2:

£(2) = f(s)+ / TPt = fls)+ / Pt = F(s)+ ) (3) > £(s) > F(w).

Also ist f streng monoton wachsend und damit injektiv. m

Damit ist auch der Induktionsbeweis der obigen Behauptung abgeschlossen.

Behauptung. Fiir alle n, k gilt f (2%) = exp (b- 2%) .

Induktion nach n. Fiir n = 0 haben wir f(0)f(1) = f(1+0) = f(1), also
f(0) = 1. AuBlerdem ist exp(b-0) = 1. Im Induktionsschritt nehmen wir an,
dass die Behauptung fiir ein n € N gilt. Dann folgt

() = @)1 (z)

]

Falls f(1) = a > 1, so schreiben wir a® := f(x) (lies: a hoch z). Dank der
Funktionalgleichung stimmt diese Definition mit der elementaren Potenzie-
rung durch natiirliche Zahlen iiberein. Wir erhalten a® automatisch als eine
absolut monotone Funktion, die damit eindeutig auf X fortsetzbar ist. Wie
bereits bemerkt, schreibt man auflerdem e fiir exp(1), sodass per Definition
exp(z) = €” gilt. Dies motiviert auch die Bezeichnung Fzponentialfunktion.

Bemerkungen. Mit den bezeichungen aus dem obigen Satz:

1. Ist f(1) = a > 1, so setze b =: In(a) (der natiirliche Logarithmus von
a)[]

2. a* = ez,

12} ist eindeutig bestimmt.
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3. (a®)Y = (eln(a)-x)y — e(n(a)x)y — pln(a)(zy) — foy
4. Fiir alle n > 1 gilt

1 L = [1\" 1 n 1
l+—<en < ~) = = =1 .
+n ‘ mzzo<n> 1-1 n-1 +n—1

n

Daraus folgert man leicht (Ubung) die bekannte alternative Darstellung

von e: .
) 1

lim (1 + —) = e.
n—oo n

Definition 10.5. Der Kosinus Hyperbolicus ist definiert als

. 1 2n 1 n
cosh(zx) := Z (2n)!x = Z i

n=0 n gerade

Der Sinus Hyperbolicus ist definiert als
& 1

Sll’lh(]}') = ml’mﬂrl = Z ml’n
e ! !

n nungerade

Die Funktionen cosh und sinh sind absolut monotone Funktionen mit Kon-
vergenzradius oo wie die Abschétzungen cosh(z) < e”, sinh(z) < e” zeigen.
Auflerdem gilt

L L Lo,
cosh’(z) = Z i = Z (n—l)!x = Z i = sinh(x),

ngerade,n>0 ngerade,n>0 nungerade

sinh’(z) = cosh(z),

cosh(")(O) _ {1, n gerade,

0, nungerade.

Satz 10.6.
1 + sinh - exp = cosh - exp

Beweis. Wir nennen die Funktion auf der linken Seite f und die Funktion
auf der rechten Seite g. Dann gilt f(0)=1+0-1=1und g(0) =1-1=1.
Auflerdem

f' = cosh-exp +sinh-exp = ¢'.

Fiir n > 0 gilt also f™(0) = ¢™(0). Da f, g absolut monoton sin folgt
f = g mit Hausdorff-Bernstein-Widder. m

13Produkte absolut monotoner Funktionen sind absolut monoton (Ubung).
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Der Satz sagt aus, dass

1
exp()

cosh(z) — sinh(z) =

gilt. AuBerdem gilt nach Definition
cosh(z) + sinh(z) = exp(x).

Wir kénnen exp(—zx) definieren indem wir (so verfihrt man allgemein mit
Potenzreihen) setzen

exp(—x) = Z %(—x)m = cosh(z) — sinh(z),

m=0

wobei wir in der letzten Gleichheit die Summe umsortiert haben, was natiirlich
wegen absoluter Summierbarkeit moglich ist.

Fiir € Y definiert man die negative Potenz e~ in natiirlicher Weise durch
die mit der Funktionalgleichung konsistente Forderung

1

e e =¥ = 1.

T

Dann gilt nach dem letzten Satz e™* = exp(—z), wie man sich das erhoffen

wiirde.
Die der Funktionalgleichung fiir exp entsprechenden Gleichungen sind die
Folgenden Additionstheoreme fiir cosh und sinh.

Satz 10.7. Fir alle x,y € Y gilt

cosh(z + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y),
sinh(x + y) = cosh(z) sinh(y) + sinh(x) cosh(y).

Beweis. Sei x fest gewéhlt und setze f(y) = cosh(z + y), sowie g(y) =
cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y). Dann berechnen wir

=

~—

<

SN—
I

sinh(z + y),
¢’ (y) = cosh(z) sinh(y) + sinh(z) cosh(y).
Weiter ist f”(y) = cosh(z +y) = f(y) und ¢"(y) = cosh(x)cosh(y) +

sinh(z) sinh(y) = g(y). Damit folgt f™(0) = ¢™(0), also wegen absoluter
Monotonie f = g und f' = ¢/, was zu zeigen war. ]
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[e.e]

Definition 10.8. Sei f;(z) = > (4m1+j)!:c4m+j fir 7 = 0,1,2,3. Definiere
m=0

den Kosinus durch
cos := fo — fo

und den Sinus durch

sin 1= f1 — f3.
Es gilt fi = f;_1 fiir j = 1,2,3 und fj = f;. Daraus folgt
cos’ = f3 — fi = —sin und sin’ = fy — fo = cos.

AuBerdem gilt

I, n=0(mod4),
0 =1 d4
cos™(0) = ¢ " (mod4),
—1, n=2(mod4),
0, n=3(mod4)

Ende Vorlesung 20, 11.12.2014

11 Reell analytische Funktionen

Definition 11.1. Eine Funktion f : X — R heif3t reell analytisch im Punkt
0, falls f = g — h auf einem Intervall [0, R), wobei g, h absolut monotone
Funktionen mit Konvergenzradius mindestens R sind.

f heiit reell analytisch im Punkt x > 0, falls es ein 0 < 2’ < x gibt, sodass
f(y) = f(&' +y) reell analytisch im Punkt 0 ist und 2/ + R > z gilt.

f hei3t reell analytisch, falls f reell analytisch in jedem Punkt x € X ist.

Wir sagen, dass eine reell analytische Funktion lokal durch eine Potenzreihe
darstellbar ist (ndmlich genau ihre Taylorreihe).

Beispiel. Sei f(z) = r17. Dann gilt fiir 0 <z < 1,

1 S m m m
1+x:Z(_I) = Z " — Z ™.

m=0 m gerade mungerade
NG > N >
~ ~
=g =:h

Damit ist f reell analytisch im Punkt 0. Allerdings haben g und A nur Kon-
vergenzradius 1. Diese Taylorreihe kann also nicht verwendet werden, um f
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auf ganz X darzustellen. Trotzdem ist f reell analytisch, denn sei zunéchst
x > 0 fix. Dann ist

~ 1 1 1 =~ 1 y \"
f(y)'_1+:c+y_1+x'1+i_21+x(_1+x>
1

14z m=0

1+z\1+2z l+z\1+=x '

m gerade mungerade

Diese Darstellung konvergiert fiir y < 1 + x. Da x beliebig war, ist f reell
analytisch.

Wir definieren nun die Addition, Subtraktion, Ableitung und Integration
von reell analytischen Funktionen durch die entsprechenden Operationen an-
gewandt auf die darstellenden absolut monotonen Funktionen. Seien f, fi, fo
reell analytisch bei einem Punkt z und f = g—h, fi = g1—hyund fo = go—ho
Zerlegungen in absolut monotone Funktionen bei z. Dann definieren wir

fi+ foi= (g1 +92) — (h1 + ha),
fifa :== (g1h1 + g2ha) — (g1h2 + g2h1),
f/ = g/ - h'lu

/abf(t)dt = /abg(t)dt — /abh(t)dt.

Dabei sind die Zerlegungen als vom jeweils gewdhlten Punkt abhéngig zu
verstehen. Nichtsdestotrotz sind alle diese Operationen wohldefiniert, i.e. sie
héngen nicht von der (lokalen) Wahl der absolut monoton Funktionen ab
(Ubung). AuBerdem vertragen sich die so definierten Operationen mit den
schon fiir absolut monotone Funktionen definierten Operationen.

In der folgenden Diskussion beschréinken wir uns der Bequemlichkeit halber
auf reell analytische Funktionen im Punkt 0. Dies ist jedoch nicht wesent-
lich, sondern erleichtert bloldie Notation. Jede reell analytische Funktion im
Punkt 0 ist gleich ihrer absolut konvergenten Taylorreihe

g= io: amx™, h = i bnx™, f= i(am — by )x™.
m=0 m=0 m=0

Seien Ry, R, R;, die Konvergenzradien der Taylorreihen von f, g bzw. h. Es
gilt Ry > min(R,, Ry). Man kann g, h so wéhlen, dass Ry = min(R,, R,).
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Wir konnen die Taylorreihe wie gewohnt termweise addieren, differenzieren
und integrieren, z.B.

m=1

Dies priift man anhand der Definitionen und bekannten Eigenschaften abso-
lut monotoner Funktionen leicht nach. Wir kénnen Potenzreihen auch mul-
tiplizieren. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass a,,, b,, € X. Dann gilt

) ) (£ )

M oM
= sup Z ( Z akbn> ™+ Z \cn}/ ™

m=0 \k+n=m m=M-+1 <Zk+ agbn
—_ n=m

= i > akbn> a™,

m=0 \k+n=m

Dies iibertragt sich auf reell analytische Funktionen.
Wir kénnen eine positive Potenzreihe auch durch x dividieren. Falls ag = 0,
x > 0, dann ist

1 oo 1 o0 o0 oo

- E amx™ | = — E amx™ | = E a,rm = 5 Q1™

T T
m=0 m=1 m=1 m=0

eine neue absolut monotone Funktion mit Konvergenzradius wie f, denn

o o
Z amr™ 1 < Z manx™ ' = f'(x).
m=1 m=1

In anderen Worten, % f(z) ist stetig fortsetzbar in x = 0. Gleiches gilt auch
fiir reell analytische Funktionen.
So lasst sich auch der Differenzenquotient interpretieren. Sei x fest, dann ist

flx+h) - f(z)
h
eine Potenzreihe in h, die fiir h = 0 den Wert f/(z) annimmt, denn f(z +
h) — f(x) =>_°_, anh™. Allgemein ist

fla+h) =Yg /(0"

xM—i—l

eine Potenzreihe mit gleichem Konvergenzradius wie f.

129



12 Sinus und Kosinus am Einheitskreis

Im Folgenden versuchen wir, die Definition von sin und cos mit der aus der
Schule bekannten elementar-geometrischen Definition in Einklang zu bringen.

Satz 12.1.
cos - cos 4+ sin - sin = 1.

Beweis. Fiir x = 0 gilt Gleichheit. Die Ableitung der Funktion auf der linken
Seite ist
(—sin) - cos + cos -(— sin) + cos - sin + sin - cos = 0.

Dies ist auch die Ableitung der rechten Seite. Also stimmen auch alle hoheren
Ableitungen beider Seiten im Punkt O {iberein, i.e. beide Seiten haben die
gleiche Taylorreihe und stimmen also iiberein. O]

Dieser Satz hat eine elementar-geometrische Interpretation anhand des aus
der Schule bekannten Satzes von Pythagoras.

(cosz,sin )

sin x

COS ™

Der Satz sagt aus, dass die Punkte der Form (cos z,sinz) auf dem Einheits-
kreis, i.e. dem Kreis um den Ursprung mit Radius 1 liegen.

Satz 12.2 (Additionstheoreme).

cos(x 4+ y) = cosz cosy — sinx siny,

sin(z 4+ y) = sinx cosy + cos zsiny.
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Beweis. Es sei x fest gewihlt und f(y) = cos(z + ), g(y) = coszcosy —
sinzsiny. Es gilt f(0) = g(0). AuBerdem gilt f'(y) = —sin(x + y) und

g'(y) = — cosxsiny — sinx cos y.
Insbesondere f/(0) = ¢’(0). Weiter ist f” = —f und ¢’ = —g. Damit folgt
F™(0) = g™(0)

fiir alle n > 0, also stimmen die Taylorreihen von f und g iiberein und
damit gilt f = g. Die zweite Gleichung ist gerade —f' = —¢’ und gilt damit
auch. =

Die geometrische Interpretation der Additionstheorem ist, dass der Abstand
von (cosy,siny) zu (1,0) = (cos0,sin0) gleich dem Abstand von (cos(x +

y),sin(x + y)) zu (cos(z),sin(x)) ist.

(cos(x 4+ y),sin(x + ¥)

(cos z,sin )

(cosy,siny)

Tatséchlich ist wegen der Additionstheoreme

(cos(x + y),sin(x + y)) — (cos(x),sin(x)) = (cos(z)(cos(y) — 1) — sin(x) sin(y), sin(z)(cos(y) —

Die Léange dieses Vektors zum Quadrat ist also gleich

(cos(z)(cos(y) — 1) — sin(z) sin(y))? + (sin(z)(cos(y) — 1) + cos(x) sin(y))?
= cos(x)*(cos(y) — 1)* 4 sin(z)? sin(y)? — 2sin(z) cos(z) sin(y)(cos(y) — 1)
+ sin(x)?*(cos(y) — 1)* + cos(x)? sin(y)? + 2sin(x) cos(z) sin(y)(cos(y) — 1)
= (sin(z)? + cos(x)?)(cos(y) — 1)* + (sin(z)? + cos(x)?) sin(y)?

= (cos(y) —1)* + sin(y)*
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Der letzte Ausdruck ist gerade das Quadrat der Lénge des Vektors

(COS(y), Sin(y)) - (17 0)

In der Abbildung bedeutet dies, dass die beiden blauen Geradenabschnitte
die gleiche Linge haben. Wenn wir also bereits wissen, wo sich die Punk-
te (cos(y),sin(y)), (cos(z),sin(x)) auf dem Einheitskreis befinden, dann gibt
es wegen der Additionstheoreme nur noch zwei moégliche Positionen fiir den
Punkt (cos(z+y), sin(z+y)), da der Kreis um (cos(z), sin(z)) mit dem Radius
/(cos(y) — 1)? +sin(y)? den Einheitskreis in genau zwei Punkten schneidet
(in der Abbildung rot).

Man kann jedoch sehen, dass die Abbildung y — (cos(x +y), sin(z +y)) den
Punkt (cos(z),sin(y)) ,,gegen den Uhrzeigersinn“ entlang des Einheitskreises
bewegt. Um dies einzusehen, stelle man sich vor, dass y sehr klein ist. Dann
lassen sich cos(x +y), sin(x +y) ,,in erster Ndherung“ durch die ersten Terme
ihrer Taylorentwicklung angeben als

cos(x +y) = cos(z) + (—sin(z))y + Ri(y),
sin(z + y) = sin(x) + cos(x)y + Ra(y).

wobei Ry, Ry jeweils den Rest der Taylorentwicklung enthalten, den wir zum
Zweck dieser Betrachtung ignorieren, da er von der Ordnung y? ist, also fiir
kleine y nur einen verschwindend kleinen Absolutbetrag hat.

(cosz,sinz)

Der Punkt (cos(z + y),sin(z + y)) ,,bewegt*“ sich also von (cos(z),sin(z))
ausgehend in die Richtung (—sin(z), cos(z)).

132



Fiir kleine y ist damit also elementar-geometrisch klar, dass (cos(z+y), sin(x+
y)) aus (cos(z),sin(x)) durch Drehung um den Winkel y im Uhrzeigersinn
hervorgeht.

Fiir grofe Winkel y kann man sich die Drehung vorstellen als zusammenge-
setzt aus vielen Drehungen um kleine Winkel:

cos(x + y) = cos <$ + ng>
n

sin(z + y) = sin (x + ng> :
n

Aus der Anschauung sollte nun klar sein, dass sin und cos periodische Funk-
tionen sind. Um dies rigoros zu zeigen, bedarf es jedoch noch einiger Arbeit.

Satz 12.3. Es gibt ein x > 0 mit cos(x) = 0.

Beweis. Beweis durch Widerspruch. Falls nicht, hat cos wegen Stetigkeit ein
konstantes Vorzeichen. Nehmen wir also an, dass cos(z) > 0 fiir alle . Dann
ist .
sin(z) = / cos(t)dt
0
monoton wachsend und es gilt sin(z) > 0 fiir alle . Da sin # 0, gibt es also

ein zy > 0, sodass
e :=sin(zg) > 0.

Dann gilt

900-&-* :Bo—&-%
cos <x0 + ) = / sin(t)dt <1 — / sin(t)dt
0 Zo

900+* 1
/ sin(zg)dt =1——-e=0.
€

| /\

Die zweite Ungleichung folgt dabei, weil sin monoton wachsend ist. Das ist
ein Widerspruch. O

Definition 12.4. Definiere
m:=2-inf{z >0 : cos(z) < 0}.

Laut Satz ist die Menge iiber die hier das Infimum gebildet wird nicht leer
und damit 7 eine wohl-definierte Zahl mit 0 < 7 < oo. Per Definition von 7
und Stetigkeit von cos gilt
T
— ] =0.
cos <2>
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Wegen Satz ist also sin(7w/2) € {1}. Aber weil cos(z) > 0 fiir 0 <z <
7/2 (per Definition), gilt

sin (g) = /0’5 cos(t)dt > 0.

LT
sin <—> =1.
2

Mit den Additionstheoremen folgt auflerdem

Daher folgt

(cos(m), sin(m)) = (—1,0),
(cos(3m/2),sin(37/2)) = (0, —1), und
(cos(2m),sin(2m)) = (1,0) = (cos(0), sin(0)).

Satz 12.5. cos und sin sind 2m-periodische Funktionen, d.h. es gilt
cos(x + 27) cos(z) und sin(z + 27) = sin(z).
Beweis. Wir haben

cos(x + 2m) = cos(x) cos(2m) — sin(z) sin(27) = cos(z) und

sin(z + 2m) = sin(z) cos(2m) + cos(z) sin(27) = sin(x).
[

Geometrisch/physikalische Interpretation von /2. Wir fassen (cost, sint)
als Kurve und t als Zeit auf. Die Geschwindigkeitsvektor der Kurve ist, wie
wir bereits gesehen haben, gegeben durch (—sint,cost). Wegen Satz
gilt]

||(—sint, cost)| = 1.
Wir bewegen uns also mit der Geschwindigkeit 1 entlang des Einheitskreises.
Zur Zeit t = 7 kommen wir am Punkt (0,1) an. Die zuriickgelegte Strecke
ist dabei also gerade 7:

T (2
—0/ || (cos’ t, sin’ t)]|dt.
2 Jo

In diesem Sinne ist die ,,Lénge des Viertelkreisbogens* gleich 7.

Geometrische Konstruktion von cos (g . 2%) ,sin (g . 2%) . Um den Win-

kel Z - o konstruieren zu konnen (d.h. mit Zirkel und Lineal), miissen wir
einen Winkel halbieren kénnen.

YFiir einen Vektor (x,y) bezeichnet ||(z,y)|| = /22 + 32 seine Linge.
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Dazu konstruiert man die Diagonale im Parallelogramm aus den Punkten
(0,0),(1,0), (cos(z),sin(x)) und (cos(z)+1,sin(x)). Diese schneidet den Ein-
heitskreis genau im Punkt (cos(x/2),sin(z/2)).

Durch Iteration und Additionstheoreme koénnen wir so die Punkte

(o (5 2) o (5 )

mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Ende Vorlesung 21, 16.12.2014

13 Komplexe Zahlen
Definition 13.1. Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert als

C:={(a,b) : a,b e R}.
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Eine komplexe Zahl kann man sich als Punkt in der komplexen Eben vor-
stellen (siche Abbildung). Dabei ist per Konvention a die z-Koordinate und
b die y-Koordinate. Die Addition zweier komplexer Zahlen (a, b), (a’,b") € C
ist komponentenweise definiert:

(a,b) + (a',b') = (a+d,b+1).

Kommutativitdt und Assoziativitit folgen direkt aus den entsprechenden Ei-
genschaften fir R. Das neutrale Element der Addition ist (0,0) und fiir ein
(a,b) € C ist das inverse Element gegeben durch (—a, —b):

(a,b) + (—a, —b) = (0,0).

Die komplexen Zahlen bilden mit der so definierten Addition also eine kom-
mutative Gruppe.

Die Multiplikation ist definiert durch

(a,b) - (a',0') = (ad" — b, ab’ + a'b).

Um die Multiplikation komplexer Zahlen besser zu verstehen ist die Darstel-
lung in Polarkoordinaten hilfreich. Sei (a,b) € C. Dann existiert ein r > 0

und ein ¥ € R mit
a =1 cos v,
b= rsin?d.

Falls (a,b) = (0,0) wéhle » = 0,9 = 0. Im Folgenden sei (a,b) # (0,0).
Sei r = va?+b* > 0. Dann ist —1 < ¢ < 1. Nach dem Zwischenwertsatz
existiert ein 9 € [0, 7], sodass

cos() = ¢

” .
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Wegen Satz folgt dann sofort sin(v) € {£b/r}. Um das richtige Vorzei-
chen zu erhalten setzen wir ¥ = 9, falls b > 0 und ¢ = 27 — ¢, falls b < 0.
Man schreibt auch r = |z| und ¥ = arg z. Man nennt |z| den Absolutbetrag
von z und arg z das Argument.

Wir berechnen nun das Ergebnis der Multiplikation zweier komplexer Zahlen
in Polardarstellung.

(rcosd,rsind) - (r' cos?, r'sind) = (rr’(cos ¥ cos ¥ — sindsind’), rr'(sin 9 cos ¥’ + cos ¥ sin’))
= (rr' cos(d + '), rr' sin(9 + 9")).
Die Multiplikation komplexer Zahlen entspricht also einer Multiplikation der

Absolutbetrige und einer Addition der Argumente. Geometrisch ausgedriickt
ist das eine Drehstreckung (siehe Abbildung).
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zZZ

)+

rr

19/

Insbesondere ist die Multiplikation also kommutativ und assoziativ. Weiter
ist (1,0) das neutrale Element (r = 1,9 = 0) und das inverse Element ist
gegeben durch

(rcosd, rsind) - (% - cos(—1), % -sin(—)) = (1,0),

wobei 7 > 0. Die komplexen Zahlen ohne (0,0) bilden also mit der Multipli-
kation eine kpmmutative Gruppe. Das Distributivgesetz rechnet man auch
leicht nach (Ubung).

Fiir a,ad’ € R gilt aulerdem

(a,0) - (a’,0) = (ad’,0) und
(a,0) + (a’,0) = (a + d',0).
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Dementsprechend identifizieren wir {(a,0) : a € R} C C mit R und schrei-
ben also (a,0) = a. Die komplexe Zahl (0,1) heiBt imagindre Einheit und
wird mit ¢ bezeichnet. Fiir eine komplexe Zahl z = (a,b) € C bezeichnet man
daher Re z := a auch als Realteil und Im z := b als Imagindrteil.

Es gilt (a,0) - (0,1) = (0,a), also
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a + b.
Auflerdem gilt

i* = (0,1)-(0,1) = (cos(m/2),sin(n/2))* = (cos(n),sin(r)) = (—1,0) = —1 und

(a+1b) - (a' +1ib") = aad’ + ail’ + bia" + ibit/
= (aa’ — bV') + i(al + a'b).

Dies erklart auch nachtréglich den Ursprung der Definition der Multiplikati-
on.

Definition 13.2. Wir sagen dass eine Folge komplexer Zahlen a, + b,,
n € N, a,,b, € R gegen a + b, a,b € R konvergiert, falls a,, gegen a und b,
gegen b konvergiert.

Eine Folge (a,, b,) heilt beschrdnkt, falls a,, b, beschrénke reelle Folgen sind.

Satz 13.3 (Heine-Borel in C). Jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen hat
eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (ay, b,) beschréankt. Dann sind die Folgen a,,, b, beschriankt. Aus
Heine-Borel fiir reelle Folgenﬁ erhalten wir eine konvergente Teilfolge a,,.
Die Folge by, ist auch beschrankt, also gibt es wieder nach Heine-Borel eine
konvergente Teilfolge b,, . Teilfolgen konvergenter Folgen sind konvergent,
also konvergiert auch a,, . O

Eine Reihe von komplexen Zahlen heifit konvergent, wenn die Folge ihrer
Partialsummen konvergiert und man schreibt dann wie gewohnt

o) M
a4y = lim E Ay
Z m M —o0 m

15Wir haben Heine-Borel nur fiir positive Folgen gezeigt, die reelle Version folgt jedoch
durch Zerlegen in positiven und negativen Teil.
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Potenzreihen. Sei a,, € X eine Folge mit >~ a,,2™ < oo fiir 0 < z < R.
Dann gilt

M
Z am(rcos? + irsind)™
m=0
M
= Z A, (1™ cos(mA) + ir™ sin(md)))
m=0
M M
= Z Ay cos(mid) + i Z A" sin(ma).
m=0 m=0

Die (reellen) Summen im letzten Ausdruck konvergieren absolut fiir r < R,
da |cos(mf)| < 1 und |sin(mf)| < 1. Also konvergiert die Potenzreihe

o0
E amz"
m=0

auch fiir komplexe z mit |z| < R. Das gleiche gilt fiir komplexe Koeffizienten
ay, (Ubung).

Satz 13.4. > a,,2" konvergiert, falls > °_ |am||z|™ < co.

m=0
Es gilt i =1, i' =i, 2 = —1, i* = —4, i* = 1, usw. Daraus folgt fiir b € R

o0

exp(ib) = Z %(Zb)m = fo(b) +if1(b) = f2(b) — i f5(b) = cos(b) + isin(b).

m=0

Insbesondere gilt die beriihmte Eulersche Formel
e +1=0.
Durch Multiplikation von Potenzreihen sieht man auch
exp(a + ib) = exp(a) exp(ib) = exp(a) cos(b) + i exp(a) sin(b).
Satz 13.5 (Dreiecksungleichung). Fir zq, 29 € C gilt

|21 + 29| < |z1| + | 22|

|21 — 22| > |21| — | 22| (umgekehrte Dreiecksungleichung)

Beweis. Ubung. O
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Die Gleichung 2241 = 0 hat keine reelle Losung, da das Quadrat einer reellen
Zahl immer positiv ist. Man gelangt zu den komplexen Zahlen, indem man
die Existenz einer Losung postuliert und mit diesen ,,imagindren“ Grofien so
rechnet wie mit reellen Zahlen.

Die komplexen Zahlen sind nun in dem Sinne vollstéindig, dass jedes nicht-
konstante Polynom eine Losung besitzt.

Satz 13.6 (Hauptsatz der Algebra). Fliir jedes Polynom P(z) = Z%:o A 2"
mit a, € C, apr #0, M > 1 gibt es zg € C mit

M
E amzy" = 0.
m=0

mf{Zamz :zE(C}EX

Nach Definition des Infimum gibt es eine Folge z, mit

Beweis. Setze

M

g A2,

m=0

lim - R. (53)
n—oo

Behauptung. Die Folge z, ist beschrankt.

Beweis der Behauptung. Falls |z| > 1 gilt

M M-1 M-
S a2 JanezM] = |3 amem| 2 fandllel = 3 a2
m=0 m=0
M-1
= |2M <|GM||Z\ - |am|>
m=0
> Janllz = Y fon| > R+1
fiir |z] grof genug. O

Der Satz von Heine-Borel liefert uns also eine konvergente Teilfolge, die wir
aus Bequemlichkeit wieder z, nennen wollen. Sei zy = lim,,_ 2.

Behauptung.
M

E am 2y

m=0
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Beweis der Behauptung. Das folgt aus und Stetigkeit (Ubung). O]

Nun geniigt es zu zeigen, dass R = 0. Beweis durch Widerspruch. Nehmen
M

wir an, dass . @20 # 0. Wenn wir das Polynom verschieben (P(z) =
m=0
P(z — zp)), éandert das nichts an der Existenz einer Nullstelle. Daher kénnen

wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass 2y = 0. Dann ist
ap = Re"’. Wenn wir das Polynom mit e~* multiplizieren, dndern wir nichts
an den Nullstellen. Daher kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass ag = R > 0.
Sei k > 0 nun der kleinste Index mit ay # 0 (existiert, da aps # 0). Dann gilt

M
P(z)=R+ Z 2™,
m=k

=1

Sei a = 'e?”’. Indem wir das Polynom drehen (P(z) = P <zei R )) dndern
wir nichts an der Anzahl der Nullstellen. Also konnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass a; = r’ > 0. Also haben wir

M
|P(2)| = |R—7"2F + Z amz™

m=k+1

<R

fiir |2| klein genug. Widerspruch! O

Ende Vorlesung 22, 18.12.2014

Wir haben schon einige Regeln der Differentialrechnung aufgezeigt: sind f, g
differenzierbar an der Stelle x, so sind auch

f+9.f-9 (54)

differenzierbar an der Stelle x und
(f+9) =+ sowie (55)
(f-9)=/f"g+f-g. Produkt/Leibniz-Regel. (56)

Ahnliche Regeln gelten auch fiir analytische Funktionen: sind f, g reell ana-
lytisch an der Stelle x, so sind

f+g.f9 (57)

auch reell analytisch an der Stelle z.
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Wir erinnern daran, dass f analytisch an der Stelle 2 = 0 heif}t, falls es eine

Potenzreihe )" °_ a,,z™ mit einem Konvergenzradius r > 0 gibt, sodass

= Z apx™ fir |z <. (58)

Sind
Z ™, g(x Z bx™, (59)

analytische Funktionen mit Konvergenzradius r; bzw. r9, dann gilt

(f+9)( Z Ay + by)2™ mit Konvergenzradius min{ry, 2},  (60)

m=0

und

m=0 \n=0

(f-9)(x)= (Z anbmn> 2™ mit Konvergenzradius min{ry,rs}. (61)

Fir m = 1 ist der Koeffizient in in gleich a1by + agby, was an die Pro-
duktregel erinnert.

Anschlieflend stellen wir die Formel der Ableitung des Kehrwerts einer Funk-
tion vor: ist f differenzierbar an der Stelle x und f(z) # 0, dann ist %
differenzierbar an der Stelle x mit

Y-

Satz 13.7. Seiz € R, D C R und D enthalte ein Interval (a,b) mit x €
(a,b). Seim € C und f : D — C eine Funktion mit f(x) # 0. Falls Ve >
030 > 0, sodassVy € D,y # x,|ly — x| <0 :

‘ﬂw:f@)_

m‘ < e, (63)

dann gilt Ve > 0,36 > 0,Vy € D,y # z,|y — x| <6 :

1

ﬁ‘ﬁ_(_L)
y—x f2(z)
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f(y) # 0 fiir y mit |y — x| klein genug. Nach

Definition gibt es dy, sodass fiir alle y mit |y — z| < g gilt:

|f(y) = f(z) —m(y — )| < |y — 2].

Daraus folgt
[f () = f@)] < (Im] 4+ 1)|y — =.
Wenn 4§, klein genug ist, dann stellt sicher, dass

|f ()]
5 > 0.

[f ()l =

Zum zweiten Teil der Behauptung:

1

1
o) @ ™

y—x f2(x)
—‘< ()> (5)(?zx>+f(x7;f()‘+‘f(w7)nf(y)_f2n(lx)
< 2 e e Tw
<o 7| e |
2 2m (m+e)-d.

=@ " FwP
Sei £ gegeben. Wihle zunéchst €, sodass
2e 3
J@P "2
Dann wahle § nach und sei 0 so klein, dass 6 < § und

Wy —al <82 )] > L2
und - -
o< —.
Fplmi e 0 <3
Dann gilt <E.
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Satz 13.8. Sei f : D — C reell analytisch bei 0, f(0) # 0, d.h.

f(z) = ianzlc”, ag # 0. (72)
n=0

Dann existiert eine bet 0 reell analytische Funktion g, sodass f-g =1 auf
(—r,r) fir einr >0 gilt.

Beweis. Wir machen den folgenden Ansatz:

g(x) =) bpa™ (73)

Dann muss

f: i ambn—mx"”

n=0 m=0

1. (74)

Auf beiden Seiten dieser Gleichung steht jeweils eine Potenzreihe. Wir ver-
gleichen die Koeffizienten dieser Potenzreihen:
n=0:agby =1,

B 75
n>0:agbn+2ambn_m20. (75)

m=1

Daraus folgt

1 1 [&
bo=—bp=—— > ambum |
0 aoan aO( amnm) (76)

Es bleibt noch einen positiven Konvergenzradius r nachzuweisen. Man sieht
leicht, dass

Ir>0: Z |am|r™ < |ag. (77)
m=1

Behauptung. Fiir alle n gilt

1
|ao|”

Die Behauptung impliziert, dass r/2 ein Konvergenzradius ist.

Beweis der Behauptung: Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt
1

bol = —. 79
|0‘ ’CL0| ( )
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Fiir n > 0 gilt nach (76),
b < 1S bl
n|” > 7 AmOn—m|T
|a0‘ m=1

1 n
< oy D2 Janlr bl (30)
m=1

1 1 & 1
< S <
|ao| |acl — |ao

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Man bemerke wieder, dass der erste Koeffizient b; = —% genau der Formel
0

entspricht.

Definition 13.9. Sei n > 0. Eine Reihe der Form

f: b,x™ = i by ™" = L A ™, (81)
m=0

m=—n
wobei b,,, = a,,_n,, heilt Laurentreihe.
Die Konvergenztheorie fiir Laurentreihen ist die Gleiche wie fiir Potenzreihen.

Satz 13.10. Ist f reell analytisch bei 0 und ist die Taylorreihe bei 0 nicht
konstant gleich 0, so gibt es eine Laurentreihe g mit einem positiven Konver-
genzradius v > 0, sodass

f(@)g(x) = 1,Vx #0, |z <. (82)
Beweis. Sei f(x) = Y apa™. Wir wihlen n so, dass
m=0
ag, ay, ..., ap_1 = 0, a, # 0. (83)

Dann gilt

f(z) = Z ™ = a" (Z an+mxm> ) (84)
Wir schreiben

g(x) := Z ™. (85)
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Dann ist ¢ eine Potenzreihe und ¢(0) # 0. Daher gilt

1 1 1
= —, (86)
flz) o g(x)
wobei 1/g(z) eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius ist. O

Der obige Satz impliziert, dass wenn f(0) = 0 und die Taylorreihe von f
nicht konstant gleich 0 ist, dann 0 eine isolierte Nullstelle von f sein muss,
d.h. es gilt

Ir > 0 mit f(z) #0,V|z| <r,z #0. (87)

Ende Vorlesung 23, 13.01.2015

Sei f differenzierbar bei z, f(x) # 0 und g = % Dann gilt

/o) =50 (53)
Zum Beispiel sei f(z) = - = 2" Dann ist
f(x) = _n ;2:1 = —nxz "L (89)

Sei n > 1. Eine Laurentreihe ist gegeben durch

flz) = i ™ = _Z ™ + i ™. (90)

m=—n m=—n
(& J/

TV
Haupteil Potenzreihe

Sei r der Konvergenzradius dieser Potenzreihe. Dann gilt fiir 0 < |z| < r:

f(x) = Z m - Q™" (91)

= 1
m+1
= —_—ay, ) 92
o) = 3 oy rama (92)
Das Problem ist, dass wenn m = —1 ist, der Koeffizient m+r1 nicht wohldefi-
niert ist. Falls a_; = 0, dann ist eine Stammfunktion von f gegeben durch
- 1
g(x) = g amz™ . (93)



Definition 13.11. Der Koeffizient a_; einer Laurentreihe f(z) = °_  anz
heiBt das Residuum von f. Wir schreiben Res(f) = a_;.

Um zu zeigen, dass das Residuum wohldefiniert ist brauchen wir den folgen-
den Satz.

Satz 13.12. Seien

[e.9]

flz) = Z amz™, g(x) = Z b z™ (94)

m=—n m=—k

zwei Laurentreihen mit Konvergenzradius r > 0. Es gelte f(x) = g(x) fir all
x mit 0 < |z| <r unda_, #0,b_ # 0. Dann folgt

n =k und a,, = by, fir alle m > —n. (95)
Beweis. Setze 3
flz) =" f(a), g(x) = 2" g (). (96)
Dann sind f und § Potenzreihen und es gilt
f(@) = §(x),Y0 < || <7, (97)
Also haben f und § die gleichen Koeffizienten. O
Um eine Laurentreihe Y °_  a,,z™ zu multiplizieren, schreiben wir zuerst
Z A" =" Z AanX”, (98)
m=—n m=0

und verwenden dann das bekannte Produkt von Potenzreihen.

Satz 13.13. Sei f eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius, f(0) =
0, f(0) # 0. Dann gilt Vn € 7Z:

1 llsn=-1
Res(fn - 1) = 4 b Jallsn=—1, (99)
0, fallsn # —1.
Beweis. Fall n = —1. Schreibe f(z) = x - g(x), wobei g eine Potenzreihe
mit ¢g(0) # 0 ist. Dann ist
/ /
. 1

g
f - g(z) T g
~
Potenzreihe

Daher ist das Residuum gleich 1.
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Fall n > 0. Dann ist f - f” eine Potenzreihe. Daher folgt Res(f™ - f') = 0.

Fall n < —2. Setze g = n%lf”“. Dann ist ¢’ = f" - f'. Da f(0) = 0, folgt
Res(g’) = 0.
]

Kettenregel. Ist g differenzierbar an der Stelle z und f differenzierbar an
der Stelle g(x), h = fog, d.h. h(y) = f(g9(y)), dann ist h differenzierbar an
der Stelle z und es gilt

W(z) = f'(g(x)) - g'(x). (101)
Beispiel. Sei f(y) = y". Dann ist
(fog) =n-g"(z) d(x). (102)
Satz 13.14. Sei g : (a,b) = C, f: (¢,d) — (C x € (a,b) und g(z) € (¢, d).
Falls firm € C, Ve > 0,30 > 0,Vy € (a,b),y # x, |y — x| < ¢ gilt
‘ 9ty ; — x(x) <, (103)
und fiirn € C, V& > 0,30 > 0,z € (c,d), 2z # g(x), |z — g(x)| < & gilt
f(z) = fg(x)) _
‘ = o) —n‘ < g, (104)
dann gilt V& > 0,36 > 0,Vy € (a b),y # x|y —z| < 5,
‘f i(g(x)) —m-n| <& (105)

Beweis. Sei € gegeben und wihle ¢ mit |n|-e < /2. Wihle £ mit (|m|+¢)é <
£/2. Seien 6,6 gewihlt nach - und - Sei 9 klein genug mit

(Im| +e+1)5 <. (106)
Fiir y mit |y — | < 0 gilt
19(y) — g()| = [mlly — x| +ely — 2| < (Im| + ) < 6. (107)
Daher haben wir
HEBIESCCI
<] i (- alo) = g(o) = + |- L—etato) ~ate)| (OO

==z
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Beispiel. Es gilt ¢™® = z. Sei

f(x) =e" g(y) = Iny. (109)
Also gilt z = (f o g)(z). Daraus folgt mit der Kettenregel
1= f(g(x))g (z) = flg(x))g'(x) =z - g'(x), (110)
also gilt
In'(z) = i (111)

Satz 13.15. Sind f,gg reell analytisch bei 0 und g(0) = 0, dann ist fog
reell analytisch bei 0.

Beweis. Seien

fz) = Z amx™, g(x) = Z b ™. (112)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass Konvergenzra-
dius von f und g grofer als 1 sind (sonst ersetze g(x) durch g(c - x) fiir
geeignetes c¢). Desweiteren nehmen wir an, dass alle Koeffizienten von f und
g kleiner als 1 sind. Dann gilt

ao—i-ii > O

n=0 k=n \mi+...+mp=k;1<m;<k (113)

=ap+ Y (i > anbml...bmn> a*

oo
k=1 n=1 mi+...+mn==k

k
SZn:l Zm1+...+mn:k 1§2k

Daher ist der Konvergenzradius nicht kleiner als 1/2. ]

Satz 13.16 (Langrange’s Inversionstheorem). Sei g reell analytisch bei 0,

g(0) =0, ¢'(0) = 0. Setze
b, = lRes (i> . (114)
n g

Dann hat

fl) =) bua" (115)

einen positiven Konvergenzradius € und es gilt (f o g)(x) = x fir alle 0 <
lz] < e.
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Beweis. Wir haben

Daraus folgt

Res (1120020) o,

gn

L)) (116)

(117)

Per Induktion nach n kann man zeigen, dass alle Koeffizienten von (fog) —1
gleich null sind. Daher gilt (f o g) = 1, d.h. (f o g)(z) = z. (Fortsetzung

folgt.)

]

Ende Vorlesung 24, 15.01.2015

Sei f(x) = e® — 1. Wir mochten die Gleichung
e —1=x
l6sen, wobei > —1. Zuerst schreiben wir
e =z+1.

Dann ist
y=1In(x +1).

Setzen wir (120]) in (119) ein, erhalten wir

et = 4 4 1,

Wir bilden auf beiden Seiten die Ableitung:

In’(z + 1)@ = 1.

Daraus folgt:
1

In’ 1) = .
n'(z+1) o
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Schreibe 1/(x 4 1) als geometrische Reihe:

o0

+1 = (—x)", fiir 2] < 1. (124)
Xz

n=0

Bilde auf beiden Seiten die Stammfunktion:

o0

1
n(r+1)=c+ )y () " fiir 2| < 1. (125)
=0

In (125]) gilt ¢ = 0, da In(1) = 0. Aus der obigen Gleichung folgt

=1
—D" ) =1+ 2. 126
o (3 ) < (120

Diese Gleichung gilt auch fiir komplexe  mit |z| < 1. Daher kénnen wir in
(126)) « durch iz ersetzen und erhalten fiir || < 1

exp (Z - 1(—1) i “) =1+ix. (127)

n=0

Wir wissen auch, dass
eln|1+zz|+zarctanx —1+iz. (128)

Vergleichen wir die Realteile der linken Seiten von ((127)) und - erhalten

wir

1
InvV1+az2=—-Y —(—2°)" 129
ViR ;:1:2”( 2 (120)
oder dquivalent
=1
In(1+2%) == —(-2*)" 130
n(1-+at) = =30 (130)
Das ist genau die vorherige Formel (125)) mit 2% anstelle von .

Vergleichen wir die Imaginérteile der linken Seiten von ((127)) und ((128)), er-

halten wir

2n+1 2n+1

7 arctan

(131)

n=
00
i Z n 2Tl
2n
n=
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Wir bilden auf beiden Seiten die Ableitung:

= 1
arctan’(z) = ;(—1)7%2" =13 (132)
Ubung. Zeige, dass
= 1 1 1 1
n2)=» ()" =1—-+-——+... 133
n(2) ;< i Stz 3t (133)

Man beachte dabei den Konvergenzradius der Reihe In(1 + z).
Ubung. Zeigen, dass

T o= 1 11 1
tan(l) = — = —1)'=1—-=-4=-==4--- 134
arctan(1) 1 ;Qn—l—l( ) 3+5 7+ (134)
Wir erinnern daran, dass eine Laurentreihe durch
—1 00
Z anx’ + Z anx". (135)
n=—N n=0

gegeben ist. Verschieben wir diese Laurentreihe in den Punkt xy:

_Z an(z — z0)" + Z an(z — )" (136)

Bilde die Stammfunktion:

-2

1 = 1
n:Z_N nt 1bn($ — $0>n+1 + b_1 1n(|x - ZL’0|) + HZ:O n—an(a: - .To)n+1. (137)

Definition 13.17. Ein Polynom p vom Grad d ist gegeben durch
d
p= Z apx™, mit ay # 0, a,, € C. (138)
m=0

Wir schreiben deg(p) = d. Man beachte, dass diese Definition den Fall p = 0
ausschliefft. Aus Bequemlichkeit betrachten wir die Nullfunktion jedoch oft
auch als Polynom. Es kommt auflerdem oft gelegen, den Grad des Nullpoly-
noms als —oo zu definieren. Wir werden im Folgenden nicht weiter auf sich
aus der Existenz dieses Ausnahmefalles ergebende Notationsschwierigkeiten
eingehen.
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Entwicklung eines Polynoms an der Stelle z:

326”_]"’] (z — x0)".

Il
(=
)
3
7
=
~

Dies kann als ein Polynom in (z — x¢) interpretiert werden. Der Grad des
neuen Polynoms ist wieder d, da der hochste Koeffizient wieder ay ist.

Satz 13.18. Ist p ein Polynom vom Grad d und ist p(zo) = 0, so gibt es ein
Polynom p vom Grad d — 1 mit

p(x) = (x = o)p(). (140)

Beweis. Falls g = 0, dann

p(x) = Z ™ mit p(0) = ag = 0. (141)
m=0
Daraus folgt
d—1
p(r) == Z ™ | . (142)
m=0

Falls zg # 0, nehmen wir die Entwicklung von p an der Stelle xy zur Hand
und fithren das gleiche Argument durch. m

Satz 13.19. Fin Polynom vom Grad d hat hochstens d Nullstellen.

Beweis. Induktion nach d. Falls d = 0, dann ist p(x) = ag # 0 und es gibt
keine Nullstellen. Wir nehmen an, dass alle Polynome vom Grad d hochstens
d Nullstellen haben (Induktionsannahme). Sei p ein Polynom mit deg(p) =
d + 1. Falls p mindestens eine Nullstelle xy hat, gilt nach Satz [13.18§],

p(z) = (v — 20)p(2), (143)

wobei p ein Polynom von Grad d ist. Also hat p hochstens d 4+ 1 Nullstellen.
]
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Satz 13.20. Ist p ein Polynom vom Grad d, so gibt es

M
di,dy, ...;dy €N mit » dy =d (144)

m=1

und paarweise verschiedene

1,2, ..., 2y € C, (145)
sowie ¢ € C, sodass
M
p(w) = ¢ [ (& = o). (146)
m=1

Beweis. Nach Hauptsatz der Algebra hat jedes nicht-konstante Polynom
mindestens eine Nullstelle in C. Also brauchen wir nur induktiv den Satz
[13.18 anzuwenden. OJ

Definition 13.21. Eine rationale Funktion r ist gegeben durch
r(z) ==——, (147)

wobei p, q zwei Polynome sind, die keine Nullstellen gemeinsam haben und
q #Z 0. Wir definieren

deg(r) := max{deg(p), deg(q)}. (148)

Satz 13.22. Ist § eine rationale Funktion, so gibt es Polynome p und S mit
deg(p) < deg(q) so dass

P_Pis (149)
q q
Beweis. Induktion nach deg(p). Falls deg(p) < deg(q), dann setzen wir p = p

und S = 0. Falls deg(p) > deg(q

~—

, dann sei

p(x) = Zana:", q(z) = Z bx™. (150)

Wir schreiben

a a
p= p——aNMg  p HpN=Mg (151)

Polynom VO;rGI'ad <N-1 Pol;gom
Teilen wir durch ¢, so steht die gewiinschte Zerlegung da. ]
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Satz 13.23. Ist & eine rationale Funktion mit deg(q) < deg(q) und

M
g=c H (z — 2,) ™. (152)

Definiere Ny
g=c[]@—zm)™, (153)

Dann ezistieren by, € C und Polynom p mit deg(p) < deg(q) so dass

-1
gz 3 by(z— )t +

k=—d1

2|

(154)

Beweis. Durch Verschieben kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemein-
heit annehmen, dass x; = 0. Dann ist % reell analytisch bei z = 0. Deshalb

ist x%lg eine Laurentreihe bei x = 0, also gilt

—1
1p i
e > bt + f, (155)

k=—d;

wobei f eine analytische Funktion bei x = 0 ist. Aus dieser Gleichung folgt

-1
p= 2 batg L4 (156)
k=—d;
—_———
Polynom von Grad <deg(p)

auch ein Polynom

Also definieren wir
PRy (157)

xh

Es ist einfach zu sehen, dass deg(p) < deg(q). O

Ende Vorlesung 25, 20.01.2015

Satz 13.24. Ist § eine rationale Funktion mit komplexzen Koeffizienten, dann
qilt

P
q
m

fiir geeignete Polynome p,p,q,q mit reellen Koeffizienten.
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Beweis. Sei p = a + ib, ¢ = ¢+ id, wobei a,b, c,d Polynome mit reellen
Koeffizienten sind. Dann gilt

a+ib  (a+ib)(c—id) ac+bd+i(bc—ad) ac+bd  bc—ad

c+id  (c+id)(c—id) 2+ d? “erae exae
0

Satz 13.25 (Partialbruchzerlegung). Ist f eine rationale Funktion mit deg(p) <

deg(q), dann gilt
» M -1
5 = Z Z bk’m(l' — l'm)dm

m=1k=—d,,

fiir passende natiirliche Zahlen m, M, dy, . ..,d,, und Koeffizienten by, € C.
Ist dagegen deg(p) > deg(q), dann ist

M -1 K
g = Z Z bem(x — ZBm)dm +c+ Zbkw:vk

m=1k=—dnm, k=1

fiir passende natiirliche Zahlen m, M, K,dy, ..., dy, und by, bk € C. Der
Term Zszl br.oo® heifit der Hauptteil bei oo.

Der Beweis folgt durch Induktion aus Satz (13.23|

Die Partialbruchzerlegung erlaubt uns, Stammfunktionen von rationalen Funk-
tionen zu finden.

Sei f(z) = < : )k Dann ist

T—Tpm,

Sei x,,, = a + b. Falls a > 0, sei

1
g(z) = 3 In((z — a)?® + b*) + 4 arctan :

r—a
Dann gilt
1 1 1 b
/ I 2 . -
Y= s T P ey
(r—a)+ib 1 1




Fiir b # 0 sei

() = 3 In((x — a)? +87) + iarctan (“’ - a> |

Dann gilt
§(x) = rT—a w b 1
T — )2 4 b2 c—a\2 p2
(x —a)>+0b 14 (22)°0
xr—a-+1ib 1

S (r—a)2+b? T,

14 Integrationstechniken

Satz 14.1 (Substitutionsregel). Sei I C R ein Intervall und f: 1 — R eine
stetige Funktion. Auferdem sei ¢ : |a,b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion mit p([a,b]) C I. Dann gilt

©(b)

b
/ fowpwi= [ s

wla

Man beachte insbesondere, dass es nicht notwendig ist, dass ¢ injektiv oder
gar bijektiv ist.

Satz 14.2 (Partielle Integration). Seien f, g : [a,b] — R zwei stetig differen-
zierbare Funktionen. Dann gilt

| 1@ @i = @l - [ Fagtes

Dabei ist f(x)g(x)|" eine abkiirzende Schreibweise fiir f(b)g(b) — f(a)g(a).

Beweis. Dies folgt aus der Produktregel und dem Hauptsatz der Infinitesi-
malrechnung. Die Details bleiben dem Leser iiberlassen. O]

Beide Satze gelten auch unter wesentlich schwécheren Voraussetzungen an die
jeweils beteiligten Funktionen. Dann werden die Beweise jedoch entsprechend
aufwendiger.

Beweis der Substitutionsregel. Sei F' eine Stammfunktion von f, d.h. F/ = f.
Fir Foy: [a,b] — R gilt nach Kettenregel

(Fro)(t) = F'(p(t)#'(t) = fo(t)¢(t).
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Daraus folgt nach Hauptsatz der Infinitesimalrechnung;:
b b
/ Fle(®)e (t)dt = / (Frop)(t)dt = F(p(b) — F(p(a))
o (b) @ (b)
= / F'(t)dt = / f(t)dt.
o(a) w(a)
]

Beispiele. Im Folgenden seien die beteiligten Funktionen stets so gewéhlt,
dass sie die Voraussetzungen der obigen Satze erfiillen.

(B1) Aus der Substitutionsregel folgt die folgende Regel zur Integration ver-
schobener Funktionen:
b b+c
/ Flt+c)dt = Ft)dt.
a a+c
Hier ist ¢(t) =t + ¢, also ¢/(t) = 1.

(B2) Sei ¢ # 0 eine Konstante. Das Integral einer um den Faktor ¢ gestauch-
ten bzw. gestreckten Funktion ist gegeben durch

b 1 be
/ flet)dt = - f(et)dt.
a c ac
Dabei ist ¢(t) = ct und daher ¢'(t) = c.

(B3) Wir kénnen die Substitution auch mit einer nicht-injektiven Funktion
durchfiihren, z.B. p(t) = t*. Es gilt

b 1 b?
/tf(t2)dt:§ f(2)dz.

a

(B4) Sei [a,b] C (—%,%). Mit ¢(t) = sin(t), f(z) = 1/ gilt dann

’ B b sin(t) o by (t) - b /
/a tan(t)dt = /a cos(1) dt = /a o) dt = /a flo)' (t)dt
- COS(b) l v — —ln(r cos(b) —In COS(G)
- /cos(a> P () lcona = (cos(b)) '
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(B5) Sei 0 < a < b < co. Durch partielle Integration kénnen wir den Loga-
rithmus integrieren. Sei f(z) = In(z) und g(x) = x. Dann ist

b

/ab In(z)dr = /ab f(x)g (x)dz = z1n(z)]} — / (In(z))'zdz

a

=bIn(b) — aln(a) — /b ldz = bln(b) —aln(a) — b+ a.

(B6) Fiir m,n € N gilt

- 2r, n=m =0,
/ cos(nzx)cos(mzx)dr =<, n=m#0,
o 0, n#m.

Eine Interpretation dieser Gleichung ist, dass die Funktionen {cos(nx)} or-
thogonal zueinander sind. Dies wird an spéterer Stelle noch eine Rolle spielen.
Der Beweis erfolgt durch zweimalige partielle Integration.

(B7) Partielle Integration erlaubt auch die Auswertung des Wallis’schen In-

tegrals:
/2 135 2n-1

. T 2246 2n

Diese Formel hat verschiedene Anwendungen. Wir geben drei Beispiele.

e (Stirling’sche Formel) Es gilt
n! ~V2mn <2>n
e

wobei a, ~ b, bedeutet, dass lim,, o, 3> = 1. Wenn wir bereits wissen,
n

dass nAn
n! ~vCn (—)
e
gilt, dann kénnen wir mithilfe des Wallis’schen Integrals zeigen, dass
C = 2m ist.

e (Beta-Funktion) Seien x,y > 0. Die Beta-Funktion ist definiert als

B(z,y) :/0 1 =) ldt = %

wobei I'(z) = [[¥t*"'e~'dt die Gamma-Funktion bezeichnet. Es gilt

die Formel . .
om (121, 1) LI

2 2 72 or (2 +1)
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e (Gauss’sches Integral) Es gilt

/ e dy = ﬁ
0 2

Wir besprechen noch eine weitere Anwendung der partiellen Integration.

Lemma 14.3 (Riemann-Lebesgue). Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar.
Fir k € N definiere

b
F(k) = / f(z)sin(kz)dz.
Dann gilt lem F(k)=0.

Die Aussage des Riemann-Lebesgue Lemmas lésst sich gut anhand eines Bil-
des illustrieren.

Fiir grofler werdendes k oszilliert die Funktion sin(kz) immer schneller im
Vergleich zur Funktion f, die iiber eine Sinusperiode hinweg fiir sehr grofles
k anndhernd konstant ist und im Integral somit zunehmend verschwindet.

Beweis des Lemmas. Fiir k # 0 ergibt sich durch partielle Integration

|

cos(kx) b
) - E/a f(x) cos(kz)dz.

k

F(k) = —f(z)

Da f, f’ auf [a, b] stetig sind, existiert ein 0 < M < oo mit
[f(@)] <M, |f(x)] <M, x€lab].

Es folgt
2M  M(b— 0o
B < ==+ <k @) kg
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Anwendung. Mit dem Riemann-Lebesgue Lemma lédsst sich die folgende
Formel beweisen:

- -
Zsmé T T ; ~ fiir x € (0, 27).

00
k=1

Fiir x = 7 folgt daraus die Leibniz-Formel

Ende Vorlesung 26, 22.01.2015

15 Metrische Riaume

Definition 15.1. Ein metrischer Raum ist eine Menge X mit einer Funktion
d: X x X — X mit den Eigenschaften

1. Ve e X,Vy € X :d(z,y) = d(y, x), (Symmetrie)
2. d(z,y) =0 <= z =y, (Definitheit)
3. d(z,y) < d(x,z)+d(y, z). (Dreiecksungleichung)
Beispiel. 1. X =R mit d(z,y) = |z — y|.
2. X = Cmitd(z,y) = |r—y| oder d(a+1ib, c+id) = max{|a—c|, |b—d|}.

Bemerkung. Gibt es auf X eine additive Struktur (Kommutativgesetz, As-
soziativgesetz, Ausloschungsgesetz und Einheitselement), dann verlangt man
oft Vertréaglichkeit

d(z,y) =d(x + z,y + 2). (158)

Hat X zusétzlich additive Inverse, so ist
d(z,y) =d(z —y,0) =: |z —y]. (159)

Man kann also die Abstandsfunktion in diesem Fall mithilfe einer Betrags-
funktion ausdriicken, wie schon in den obigen Beispielen gesehen. Die metri-
schen Eigenschaften formalisieren sich dann fiir | - | wie folgt
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3. |z 4yl <l +yl.
Definition 15.2. Eine Folge = : N — X heifit konvergent gegen a € X, falls

lim sup d(x,,,a) = 0. (160)

n—oo

Satz 15.3. Jede Folge hat hichstens einen Grenzwert.

Beweis. Seien a,b € X mit

limsup d(z,,a) =0 (161)
n—oo
und
lim sup d(zy,, b) = 0. (162)
n—oo
Dann gilt fiir alle n,
d(a,b) < d(xp,a)+ d(b, z,). (163)

Durch Anwenden von limsup auf beiden Seiten erhalten wir d(a,b) =0. O

Beispiel. X = X mit d(z,y) = |x — y|. Auf X haben wir nun im Prinzip
zwei Konvergenzbegriffe definiert. Der alte Konvergenzbegriff war

limsup z, < a < liminf z,. (164)
Der neue Konvergenzbegriff ist
limsup |z, —a| = 0. (165)
Beide sind aber dquivalent, da man leicht sieht dass beide dquivalent sind zu
Ve>0,dnVm>n:a<zxz,+ecNhNz,<a-+e.

Satz 15.4. Falls {x,} gegen a konvergiert und {y,} gegen b, dann konvergiert
d(xy,yn) gegen d(a,b).

Beweis. Wir zeigen die zwei Ungleichungen von ([164)). Zuerst,
lim sup d(xy, y,) < limsup(d(z,,a)+ d(a,b) +d(b,y,)) < d(a,b). (166)
Fiir die andere Ungleichung, beobachte dass fiir alle n:

d(a,b) < d(@n, Yn) + d(xn, a) + d(b, yy). (167)
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Fir alle m und n > m gilt:

d(a,b) < d(zn,yn) + sup d(zx, a) + sup d(ys, ). (168)

k>m k>m

Also haben wir

d(a,b) < igf d(xp, yn) + sup d(zy, a) + sup d(yg, b). (169)

n k>m k>m
Grenzwertbildung auf beiden Seiten fiihrt zu

d(a,b) <liminf d(x,, y,)+lim sup d(zy, a)+lim sup d(yx, b) < liminf d(z,, y,).

(170)
O

Definition 15.5. Eine Folge {xz,} heifit Cauchy-Folge, falls
lim sup lim sup d(z,,, ©,,,) = 0. (171)

n m

Satz 15.6. Jede konvergent Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei {x,} eine Folge, die gegen x konvergiert. Nach dem vorigen Satz
zweimal angewendet:

lim sup lim sup d(z,,, ©,,) = limsup d(z,,, z) = d(z,x) = 0. (172)

n m n

]

Die Umkehrung des Satzes ist im Allgemeinen falsch. Betrachte zum Beispiel
den metrischen Raum der dyadischen Zahlen Y.

Definition 15.7. Ein metrischer Raum heifit vollstdndig, falls jede Cauchy-
Folge gegen ein Element in dem Raum konvergiert.

Beispiel. X, R und C sind vollstédndig, Y ist es nicht.

Sei D C R und X die Menge der beschrankten Funktionen f : D — C mit
Betrag

£l 1= sup £ (z)] < o0 (173

und Abstand
1f = gllec =2 d(f,9). (174)

Damit ist X ein metrischer Raum:
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L fllse = Il = flloo folgt aus | f(z)| = | — f(z)].
2. [flloo=0 <= VzeD: f(z)=0.

3. + glloo = sup,ep |f(x) + 9(2)| < sup,ep [f(2)] + sup,ep lg(z)] <
[1flloe + 1191l oo-

Vollsténdigkeit von X: sei {f,} eine Cauchy-Folge und sei x € D. Dann ist
{fn(z)} eine Cauchy-Folge, da

limsup limsup | f,,(z) — fi(2)] < limsuplimsup || f, — finlleo = 0. (175)

m

Also Jy € C (weil C vollstandig ist):
lim sup d( f,(z),y) = 0. (176)
Nach Auswahlaxiom gibt es ein f: D — C mit

limnsup |fulz) — f(z)] = 0. (177)

Nach Konstruktion ist es einfach zu sehen, dass f beschrankt ist. Aulerdem
haben wir

lim sup |fu = fllec = limsupsup |f,(z) — f(z)

n

— lim sup supsep lmsup | fo(z) — fon(2)

on ‘ m (178)
< limsup limsup sup | f,,(z) — fin ()]
n m xzeD

< limsup limsup || f, = finllo = 0.
n m

Daher ist X vollstandig.

Satz 15.8. Definiere Y als den Raum der stetigen beschrdankten Funktionen
von D nach C mit Betrag || - ||, dann ist'Y auch vollstindig.

Erinnerung: f heiflt stetig, falls Vx € D, Ve > 0,36 > 0 :
VyeD, |z —yl<d:[f(z) - fy)| <e (179)

Beweis. Sei {f,} eine Cauchy-Folge in Y. Nach dem vorigen Satz gibt es ein
f € X mit
limsup || fr = flloc = 0. (180)

n
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Zu zeigen ist, dass f stetig ist: seien € D und £ > 0 gegeben und wéhle n
so, dass

If = fulls < /3. (181)
Waihle 0 so, dass
Vy e D,z —yl <d:|fuly) — fulz)] <e/3. (182)

Dann gilt

[f(@) = FW < (@) = fal@)| + | falz) = fa)] + | fny) — f(y)]
<e/3+4+¢/3+¢/3<e.

Man bezeichnet Y auch mit C'(D, C).

Bemerkung. Jetzt gibt es auch zwei Konvergenzbegriffe fiir X bzw. Y. Der
alte Begriff ist punktweise: lim,,_,, f, = f falls

Vo lim f,(z) = f(z). (183)
n—oo
Der neue Begriff ist Konvergenz in der || - ||oo-Norm: lim,, ., f, = f falls
limsup || fy — flloo = 0. (184)

Diese zwei Begriffe sind verschieden.

Beispiel.
0 falls x < 0;
folz) =< n-z falls 0 <z < 1/n;
1 falls z > 1/n.

Der punktweise Grenzwert ist

0 falls x <0
Jw) = {1 falls 2 > 0.

Wir behaupten, dass
Hm (| f, — flleo # 0. (185)

Ansonsten miisste der Grenzwert f nach Satz [I5.§] stetig sein. Aber f ist
nicht stetig bei z = 0.

Ende Vorlesung 27, 27.01.2015
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16 Stetige Funktionen und Stone-Weierstraf]

Im Folgenden sei D C R.

Definition 16.1. Seien f,, f : D — C fiir n € N Funktionen. Wir sagen,
dass die Folge f,

e punktweise gegen f konvergiert, wenn

Ve € DVe > 03dn € NVm >n: |fn(x) — f(z)] < e, und

o gleichmdj$ig gegen f konvergiert, wenn

Ve >03n e NVx € DVm >n: |fm(z) — f(x)] <e.

Die punktweise Konvergenz ist dquivalent zu

Vo € D limsup |f,(z) — f(z)] = 0.

n—oo

Gleichméssige Konvergenz driicken wir mit dem Normsymbol || - ||o aus:

limsup || f, — flloo = 0.

n—o0

Man beachte, dass diese Aussagen jeweils die entsprechenden Aussagen mit
lim statt lim sup implizieren, da der liminf stets kleiner-gleich dem lim sup
ist. Die lim sup Formulierung hat jedoch den Vorteil, dass sie formal schwécher
und somit einfacher zu beweisen ist.

Der Unterschied der Definitionen liegt in der Reihenfolge der Quantoren. Bei
der gleichméfligen Konvergenz verlangen, wir dass das es fiir jedes € ein n
unabhéngig von x € D, man sagt auch gleichmdssig in x € D, gibt, wahrend
bei der punktweisen Konvergenz in jedem Punkt z ein anderes n gewahlt
werden darf. Man beachte, dass der gleichméssige Konvergenzbegriff wesent-
lich vom Definitionsbereich D abhéngt.

Beispiel. Potenzreihen mit Konvergenzradius R konvergieren punktweise
fir 0 < |z| < R und gleichmiéssig fiir 0 < |z| < r < R bei fest gewdhltem
r. Potenzreihen konvergieren im Allgemeinen nicht gleichméssig auf ganz
0<|z| <R.

Der Begriff der Gleichmaéssigkeit ist ein vielerorts auftretendes Thema in der
Mathematik. Er hiangt stets mit Vertauschung von Quantoren zusammen.
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Definition 16.2. Eine Funktion f : D — C heifit

e gleichmidssig stetig, falls

Ve>030 >0Ve e DYy e D, |ly—z| <0: |f(y) — f(z)| <e.

Zur Erinnerung: f ist

e stetig, falls

Vee DVe > 030 >0Vy e D, |ly—x| <0: |f(y) — flz)] <e.

Die gleichmaéssige Stetigkeit hingt ab vom Bereich D, auf dem wir die Funkti-
on betrachten Gleichméssig stetige Funktionen sind immer stetig. Umgekehrt
ist dies im Allgemeinen nicht der Fall.

Beispiel. Sei f : R — C gegeben durch f(z) = e’

Re f(z)

Die Funktion f ist reell analytisch, also auch stetig. Jedoch ist sie nicht
gleichméssig stetig. Um dies zu zeigen, setze ¢ = 1 und sei § > 0 gegeben.
Sei x = 757! und y = V22 + 7. Dann gilt

oyl = — = T T_
|z —y|=Vva?+m x—\/m+x<x—5und

eV — | = | — 7| = el — 1| =2>1=e. O
Satz 16.3. Jede stetige Funktion f : [a,b] — C ist gleichmdssig stetig.

Dies ist moglich aufgrund der Heine-Borel Eigenschaft von [a,b]. Man ver-
gleiche dies mit dem Beispiel.

Beweis. Durch Widerspruch. Annahme:
Je > 0V6 > 03z € [a,b] Ty € [a,b], [y —x| <d: |f(y) — f(z)| > e

Sei € wie in der Annahme. Fiir n € N, n > 1 wéhle 6 = 4,, = % Seien x,,, Y,
wie in der Annahme, d.h. |z,, — y,| < 6, und |f(z,) — f(yn)| > €. Nach dem
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Satz von Heine-Borel gibt es eine konvergente Teilfolge x,, mit Grenzwert
x € [a,b]. Wir zeigen:

&' > 0Vd' > 03y € [a,b], |y — x| <8 : |f(y) — f(z)| > €.

Dies steht im Widerspruch zur Stetigkeit von f, also sind wir fertig, wenn
wir das bewiesen haben. Setze ¢’ = £ und sei ¢’ > 0 gegeben. Wihle m grof
genug mit |z, —z| < %/ und - < %/. Es gilt

20’
|ynm —ZE| = |ynm - xnm| + |Inm _$| < ? < 4.

Auflerdem ist
e < f W) — f(@n, )| < 1f(Yn) — F@)| [ f(2) = f(20,,)]

Also ist mindestens einer der beiden Summanden auf der rechten Seite grofier
als £. Wihle dementsprechend y = y,,, oder y =y, . O]

Satz 16.4 (Stone-Weierstrafl). Sei f : [a,b] — C und € > 0. Dann existiert
ein Polynom g mit || f — gl < €.

Der Satz besagt, dass die Menge der Polynome dicht im metrischen Raum
C([a,b],C) der stetigen Funktionen auf [a, b] ist.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit arbeiten wir auf dem Inter-
vall [-N, N] (fur N grof§ genug ist [a,b] C [-N, N]). Der Beweis erfolgt
in zwei Schritten. Zunéchst zeigen wir, dass wir lineare Splines durch Po-
lynome im Sinne des Satzes approximieren kénnen. Ein linearer Spline mit
n Stiitzstellen ist eine stiickweise lineare, stetige Funktion, wobei n + 1 die
Anzahl der linearen Teilstiicke ist (siehe Bild).

Dann geniigt es zu zeigen, dass stetige Funktionen durch lineare Splines ap-
proximiert werden kénnen, um den Satz zu beweisen.

Die wesentliche Zutat fiir den ersten Schritt ist die Approximation der Be-
tragsfunktion durch Polynome. Dazu definieren wir drei reell analytische

Hilfsfunktionen:
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fi(x) = an —1)"2",

OO

1 1
n'2n+1

( 1)nx2n+1

9

OO

1 1
/e dsdt = (—1)"z®"t2,
0

— n' (2n+1)(2n + 2)

o\

Man bemerke, dass f; und f3 gerade sind und f; ungerade ist. Die Taylor-
polynome von fi, fo, f3 haben allesamt Konvergenzradius co. Also gibt es
fiir alle e > 0 und N > 0 Polynome (nidmliche gerade die abgeschnittenen
Taylorreihen) g, g2, g3 mit

1fj = gillLee-nny == sup  [fj(x) — gj(2)| <e.
z€[—N,N]

Dabei ist die Notation || - ||z (j—n,n}) zur Verdeutlichung der Abhéngigkeit
von N gewéhlt.

Die Idee ist, dass f3 der Betragsfunktion dhnlich sieht. Dies driickt die fol-
gende Abschétzung aus.

Behauptung. Es gibt a,b > 0 mit
ar —b < f3(z) < ax fir z > 0.

Beweis der Behauptung. Es gilt 0 < e~ < e - e~*. Durch Integration erhal-
ten wir N .
0< / e dt < e/ eldt =e(l—e ™) <e.
0 0

Da fox e~ dt auBerdem monoton wachsend ist, existiert der Grenzwert
xX

lim e dt =

T—00 0

Weiter gilt

x Yy Yy
a— / e dt = lim et dt < lim e-eldt=e-e%.
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Also gilt
a—e-e "< folx) <a.

Durch Integration gelangen wir zu
ar —e+e-e < f3(x) <ax.
Dae-e ™ > 0 folgt die Behauptung mit b = e. O]

Daraus folgt: es gibt fiir alle ¢ > 0, N > 0 ein gerades Polynom ¢ mit
VO<z<N:ar—e<g(z)<ar+e.

Waéhle ndmlich M grofl genug, sodass Me > 2e und sei g ein Polynom mit
I f3 = Gll oo (—mw,pny < 1. Dann setze g(xz) = M~'g(Mx). Es gilt

laz — g(z)| = M 'a - (Mz) — g(Mz)|
<M Ya- (Mz) — fs(Mzx)| + |fs(Mz) — g(Mz)]|)
<M e+l <e.

Da g gerade ist gilt eine entsprechende Abschétzung fiir negative x (dabei
muss natiirlich x durch |z| ersetzt werden). Also kénnen wir jetzt die Betrags-
funktion durch Polynome approximieren. Wir behaupten, dass wir dann auch
lineare Splines mit n Stiitzstellen approximieren kénnen. Der Beweis erfolgt
durch Induktion nach n. Némlich wihlt man eine Funktion f(z) = |z — 1|
so, dass f — f nur noch eine Stiitzstelle weniger hat. Dabei bezeichnet x;
eine Stiitzstelle und a einen passenden Parameter. Dann kann man die In-
duktionsannahme und die Approximierbarkeit der Betragsfunktion auf die
Zerlegung f = (f — f) + f anwenden. Die Details, d.h. hauptsiichlich die
korrekte Wahl des Parameters a, bleiben dem Leser iiberlassen.

Behauptung. Fiir alle f € C([—N, N], C) existiert ein linearer Spline g mit

1f = glle-nny < e

Beweis der Behauptung. Nach dem vorherigen Satz ist f gleichméssig stetig:
es gilt
€

Ve > 030 > 0Va,y € [=N,NJ|, [z —y| <d: |f(z) - f(y)] < 5

(186)

Wiihle k, sodass 27% < g. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes lineares
Spline g auf [N, N] zu den Stiitzstellen n - 2% (wobei n die natiirlichen
Zahlen von —2*N bis 2* N durchliuft), sodass g(n27%) = f(n27%) gilt. Da
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auch g gleichméssig stetig ist, gilt (186]) auch fiir g. Nun sei zu gegebenem &
ein § so gewéhlt, dass es ((186]) sowohl fiir f, als auch fiir ¢ erfiillt (man wéhle
jeweils ein § fiir f und fiir ¢ und nehme dann das Groflere der Beiden). Dann
gilt nach der Dreiecksungleichung

l9(2) = f(@)] < lg(z) — g(n27")| + [ f(n2™") — f(2)] <

+ - =c.

DO ™
| ™

Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen.

Ende Vorlesung 28, 29.01.2015

Mit Dichtheitsaussagen wie dem Satz von Stone-Weierstral kann man oft
Sétze die in dem dichten Teilraum gelten iibertragen auf den ganzen Raum.
Notwendig dazu ist dass sich alle Begriffe, die in dem satz auftreten, sich ste-
tig in der benutzten Metrik verhalten. Wir zeigen einige Beispiele, zunéchst
die Konvergenz der rechtsseitigen Riemannschen Summen, die wir als fiier
Polynome oder sogar reell analytische Funktionen als bewiesen ansehen und
auf stetige Funktionen {ibertragen wollen.

Satz 16.5. Sei f : [a,b] — C stetig, dann konvergiert die Folge

ok

Rk:Zb;af(a+<b—a)%>. (187)
Beweis. Setze )
f(z) = fla+ (b—a)z), (188)

dann ist f : 10,1] — C, und f is stetig genau dann wenn f stetig ist. Nach
Definition von Ry, gilt

(b—a)Ri(f) = Bi(f). (189)

Durch Anwendung dieser Transformation kénnen wir O.B.d.A. annehmen ass
a = 0,b = 1. Wir brauchen nur zu zeigen, dass Ry eine Cauchy-Folge ist. Sei
e > 0, wihle ein Polynom g mit

If = gllze(o.1) < €/3. (190)

Waéhle ng so dass Vn, m > 0:

| Ung _Umg| < 6/3 (191)
R
=hing
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Dann Vn,m > ng gilt

=1 =11 =111

Fiir den Term [ erhalten wir

I_2k1n n<2k111 103
—\;?(f(?)—g(?))|_;ﬁ'g<; (193)

Fiir den Term 11, nach (191)) es gilt dass I1 < ¢/3. Die Abschétzung fiir den
Term 11 is genau wie fiir den Term 1. 0

Nach dem vorigen Satz kénnen wir Integrale stetiger Funktionen definieren

/ Kot = lim B . (194)

Satz 16.6. Seien f,g:[0,1] — C stetig, dann gilt

| / f(t)dt - / F@)dt] < [1f - gl (195)

Bemerkung. Eine Funktion 7' : M — M’ wobei M, M’ zwei metrische
Réaume sind, heift Lipschitz oder Lipschitz-stetig, falls 3¢ > 0 mit

Ve,y e M d(T(x), T(y)) < cd(z,y). (196)

Beweis. Nach Definition

2k

1 n n
Ref = Regl < 30 2 1f ) = 9GOl < If —glloer (197)
n=1
also
[lim Ref — lim Rg| < |1f = e (198)

]

Wir iibertargen einen weitere Sachverhalte von reell analytischen Funktionen
auf stetige Funktionen.

Satz 16.7. Seien f : [a,c] — C stetig und b € (a,c), dann gilt

/abf(t)dt + /bcf(t)dt = /acf(t)dt. (199)
1

73



Beweis. Sei € > 0, wihle g ein Polynom mit

If = glle <€/3. (200)
Dann gilt

I/Cf—/bf—/cfl
<y/ / /m+vrngH/j'gH{/f

9)l
<(e— a)e/3 <(b— a)e/3 6/3
(201)
WEeil € beliebig klein sein kann, ist die linke Seite von (201)) null. O

Satz 16.8 (Hauptsatz Teil I). Sei f : [a,b] — C stetig, definiere F : [a,b] —
C durch

= / f(t)dt. (202)
Dann fir alle x € [a,b], F ist differenzierbar an der Stelle x, mit
F'(z) = f(x). (203)

Beweis. Wir miissen zeigen, dass Vz, Ve > 0,39 > 0 so dass Vy mit |y—z| < 9,
gilt

[F(y) — F(x) = f(2)(y —z)| < ely — =], (204)
Sei € gegeben, wihle Polynom g mit
If = gllec < €/3. (205)

The entsprechende Abschitzung (204)) ist schon gezeigt fiir Polynome g,

[ sttt [ ot < S-al. @00

Ferner gilt

F(y) - F(z) — f( —:v|<|/ dt—/ g(t)dt — g(a)(y — )|
+¢/)f 9) /(f—gn+mu»—f@my—ﬂ
< gly =+ 1S = gllely — 2l 4117 = gllocly — ] < cly — 2.
(207)
L]
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Satz 16.9. Sei f : [a,b] — C differenzierbar an jeder Stelle x € [a,b]. Sei
f'(x) =0 fir alle x € [a,b], dann gilt

f(z) = f(a),Vz € [a,]. (208)

Beweis. Angenommen dass 3z : f(z) # f(a). O.B.d.A. f(x) > f(a), der Fall
f(z) < f(a) wird analog gezeigt. Wir setzen ag := 0 und by := x. Wir wissen

dass entweder
f(bo) - f(aDQLbO) > f(bo) - f(ao)

209
bo— g T bo—ag (209)
oder "
ao+bo) __ b)) —
L —ao bo — ao
Falls (209) gilt, definieren wir
b
ap .= a/[)‘?i‘ O,bl = bo. (211)
Falls (210)) gilt, definieren wir
b
aj = ag, by == Go * 2 (212)

2

Wir iterieren diese Konstruktion und erhalten rekursiv Folgen a,, und b,, mit

F(ba) = flan) () = fla)

21
b, — an, - T —a (213)
Nach Heine-Borel, 3y € [a, b] so dass
lim a, = y. (214)
n—oo
Nach (213)) kann man fiir alle n zeigen
Yy — ap r—a
oder )
b, — vy r—a
Es folgt
f(x) — f(a)
"(y) > 227 21
fly) =z ——— (217)
im Widerspruch zu f’(y) = 0. O
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Satz 16.10 (Hauptsatz Teil II). Sei F': [a,b] — C stetig differenzierbar, d.h.
Vo € [a,b], AF'(x) und F' ist stetig. Setze f := F', dann gilt

/ " Ft)dt = Fx) — F(a), (218)
Beweis. Setze N
Fla) = / £Vt (219)

Zeige per €/3 Argument, dass

(F(x) - F@:))’ ~0. (220)

Dann nach dem vorigen Satz, F = F. [

Implizit taucht in dem letzten Satz der Raum der stetig differenzierbaren
Funktionen F': [a,b] — C auf. Dieser hat die natiirliche Metrik

d(F,G) = |(F = G)(a)| + |F = G|l - (221)

Er ist ein vollstdndig metrische Raum. Polynome sind dicht in diesem Raum,
wie man leicht mithilfe des Satzes von Stone-Weierstralbeweist.

17 Fouriersche Reihen
Wir betrachten die Riemannsche Sphiére
S? = {(a,b,c) €R®: a®> + b* 4+ * = 1}. (222)

Es gibt eine Bijektion fC — 5%\ {(0,0,1)}, die wie folgt gegeben ist. Fiir
a + ib € C verbinden wir die zwei Punkten (0,0, 1) und (a,b,0) durch eine
Gerade. Den (eindeutigen) Schnittpunkt dieser Geraden mit S? \ {(0,0,1)}
nennen wir f(a + ib). Wir kénnen den Schnittpunkt auch leicht explizit an-
geben: er ist ndmlich von der Form

Aa,b,0) + (1 —X)(0,0,1). (223)
mit A € R. Es gilt
Na? + N0+ 120+ )\ = 1. (224)
Daraus folgt
2
A 2 9295
a?+b2+1’ (225)
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also

fa+ib) 2a 2b a?+ b -1

a 1 = .
A+ +1a®+02+1a?+02+1

Die Funktion g : C — C mit

(226)

9(z) =z (227)

entspricht einerseits einer Spiegelung der komplexen Ebene an der reellen
Achse, andererseits aber auch einer Spiegelung der Riemannschen Sphére
an der Ebene y = 0. Etwas komplizierter zu sehen ist, dass die Funktion

g:C\ {0} - C\ {0} mit 1
9(2) = = (228)

einer Spiegelung von 5%\ {(0,0,1), (0,0, —1)} an der Ebene {(z,y,2) : 2 = 0}
entspricht. Wir haben néamlich fiir z = a + b

1 a+1b
" 22
z a4+’ (229)
1 2a 2b 1—a?—b?
fl=)= - . ' . ' 5 ) (230)
z a?+024+1"a2+024+1"a2+0241

Allgemeiner sieht man dass wlle Drehungen der Riemannschen Sphére ent-
sprechen einer komplexen Abbildung der Form

az+b

z —
cz+d

(231)

entsprechen, wir iiberlassen dies als Ubung.
Durch Zusammensetzen zweier Spiegelungen sieht man, dass die Funktion
g:C\ {0} - C\ {0} mit
1
9(2) = =
einer Drehung von S? \ {(0,0,1),(0,0,—1)}um die Achse y = z = 0 ent-
spricht mit dem Drehwinkel 7. Dies verdeutlicht eine elegante Symmetrie
der komplexen Zahlen unter der Abbildung z — 271

Wir erinnern uns, dass eine Laurentreihe gegeben ist durch

i anz". (233)

n=—m

(232)

Mithilfe der Abbildung z — 1/z koénnen wir auch Reihen der Form

i an 2" (234)

n=—0oo
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erhalten. Wenn die Reihen (233]) und (234)) einen Konvergenzradius grofier
als eins haben, dann ist

> " (235)
fiir |z| = 1 wohldefiniert. Eine solche Reihe (235)) fiir |z| = 1 heifit Fourier-
sche Reihe. Ein spannender Grenzfall ist, wenn beide obigen Reihen gerade
Konvergenzradius 1 haben, dann kann doe Fourierreihe konvergieren, muss
aber nicht.

Ende Vorlesung 29, 03.02.2015

Wir betrachten Laurent-Polynome der Form

N

g(z) = Z anz"

n=—N

auf dem Einheitskreis T = {z € C : |z| = 1}. Die Funktion g kann auch als
eine Funktion f : R — C betrachtet werden:

N
fe) = o) = 3 anen
n=—N

Es gilt f(¢+27m) = f(p), f ist 2m-periodisch und daher eindeutig bestimmt
durch die Werte f(y) fiir ¢ € [—m,7) bzw. ¢ € [0,27). Mithilfe der Euler-
schen Formel kénnen wir f auch als trigonometrisches Polynom schreiben,
d.h. als Linearkombination der Funktionen cos(nz), sin(nz):

N

fle) = an(cos(ng) + isin(ny))
n=—N
N N
=aop+ Z (an + a_y) cos(ny) + i Z (an — a_y)sin(ny)
n=1 —"b n=1 Y
Es gilt
1 c 1 c
n— 35 bn _")7 —n:_<bn__n>
¢ 2 < + 1 “ 2 )
Beispiel. Fiir N € N sei
N
Dy (p) = Z e’
n=—N
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Diese Folge trigonometrischer Polynome wird als Folge der Dirichlet-Kerne
bezeichnet. Es gilt analog zum Summationstrick fiir geometrische Reihen:

Dy(p)e’s — Dy(p)e™F = N 2)e — =i+
und daher ist
N +HDe _ iN+He  sin((N + 1))

D = " - =
v (%) els — e7i% sin(lg)

falls €? # 1. Falls andererseits €¥ = 1 gilt, dann ist

N
Dn(yp) = Z 1" = 2N + 1.

| Y

TWUTYVTvY

sin(%go)
- n
i Vi ‘ Vi ]
DN(@)

N
Sei f(p) = > ane™" ein trigonometrisches Polynom. Die Ableitung ist

n—
wieder ein trigonometrisches Polynom:

N

() = Z anine’ ™.

n=—N

Falls ag = 0, ist auch die Stammfunktion wieder ein trigonometrisches Poly-

nom:
N
1 wpn
= E ap—€
m
n=—N

Falls ag # 0 verlassen wir durch Stammfunktionbildung die Klasse der trigo-
nometrischen Polynome.
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Ubung. Falls f : R — C eine 2r-periodische Funktion ist, so gilt

2m 27+
dt = dt.
[ ra / Ft)dt

Es sei I = fo% e dt. Dann gilt

27+ 2m 2m
I — / et gy — / em(ercp)dS _ emtp/ ALY PRSI §
© 0 0

Also ist I(1 —e™?) = 0. Falls n # 0, ist also I(1 —¢') = 0, d.h.

27 ]
/ e™dt = 0.
0

Damit konnen wir das Integral eines trigonometrischen Polynoms iiber [0, 27]

berechnen:
27 N ) 27
/ Z a,e™dt :/ aopdt = 2may.
0 TN 0

Satz 17.1 (Stone-Weierstral). Die Menge der trigonometrischen Polynome
st dicht im Raum der 2m-periodischen, stetigen Funktionen f : R — C mit
der Metrik || f — g|oo-

Beweisskizze. Der Beweis erfolgt dhnlich wie der Beweis des entsprechenden
Satzes fiir Polynome. Es geniigt zu zeigen, dass lineare Splines durch trigono-
metrische Polynome approximiert werden kénnen. Wir definieren zuerst eine
positive um 0 zentrierte Funktion durch

Fa(¢) = 5 Dxl9)* = 5 (ZN ) ( 2. ’”)

n=-— m=—N
% ON +1—2[n| ...
= —_ ¢
ey 2N +1

=:bp,

2
Es gilt [ Fy(t)dt = 2wby = 27. Insbesondere ist das Integral unabhéngig von

0
N. Weiter gilt fiir 0 < € < ¢ < 7 die Abschétzung

1 1

Fylp) <
N(#) < 5N (sin£)?’
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d.h. Fiy wird klein bei Entfernung vom Ursprung. Durch Subtrahieren eines
um ein gewisses g verschobenen Fj erhalten wir eine Funktion mit ver-
schwindendem Integral:

Fn(p) = Fn(o — @o).

Durch zweimaliges Integrieren dieser Funktion erhalten wir gute Approxi-
mationen fiir eine stetige, stiickweise lineare 27-periodische Funktion mit
Stiitzpunkten 0, ¢g, die nicht identisch gleich Null ist. Per Induktion l&sst
sich nun beweisen, dass jede stetige stiickweise lineare 27-periodische Funk-
tion durch trigonometrische Polynome approximiert werden kann. O]

Satz 17.2. Sei f : R — C eine stetige, 2mw-periodische Funktion und sei

Nm
Pm(@): Z am,neinw
=—Nm

eine Folge von trigonometrischen Polynomen mat

limsup || f — Pulleo = 0.

n—oo

Dann gilt
1 2

lim a,,, = —
m—o00 ’ 2 0

f(t)e "dt.

Der Beweis dieses Satzes ist eine Ubungsaufgabe.
Sei f: R — C eine stetige, 2m-periodische Funktion.

Definition 17.3. Die Zahlen
1 2w )
n= = t)e "Mdt
=g [ (0
heiflen die Fourier-Koeffizienten von f.

Seien a,, die Fourier-Koeffizienten von f. Dann konvergiert die Reihe

N
Z anemt
n=—N
im Allgemeinen nicht gegen f, weder im gleichméfigen, noch im punktweisen
Sinne. Allerdings konvergiert die Reihe gegen f in der L2-Norm

[ fll2 = (% /O%If(t)|2dt)

1/2

Ende Vorlesung 30, 05.02.2015
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