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Pro Aufgabe sind 10 Punkte erreichbar.

Aufgabe 1 (Stetigkeit). (a) Sei f:[0,1] = R mit

x firzx ey,
f@) = {0 fir = € [0,1] \ Y.

Zeigen Sie, dass f genau in x = 0 stetig ist (insbesondere nirgends sonst). Skizzieren Sie auflerdem diese
Funktion.

(b) Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f([a,b]) C [a,b]. Zeigen Sie, dass
f mindestens einen Fixpunkt in [a, b] hat, d.h. es gibt ein z( € [a,b] mit f(z¢) = xo.

Aufgabe 2 (Differenzierbarkeit). Seien f1, fo : (—1,1) = R mit

1 1 f 0 2 . 1 f 0
i) = x&n(w) ?rx;é Cund fola) = x s1n(x> ?rx;é ,
0 fur x = 0, 0 flir x = 0.

(a) Zeigen Sie, dass f; in « = 0 nicht differenzierbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass fo in x = 0 differenzierbar ist.
(¢) Bestimmen Sie f} fir z € (—1,1).
Aufgabe 3 (Eine differentielle Ungleichung). Sei f : R — R differenzierbar mit
f'(w) > f(x), Yz €R,
und sei f(zg) = 0 fiir ein xy € R. Zeigen Sie:
(a) Es existiert z > zg so dass f(x) > 0.
(b) Fiir alle x > xq gilt f(x) > 0.
Aufgabe 4 (Reihen). Sei (ag)gen, ar > 0 eine monoton fallende Folge.
(a) Zeigen Sie, dass Y .-, a) genau dann konvergiert, wenn die verdichtete Reihe > p- ; 2¥ay konvergiert.
(b) Gilt die Aussage aus Teil (a) immer noch, wenn stattdessen die Reihe > 7o  10¥a;gx betrachtet wird?

(¢) Es bezeichne d(n) die Anzahl der Dezimalstellen von n € N. Zeigen Sie, dass die Reihen

S R 1 = 1
2 ey 2 waaamy ™ ZZ nd(n)d(d(n))d(d(d(n)))

divergieren.



