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1. Grundlagen
1.1. Logik und Beweis
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Logische Aussagen

Logik Eine Aussage ist ein Satz, von dem es Sinn ergibt zu behaupten, er sei
wahr oder falsch.

1.1 Beispiel

e Alle Katzen sind Saugetiere”: Eine wahre Aussage.

+Alle Siugetiere sind Hunde™: Eine falsche Aussage.
e Koln ist die schonste Stadt der Welt™: Eine wahre Aussage?
e ,Nachts ist es kalter als drauRen™: Keine Aussage.

e P hat eine Tochter": Eine Aussage mit Variablen.

Ein reines ,oder" in einer Aussage ist nie exklusiv zu verstehen.
Die Phrase ,es existiert” sagt nichts iiber die genaue Anzahl aus.
Statt ,fiir alle” schreibt man oft V, statt ,es existiert’” auch 3.
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Negation von Aussagen

Sei A eine Aussage.
Die Negation —A ist die Aussage, die wahr ist, wenn A falsch ist, und
falsch ist, wenn A wahr ist.

1.2 Beispiel

A: , Alle Personen sitzen aufmerksam in der Vorlesung.”
—=A: ,,3 eine Person, die nicht aufmerksam in der Vorlesung sitzt."
NICHT: ,Keine Person sitzt aufmerksam in der Vorlesung."

Es gilt:
e Die Negation der Negation ist die Aussage selber: —(—A) = A.
e V wird in der Negation zu 3 und umgekehrt.

e ,und” wird in der Negation zu ,,oder” und umgekehrt.
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Einfache Verkniipfung von Aussagen

Seien A und B Aussagen.

Die Konjunktion A A B ist die Aussage, die wahr ist, wenn A wahr ist
und B wabhr ist.

Die Disjunktion AV B ist die Aussage, die wahr ist, wenn A wahr ist
oder B wabhr ist.

1.3 Beispiel
A: P hat eine Tochter.”
B: ,P ist Vater."

Die Verkniipfungen sind wahr fiir manche P und falsch fiir andere:

e AV B wahr VY Manner mit Kindern und V Menschen mit
Tochtern.

e AV B ist zB falsch V Frauen, die nur Séhne haben.
e AN B ist wahr V Manner mit Tochtern.
e A A B ist zB falsch V Frauen.
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Logische Folgerungen

Die Implikation A = B ist die Aussage, die nur falsch ist, wenn A
wahr ist und B falsch ist.

Fiir ,,A = B wahr" zu zeigen: Immer wenn A wahr ist, ist auch B wahr.
Fiir ,A = B falsch” reicht ein Gegenbeispiel.

Sprechweisen:

e  Aist hinreichend fiir B, ,,B ist notwendig fiir A".
e Aus A folgt B”, ,,A impliziert B".

Merke

Aus etwas wahrem kann nichts falsches folgen, aus etwas falschem
alles.

e WeiR man, dass A falsch ist, dann ist die Aussage A = B fiir
jedes beliebige B wahr. (Unsinns-Gefahr!)

e WeiR man, dass A und B wahr sind, dann ist die Aussage A = B
wahr. (Unsinns-Gefahr!)

e WeiR man, dass A und A = B wabhr sind, dann ist die Aussage B
wahr. (Erkenntnis-Gewinn!) o /230
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Ein einfaches Beispiel

oek 1.4 Beispiel
A: P hat eine Tochter.”
B: ,P ist Vater.”

C: P hat ein Kind."

e A = B ist falsch. Gegenbsp: Ursula von der Leyen.

e B = C ist richtig: Jeder Vater hat ein Kind.

e A = C ist richtig: Jeder Mensch mit Tochter hat ein Kind.

e B = Aist falsch. Gegenbsp: Jeder Vater, der nur S6hne hat.
e C = Aist falsch. Gegenbsp: Jeder ,Elter”, der nur S6hne hat.

e C = B ist falsch. Gegenbsp: Ursula von der Leyen.
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Aquivalenz und Beweise

Die Aquivalenz A < B ist die Aussage, die wahr ist, wenn A = B
wahr ist und B = A wahr ist.
Sprechweisen:

e A ist dquivalent zu B.
e A gilt genau dann, wenn B gilt. (,gdw")

e A gilt dann und nur dann, wenn B gilt.

Es gelten die folgenden Satze:
e (A=BundB=C(C)= (A= ().

e (A= B) & (B = —A).

Daraus ergeben sich mathematische Beweisverfahren um zu zeigen,
dass B wahr ist, ausgehend davon, dass A wahr ist:

e Direkter Beweis: A= (¢, = ...= C, = B.

e Indirekter Beweis: =B = D = ... = D, = —A oder anderer
Widerspruch.
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Mengen

1.5 Definition

Eine Menge ist die Zusammenfassung bestimmter,
wohlunterschiedener Objekte zu einem Ganzen. Die einzelnen Objekte
heiBen Elemente der Menge.

»Naiver" Mengenbegriff: Kann zu Widerspriichen fiihren. Fiir uns aber
vermeidbar.

Schreibweisen:
e Aufzihlung: M = {a,?, ¢, ¢}.
e Beschreibung: M = {a | a hat gewisse Eigenschaften}.
eac M a ist Element von M.
e a¢d M a ist nicht Element von M.

e Leere Menge @ oder {}.

10 /239



AMAS

Mengen zum Zweiten

Nach der Definition gilt:

Logik
Mengen
Abbildungen

Zahlen

e Ein Element kann nur einmal in einer Menge vorkommen.
Funktionen

e Die Anordnung der Elemente ist beliebig.

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.

1.6 Beispiel

(LLAUF}={F AUL ={AAF,FLLU,U}.
e {Teams | Team stand im WM-Finale 2014} = {D, ARG}.

{Kiihe | Kuh ist mannlich} = @.

o M= {Mengen A| A & M} fiihrt zu Widerspriichen
— Russels Barbier-Paradoxon.
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Mengenoperationen

1.7 Definition
Gegeben zwei Mengen A und B.

Mengen

o Wir sagen A ist Teilmenge von B, geschrieben A C B, genau
dann wenn jedes Element von A auch Element von B ist.

o Die Vereinigung AU B ist die Menge aller Elemente, die in A
oder in B liegen.

e Der Schnitt AN B ist die Menge aller Elemente, die in A und in
B liegen.

o Die Differenz A\ B ist die Menge aller Elemente von A, die
nicht in B liegen.

Beachte:
e Laut Definition ist A C B auch, wenn A = B.
e Sogenannte echte Teilmengen schreiben wir A C B.

e Esgilt: A=B< AC Bund B C A



Teilmenge Vereinigung

Schnitt Differenz
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Kartesisches Produkt

1.8 Definition

Gegeben zwei Mengen X und Y.
Das kartesische Produkt X x Y ist die Menge aller geordneten Paare
aus X und Y, dh. X xY:={(x,y) | x€ X, y e Y}.

Mengen

Beachte:

e Statt ,kartesisches Produkt von X und Y" sagt man auch
~Kreuzprodukt von X und Y" oder einfach ,X Kreuz Y*.
Aulerdem spricht man von einem geordneten Paar als , Tupel®.

e Im Allgemeinen gilt X X Y # Y x X, das heillt bei Tupeln spielt
- anders als bei Mengen - die Reihenfolge eine Rolle.
1.9 Beispiel

Seien X := {*,0,1} und Y := {1, 0}.
X xY ={(x1),(%,0),(o1),(00)(1,1),(10)}.
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Abbildungen

1.10 Definition

Gegeben zwei nicht-leere Mengen X und Y.
f C X x Y ist eine Abbildung von X nach Y, wenn es fiir jedes x € X
genau ein y € Y gibt, so dass (x,y) € f.

Statt (x,y) € f C X x Y schreiben wir
f:X—Y, x—y

und fassen f nicht mehr als Menge, sondern als eigenstandiges Objekt
auf, das durch die Abbildungsvorschrift gegeben ist.

Merke

Eine Abbildung von X nach Y ist eine Vorschrift, die jedes x € X auf
genau ein y € Y abbildet.

Wie Mengen kann man auch Vorschriften durch Aufzihlung oder
Beschreibung angeben.
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Mehr Begriffe

1.11 Definition
abbildungen  Gegeben eine Abbildung f : X — Y.

e X ist die Definitionsmenge, Y die Zielmenge von f.

e Das Element von Y, auf das x € X abgebildet wird, ist das Bild
von x unter f, geschrieben f(x), und

{f(x) | x € X} =: f(X)
ist die Bildmenge von f.

e Das Element von X, das auf y € f(X) abgebildet wird, ist das
Urbild von y unter f, geschrieben f=1(y).

e Der Graph von f ist

{(x.f(x)) | x € X} =: graphf.



amas Abbildungen zum Zweiten

Damit f eine Abbildung von X nach Y ist, muss gelten:
s e Jedes x € X wird durch f auf ein y € Y geworfen.

Abbildungen
el e Kein x € X wird durch f auf mehr als ein y € Y geworfen.

Funktionen

Umgekehrt kann bei einer Abbildung f von X nach Y gelten:
e Nicht jedes y € Y wird durch f von einem x € X getroffen.

e Ein y € Y wird durch f von mehr als einem x € X getroffen.

1.12 Beispiel

X :={x,0,1}, Y:={01M,o0}.
o fix—1 00,1 o:Ja. Ja.= JA. Ja. Nein.
o fixr>1 00, 1+ o, o M: Ja. Nein. = NEIN.
e f:1+— 1, o+ o: Nein. Ja. = NEIN.
o f:x— Ofiralle x € X: Ja. Ja. = JA. Ja. Ja.
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Umbkehrabbildung

1.13 Definition

Gegeben eine Abbildung f : X — Y.
f ist injektiv oder eineindeutig, wenn es zu jedem y € f(X) genau ein
x € X gibt mit f(x) = y.

o Fiir Injektivitat zu zeigen: x; # xo € X = f(x1) # f(x2).
e Eine injektive Abbildung f ist umkehrbar, das heilt es existiert
die Umkehrabbildung
Fly o f(X) — X,
gegeben durch y — ffl(y) fir alle y € f(X).

Beachte: Notation f~1(y) nun doppelt belegt, aber konsistent.
Im selben Zusammenhang findet man oft folgende Begriffe:

e Eine Funktion mit f(X) =Y ist surjektiv.

e Eine Funktion, die injektiv und surjektiv ist, ist bijektiv.
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Verkettung von Abbildungen

1.14 Definition

Gegeben die Abbildungen f : X — Y und g: Y — Z.
Dann ist die Komposition oder Verkettung von g und f die Abbildung

Abbildungen

gof : X — Z,
gegeben durch x — g(f(x)) fir alle x € X.

1.15 Proposition

Wenn f : X — Y injektiv ist, dann gilt f~1 o f = idx, wobei die
Identitdtsabbildung idyx : X — X gegeben ist durch x — x V x € X.

Genauso gilt natiirlich auch f o f~1 = idg(x.



1. Grundlagen
1.1V. Zahlen
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amas Natirliche Zahlen

o Die Menge der natiirliche Zahlen sei N := {1,2,3,...}.

Logik

Mengen

o dungen e Soll die 0 enthalten sein, dann schreiben wir N := {0} UIN.

Zahlen
Funktionen

e Ny sei mit der iiblichen Ordnung ,,<", und den iiblichen
Verkniipfungen, dh Addition ,,+" und Multiplikation ,,-", versehen.

Das Produkt und die Summe natiirlicher Zahlen sind wieder natiirliche
Zahlen, und es gelten (fiir x € {+,-}) die folgenden

Rechengesetze

o (axb)*c=ax(bxc) (Assoziativgesetz).
e ax b = bxa (Kommutativgesetz).

e (a+b)-c=a-c+b-c (Distributivgesetz).
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Zahlen

Mehr zu den natirlichen Zahlen

Vereinbarungen:
e Wir lassen den Punkt der Multiplikation weg: a- b = ab.
e Punkt vor Strich.

e Wir lassen unnétige Klammern weg: (a+b) +¢c =a+ b+ c und
(ab)+c=ab+ec.

1.16 Proposition

Es gibt keine groRte natiirliche Zahl.

Beweis

Indirekter Beweis:

Wir nehmen an, dass es eine groRte natiirliche Zahl gibt und
bezeichnen sie mit N. Dann ist aber auch N + 1 eine natirliche Zahl,
und es gilt N+ 1 > N. Das ist ein Widerspruch zur Annahme.
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Hintergrund

Die natiirlichen Zahlen haben sich aus dem (endlichen) Z&hlen
entwickelt, sie umfassen die natiirlich vorkommenden Anzahlen.

Im Laufe der Zeit hat man den Zahlen von Eins bis Neun eigene
Zahlzeichen 1,...,9 gegeben (Indien vor ca. 2500 Jahren).

Die Null ist keine natiirliche Anzahl, sondern eine menschliche
Erfindung. Das Zahlzeichen 0 war schon relativ friih als
Liickenzeichen gebrduchlich (Irak vor ca. 4000 Jahren). Erst
spater begriff man ,das Nichts" als Zahl (vermutlich Agypten vor
ca. 2200 Jahren).

Es folgte die Entwicklung des dezimalen Stellensystems mit den
Ziffern 0, 1,...,9 (Indien vor ca. 2000 Jahren): Jede natiirliche
Zahl kann als dezimale Ziffernfolge dargestellt werden.

Eine mathematische Definition der natiirlichen Zahlen erfolgt zB
mit Hilfe des Begriffs eines ,Nachfolgers”" durch die
Peano-Axiome (1889). Man muss die Existenz und Eindeutigkeit
von IN ebenso beweisen wie zB 1 # 2.
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Induktion

In den natiirlichen Zahlen gilt das sogenannte

Induktionsprinzip

Enthédlt M C IN die 1 und mit jeder natiirlichen Zahl n auch deren
Nachfolger n+ 1, dann ist M = IN.

Dadurch werden rekursive Definitionen moglich, zB:

0 1 n+1 n

e Y a:=0 Ya:=a, )} a:=) a+ap.
i=1 i=1 i=1 i=1
.o ontl .0
e Ahnlich TTa;j=a1-... apy1 mit [Ta; =1.
i=1 i=1
o 30:=1,a3l:=4 3"l =33

Dezimaldarstellung mit den Ziffern a; € {0, 1,..., 9}:

m .
Vae N ist a= Y a;10', geschrieben (am...a30)10 = am---4dg.
i=0
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Vollstandige Induktion

Aus dem Induktionsprinzip ergibt sich auch das oft genutzte

Beweisverfahren der vollstandigen Induktion

Zahlen
Die Aussage A(n) ist fiir alle natiirlichen Zahlen n > ng wahr, wenn
man zeigen kann:

® A(ng) ist wahr (Induktionsanfang).

® Wenn A(n) wahr ist, dann auch A(n+ 1) (Induktionsschluss).

1.17 Beispiel

100
1

= 10100 = 100 - 101.

1

e Gaul als Schiiler: 2 (

i (n+1). Beweis: Induktion.

HM: ~_
\_/

i
i=1
o Fiir jedes n € IN gilt 2 <

i=1
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Neutrale Elemente und Inverse

Beziiglich der Verkniipfungen spielen zwei Elemente von IN eine
besondere Rolle:

e 0+a=aV aec Ny: 0ist neutrales Element der Addition.
e 1.a=aV aec IN: 1 ist neutrales Element der Multiplikation.

Die neutralen Elemente kénnen in IN allerdings nicht als Ergebnis der
jeweils zugehorigen Verkniipfung gewonnen werden:

e Zu a € N gibt es keine Zahl b € IN so, dass a+ b = 0 (auler
wenn a = 0).

e Zu a € N gibt es keine Zahl b € IN so, dass a- b =1 (auler
wenn a = 1).

Diese fehlenden Inversen bzgl Addition bzw Multiplikation fiigen wir
den natiirlichen Zahlen im folgenden hinzu.
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Ganze Zahlen

e Das Inverse zu a € IN bzgl der Addition bezeichnen wir mit (—a)

(.Negatives"), dh es gelte a+ (—a) = 0.
e Motivation ist zB Begriff der Schulden.

Die Menge der ganzen Zahlen ist Z :=INU {0} U{—a|a € N}.
Wir setzen die Verkniipfungen und Rechengesetze fort, wobei

(—a) (—b) :=ab.

1.18 Bemerkung

o Alle bisherigen Rechenregeln und Vereinbarungen bleiben giiltig.

e a+ (—b) =: a— b (,Differenz").
e Minus mal Minus gibt Plus, (—1)a = —a.

e Fiir a, b € IN gibt es genau ein x € Z mit a+ x = b, ndmlich
x=b—a
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Rationale Zahlen

o Das Inverse zu a € Z ~ {0} bzgl der Multiplikation bezeichnen

wir mit a1 (,,Kehrwert"), dh es gelte al.a=1.

Zahlen e Motivation ist zB das Aufteilen von Gegenstinden.

Die Menge der rationalen Zahlen ist Q := {a b llabecZb# 0}.
Wir setzen die Verkniipfungen und Rechengesetze fort, wobei
al+bl:=(atb)-al-bL

1.19 Bemerkung

Alle bisherigen Rechenregeln und Vereinbarungen bleiben giiltig.

e a-bl= £ (.Quotient” oder ,Bruch®), (a oA = ai,, =:a .

. ZE = % (,,kurzen bzw ,erweitern”) ~~ ,gleichnamig machen".
a, ¢ _adt+bc a ¢ _a 1 _b

*btd~="hd ' b d bd T a

e Fiira, be Z, a# 0, gibt es genau ein x € Q mit ax = b,

namlich x = g.
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Fortsetzung der Anordnung

Ordnung auf Z:
e Fiira, b€ INg gelte: —a< —b<=a>b.

e Insbesondere ist damit —a < 0 fiir alle a € IN.

Ordnung auf Q:
e Fiira, byceZ mitb#0gelte < j<+=a<c

e Um allgemeine Briiche zu vergleichen: Gleichnamig machen.

Damit hat die Ordnungsrelation ,, <" folgende Eigenschaften:
e Trichotomie: a, b € Q: genau eines aus a < b, b< a, b= a.
e Transitivitdit: a, b, c€ Q: a< b, b<c=— a< c.
e Monotonie:

e a,bceQa<b=at+c<b+ec.
e a,bceQ, c>0:a<b=ac<bec.
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Rechenregeln fiir Ungleichungen

Aus den Eigenschaften der Anordnung ergeben sich folgende

- Rechenregeln fiir Ungleichungen

Beweis

Oa>0:>%>0 Ann-:%E]<0-
1

®@0<a<b=0<i<l = a5 <0.

= Widerspruch.
Dash=a=isiSn=a>0 Beweis []
®a<b c<0= ac>bhbc. a>0=a-a>0.

a<0=a-a>0.

2

et Beweis [¢]
@0<a<b,0<c<d= ac<bd. c>0= ac < bc.

b>0= bc < bd.
@ab>0 a%2<b?=— a<h. = ac < bd.

Analoge Aussagen gelten mit ,,<" bzw ,,>" anstelle von ,, <" und ,,>".

1
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Ein schnelles Beispiel

Problemstellung:

e Ein Bauer hat einen 16m? groBen Schweinestall.

e Eine Richtlinie gibt vor, dass pro Schwein mindestens 3m?
bendtigt werden.

e Wieviele Schweine darf der Bauer maximal in dem Stall halten?
Mathematische Formulierung:

e x = Anzahl der Schweine.

¢ Richtlinie sagt 3 x < 16.

Losung:
1
3x<16<=x< ?6

Antwort:

Der Bauer darf maximal 5 Schweine in dem Stall halten.
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Dezimaldarstellung rationaler Zahlen

Jede rationale Zahl l3sst sich im Dezimalsystem darstellen. Der
resultierende Dezimalbruch ist entweder endlich oder periodisch:

¢ qg= E gi - 10°.

i——M
= qd=qm---90,9-1---9_M-

M = (endliche) Anzahl der Nachkommastellen.

cqg= % g 107 + 2010V ij 10~/ =

I_fN j=
= ¥ a 107 4+ glPrgheioy

I=—

k mal N mal

= qd=dm---90,9-1---9-NP1---PkPL---

=dm---90.49-1---9_pNP1---Pk-
Unendlich viele Nachkommastellen.
N = Vorperiodenldnge, k = Periodenlinge.

Pk ---
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Jede ganze Zahl ist endlicher Dezimalbruch mit M = 0.

L

L

L

L

179

=2-1014+2-100 +

Beispiele fiir Dezimalbruchentwicklungen

0.5_ 0 1
10703 = 1070.3.10-
2 _ 4 2

dto = 160 + o0 = 41072+ oy
45.
2 _ 1 1 2
9% = org 1071+ (41071 +2-1072),
4
339 _ 1, 3, 42
F 50 =1+ 1T 950
.
153846

3.10014+7.-102+5.1073.

1072.6-1071.
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Existenz nicht-rationaler Zahlen

Pythagoras: Fiir die Lange x der Hypothenuse des gleichseitigen
Dreiecks mit Kathetenlinge 1 gilt x2 = 2.
Zahlen

1.20 Proposition

x wie oben ist keine rationale Zahl.

Beweis

Angenommen x € Q. = Ja, b€ Z mit b # 0 so, dass x = %,
wobei der Bruch vollstindig gekiirzt ist.

— a2 = 2b% Man kann a? also durch 2 teilen. Daraus folgt, dass
man auch a durch 2 teilen kann (warum?)

= Ir € Z~ {0} mit a=2r. = b?> = 2r?. Damit kann man
auch b? bzw b durch 2 teilen.

Wir haben gezeigt, dass man sowohl a als auch b durch 2 teilen und
somit den urspriinglich Bruch kiirzen kann. Das ist ein Widerspruch.
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Naherung durch Schachtelung

Ist x2 = 2, dann gilt:
12 < x? < 22
(1,4)? < x2 < (1,5)2
o< <
(1,4125)? < x% < (1,425)2
(1,4125)2 < x? < (1,41875)2

Hinweis

Zweite Zeile: Die Mitte zwischen ﬁ und %0 ist 2(10 4 %8) = % und
(%)2 = % > 2 = x°. Einige Iterationsschritte fiihren zur nichsten
Zeile.

Durch viele Wiederholungen ergibt sich x ~ 1,414213562373.

Die Zahl scheint ein unendlicher, nicht-periodischer Dezimalbruch zu
sein, den man durch rationale Zahlen ann3hern kann.
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Eine transzendente Zahl

e Die Fliche des Einheitskreises nennen wir 7.

e Auch 71 ist keine rationale Zahl. 7t 16st auRerdem auch keine
ganzzahlige Polynomgleichung, dh sie ist transzendent.

e Man kann zeigen: Jede transzendente Zahl ist nicht-rational.
Naherung fiir 7t durch ein- und umbeschriebene Vielecke:
2 <nm< 4
<<
3,1415924 < 71 < 3,1415932

Mehr Stellen via Umfang: 7 (Chongzhi ca. 480), 16 (al-Kashi 1424),
20 bzw 35 (Ludolph um 1600) ~- , Ludolph’sche Zahl".

Genauster Wert ohne Computer (38 Stellen, Grienberger 1630):

7T~ 3,141592653589793238462643383279502884197.



S
e Reelle Zahlen

e Die Zahlen, die man durch unendliche Schachtelung von

Logik

;-\1:;)‘_;1:" rationalen Zahlen gewinnen kann, nennt man irrationale Zahlen.
bbildungen

Zahlen . . . . .

Fioc e e Die irrationale Zahlen sind genau die unendlichen,

nicht-periodischen Dezimalbriiche.
e Zwischen 2 rationalen liegen unendlich viele irrationale Zahlen.

Die Zusammenfassung aller rationaler und irrationaler Zahlen nennen
wir reelle Zahlen

R := Q U {lrrationale Zahlen} = {Dezimalbriiche} .

R enthilt alle irgendwie ,real” vorkommenden Zahlen.

e R ist vollstindig: Wir haben Q durch Hinzufiigen aller Zahlen,
die wir in Q ann3hern kdnnen, komplettiert.

e Veranschaulichung: Zahlengerade, wird liickenlos ausgefiillt.

o+ .- und, <" werden auf natiirliche Weise fortgesetzt.
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Logik
Mengen
Abbildungen
Zahlen
Funktionen

Zusammenfassung der Eigenschaften von IR

.+ ist assoziativ und kommutativ, es gibt ein neutrales Element

0 und additive Inverse fiir alle Elemente.

‘

und multiplikative Inverse fiir alle Elemente auRer 0.
.+ und ,,-" sind distributiv.

,<'ist trichotom, transitiv und monoton bzgl ,,+" und ,,-".

Es herrscht Vollstandigkeit.

Eine Menge, die all diese Eigenschaften besitzt, nennt man einen
vollstandigen geordneten Korper.

Es gibt nur einen vollstindigen geordneten Korper.

Man hatte R dadurch also axiomatisch definieren kdnnen.

Alle bisherigen Vereinbarungen und Regeln bleiben giiltig.

.+ ist assoziativ und kommutativ, es gibt ein neutrales Element 1
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Logik
Mengen
Abbildungen
Zahlen
Funktionen

Intervalle

Zusammenhingende Teilmengen von IR werden Intervalle (ggf mit
Randpunkten a, b € R) genannt:

e offene Intervalle:

e (a,b):={xeR|a<x<b}
o (a,00):={xeR|a<x<oo}. (—o0,b) analog.

e abgeschlossene Intervalle:

o [a,b:={xeR|a<x<b}
o [a,00):={x€R|a<x <o} (—o0,b]analog.

e Intervalle, die weder offen noch abgeschlossen sind:

o (ab:={xeR|a<x<b}
e [a,b):={xeR|a<x< b}

e Intervalle, die offen und abgeschlossen sind:

o (—00,00) =[—00,00] =R,

o Q.
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1. Grundlagen

1.V. Funktionen

a1 /239



AMAS

Logik
Mengen
Abbildungen
Zahlen
Funktionen

Funktionen

1.21 Definition
Eine Abbildung zwischen Teilmengen von IR heiBt Funktion.

f : D — R ist also eine Funktion, wenn es jedes x € D C R auf
genau ein y = f(x) € R abbildet.

graphf = {(x,f(x)) | x € D} C R x R =: R? wird als Punktemenge
im kartesischen Koordinatensystem dargestellt.

e Die Einschrdnkung von f auf eine Menge M C D ist
flp: M — R, gegeben durch f|y(x) :=f(x) ¥V x € M.

e Eine Nullstelle ist ein x € D mit f(x) = 0.
Seien zwei Funktionen f : Df — R und g : Dy — R gegeben.
o fEg:DrN Dy — Rmit (f £g)(x) :=f(x) £ g(x).

g(x).

o f-g:DfNDg — R mit (f - g)(x) :=f(x)-
Dy {x € Dy | gx) £ 0} — R mit (£)(x) i= 1

g |~
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Logik
Mengen
Abbildungen
Zahlen
Funktionen

Erste Beispiele

Pegelmessung des Rheins in Kéln am 24.10.14:

Uhrzeit | 0 | 4 | 8 | 12 | 16 | 20
Hohe in cm || 288 | 201 | 295 | 299 | 304 | 310
Quelle: http://www.wetteronline.de

_ x |1]2|m| 4
Dr={l2m4 52 a2 1

Dg :=[0,3]U{4}. F:Df — R,

F(Df) = [0,8] U {-1}.

aq:R—R, Cl(X) =1.

x3  falls x € [0,2)

1 falls x =2

8 falls x € (2,3]

—1 falls x = 4.

c1(R) = {1}. (. Konstante Fkt")
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Alter — Gewicht
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Mehr Beispiele

Lo ¢ g:R— R g(x):=x* = g(R) = [0,00).
Sl e Gi[—1,00) — R, G(x) = x2. = G([~1,)) = [0, 00).
Funktionen G = g‘[—l,oo)-
e h:[—4,4 — (—17,5), h(x) := x.
h == |d[74’4]

e Hi=h+¢:[-4,4 — R H(x) =x+1.
= H([-4,4]) = [-3,5].
o %:(—1,4}—>]R ( )(x) =
= (§)((~1.4]) = [0,00).
oHOG| i [ } ]R(HOG|[12)() X2+1.

HOG\[ 12])([ .2]) = [1,5].

o GoH| o :[-2.4] — R, (GoH|[4)(x) = (x+1)2.
(GoHl 54) = [0.25].

X+1
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Funktionen

Elementare Eigenschaften von Funktionen

Wir betrachten eine Funktion f : D — R:

o f ist gerade, wenn f(x) = f(—x).
Graph ist symmetrisch zur y-Achse.

e f ist ungerade, wenn f(x) = —f(—x).
Graph ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

e f ist periodisch mit Periode T, wenn 3 T > 0, so dass
f(x+T)=f(x) firalle x € D.
Graph wiederholt sich.

e f ist monotonon wachsend, wenn x <y = f(x) < f(y).
Graph fallt nicht.

o f ist monoton fallend, wenn x < y = f(x) > f(y).
Graph steigt nicht.

e f ist monoton, wenn f monoton wichst oder monoton fillt.
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Strenge Monotonie und Umkehrbarkeit

e f ist streng monotonon wachsend, wenn gilt:

x <y= f(x) <f(y).

Graph steigt, trifft jede Parallele zur x-Achse héchstens einmal.

e f ist streng monotonon fallend, wenn gilt:
x <y= f(x)>f(y).

Graph fillt, trifft jede Parallele zur x-Achse hdchstens einmal.

1.22 Proposition

Ist eine Funktion f streng mononton, so ist sie injektiv.

graph(f~1) = {(y,x) | y € f(D), f(x) = y} ist die Spieglung von
graph f an der Diagonalen des Koordinatensystems.
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Die Betragsfunktion

1.23 Definition
Wir definieren den Betrag

X falls x >0
x| :=

Funktionen

=5 falls x < 0
und damit die Betragsfunktion | - |: R — R, | - |(x) 1= |x|.
Interpretation: |x — y| ist der Abstand von x und y.
Eigenschaften

o |x| >0firallex € R, dh |- |(R) =[0,00).
o |x| =|—x|firallex € R, dh | - | ist gerade.
o x < |x| fiir alle x € R.

Ixy| = |x||y| fur alle x, y € R.
e x| <a<=x€[-aa]
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Die Dreiecksungleichung

Die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten ist die Strecke:
Logil

Mengen 1.24 Satz

Abbildungen

Zahlen

Fir alle x, y € R gilt:
o [Ix| =1yl < lx—yl < Ix|+yl.
o [Ix|=lyll < Ix+yl < Ix|+ 1yl

Funktionen

Beweis
|X_y|< X—=Yy (fallsx_yzo):|x|+|_}/‘
T |l—x+y (fallsx—y<0) =|—x|+]y|
= |x| +1yl.

Ix| =[x —y+yl < |x+y[=lyl = x| = |y| < [x+yl
yl=ly —x+x| <l|y+x[+|x| = |yl = x| < |y +x| =[x +y|
= [|x| = |yl| < [x+yl.

Die anderen Aussagen werden analog bewiesen.
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(el
Mengen
Abbildungen
Zahlen
Funktionen

Potenzfunktion mit ganzzahligen Exponenten

Erinnerung

Firne N und x € Rist x":=x-x----xund x0 :=
—_—

n-mal

Fiir n € N und x € R~ {0} ist x " := L.

xn

Fir n, m € Z und x, y derart, dass alles folgende Sinn ergibt, gilt:

o xTy™ = (xy)™.

Fir n € Z ist die Potenzfunktion wie folgt definiert:
e n>0: pp:R—R, pp(x):=x"

e n<0: pp:RN{0} — R, pp(x) :=x".
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Abbildung: Die Funktion p; (x) = x
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Abbildung: links p3 und p4 (gestrichelt), rechts p7 und pg (gestrichelt)
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Abbildung: Graph von p_1 (,,Hyperbel")
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Abbildung: Die Potenzfunktion p_o
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Abbildungseigenschaften der Potenzfunktion

Fiir beliebige n € Z gilt:

Logik
Mengen
Abbildungen
Zahlen
Funktionen

e Ist n ungerade, dann ist p, ungerade.
o Ist n gerade, dann ist p, gerade.

Ist n =0, dann ist p, = pg = ¢; die konstante 1-Funktion:
monoton wachsend und fallend mit Bildmenge {1}.

Sei nun n € IN.
e n ungerade: p, ist streng monoton wachsend mit p,(R) = R.
e ngerade: pp(R) = [0, 00).

. p,,|[0’oo> ist streng monoton wachsend mit Bildmenge [0, o).

® Pnl(—co,0) ist streng monoton fallend mit Bildmenge [0, co).

Es gibt also Unterschiede bei der Bild- und der Monotoniemenge.
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Funktionen

Umkehrfunktion der Potenzfunktion

n € IN ungerade

pn ist umkehrbar auf R mit
prt:R — R, x — y so, dass y” = x.

Wir schreiben sinnvollerweise p,1(x) := x# und auch prl(x) = Ux.

n € IN gerade
Sowohl pp|(_e,q] also auch pplg o) sind umkehrbar auf [0, co) mit
(p,,|(_oo’0])71 :[0,00) — (—00,0], x > y so, dass y" = x.
(pn|[0'w))71 :[0,00) — [0,0), x > y so, dass y" = x.
Nur fiir den positiven Zweig obige Schreibweise: 3/x2" = |x|.
Fiir n = 2 schreiben wir ¥/x =: {/x.
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Wurzeln mit geradem Exponent

Merke

e Man kann keine geraden Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen.

Funktionen

e Eine Wurzel mit geradem Exponenten ist nie negativ.

e Vorsicht beim Umformen von Gleichungen!

1.25 Beispiel

Wir suchen x € R so dass gilt: 2 — x = /x.
e Quadrieren fiihrt zu 4 — 4 x + x> = x.

e x = 4 |6st die letzte Gleichung.
o Esgiltaber2 —4=-2+#2=/4

Warum?

~~ Scheinlésungen ausschlieBen und immer Probe machen!
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Funktionen

Anwendungsbeispiel

Frage

Wie grol ist der Radius eines kugelférmigen Korpers mit einem
Fassungsvermoégen von 8000 Litern?

Antwort

8000 Liter = 8m3.
Formel fiir das Kugelvolumen: V = % mrd.

3

V=8=

7T

Wi
=

3 .8

1
T

(%9
()

Der Radius ist also ganz ungefdhr 1,25m.

_ 3.
=z

111

[

r
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Logik
Mengen
Abbildungen
Zahlen
Funktionen

Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten

Sei ¢ = ' € Q vollstindig gekiirzt.
Die Potenzfunktionen sind dann definiert durch

fiir folgende x:
e g>0:

e ngerade: x € [0,00).

e nungerade: x € R.
e g<O0:

e n gerade: x € (0,00).
¢ n ungerade: x € R\ {0}.

e g=0:xeR.

Es gelten die iiblichen Potenzrechenregeln.
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Polynome

1.26 Definition
Ein Polynom vom Grad N € IN ist eine Funktion f : R — IR,

Funktionen

N .
f(x)=Y% aj x, mit Koeffizienten ap, .. ., ay € Rund ay #0.
j=0
Spezielle Polynome

e N = 0: Konstante Funktion.
e N = 1: Affin-lineare Funktion.
e N = 2: Quadratische Funktion.

Polynome kénnen zum Beispiel bei der Interpolation niitzlich sein:

1.27 Proposition

Fiir N + 1 Punktepaare (xo, o), - .- (xn, yn) mit x; # x; fiir i # j 3
ein Polynom f mit Grad N, so dass f(x;) = y; firalle i =0,... .
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Nullstellen von Polynomen

e xp € R Nst eines Polynoms f <= 3 Polynom g mit
f = (x—xp) g, dh f enthélt Linearfaktor (x — xg).

e Wenn xp wieder Nst von g ist, wird es doppelte Nst von f
genannt, etc. ~» Vielfachheit.

Funktionen

1.28 Beispiel

f(x)=(x—1)(x =5)(x +2) = x3 —4x% — 7x + 10.
f(x) = (x—1)2(x +2) = x> —3x +3.

[ ]
~
—
%
S—
I
—
x
N
de
—
SN—
—

x—2):x3—2x2+x—2.

Fundamentalsatz der Algebra:

1.29 Satz

Ein Polynom vom Grad N > 0 hat hdchstens N Nst (Vielfachheiten
mitgezahlt).
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Funktionen

Faktorisierung und Polynomdivision

1.30 Proposition

Sind xq, ...xy die Nst des Polynoms f mit Vielfachheiten ki, ..., k.,
M

dann gilt f(x) = h(x) TT (x — x;)% fiir ein Polynom h ohne Nst.
i=1

Man kann zeigen: h ist konstant oder besteht aus Potenzen
quadratischer Polynome.

Kennt man eine Nst (zB durch Raten), so kann man die Faktorisierung
mit Polynomdivision berechnen.

1.31 Proposition

Zu Polynomen f und g # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome h
und r mit grad(r) < grad(g) und f(x) = h(x) g(x) + r(x).

1.32 Beispiel

(x®>—2x*+x—-2): (x—=2) =x*+1mit r(x) =0.



(x* +3x3 —5x? +3x —5) : (2x+1) = 1x3 + 3x? -
—(x* +3x%)
g-x3 — 5x2
3
— 24—‘r’x2 + 3x
N 08 N

%X—F)
~(§x+ 1)
12

16

O
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Affin-Lineare Funktionen

Fira, be Rmita#0ist f:R — R, f(x) :=ax+ b, eine
atfin-lineare Funktion.
Ist b = 0 spricht man auch nur von einer linearen Funktion.

A
y

Der Graph von f ist eine Gerade.
a ist die Steigung von f. =alx)
b ist der y-Achsen-Abschnitt von f.

Bemerkung

Es gibt genau eine Nullstelle, ndmlich x; = —g. Die Zerlegung in
Linearfaktoren ergibt sich also sofort zu f(x) = ax+b=a(x — x1).
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Quadratische Funktionen

Fira, b cERmita#0ist f :R — R, f(x):=ax®>+bx+c
eine quadratische Funktion.

Der Graph von f ist eine Parabel:
e a > 0: Offnung nach oben.
e a < 0: Offnung nach unten.

Scheitelform durch quadratische Ergénzung:

f(x)=a(x®+ §x+g)
(242 2t (D)~ ()2t )
:a(x+2—ba)2—2—z+c:a(x—(—£))2—%
= Scheitelpunk S = (—2% - bzg;‘ac).

Diskriminante d :== b2 — 4 ac.
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Nullstellen quadratischer Funktionen

Die Diskriminante bestimmt die
Anzahl der Nullstellen:

e d < 0: keine Nullstelle.
e d = 0: eine Nullstelle xo = — 2.

e d > 0: zwei Nullstellen x; 5 = bif.

Die Formel gilt auch fiir d = 0: Dann ist xg = x; = xo.

Mit p := g und q := £ ist das die beriihmte p-g-Formel
xi2=-5+£/(5)?%-q
Bemerkung

Ist d >0, dann ist f(x) = a(x — x1) (x — xp) die
Linearfaktorzerlegung von f.

Quelle: Wikipedia
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Abbildung: Die Parabeln zu %xz (schwarz) und 4x2 (gestrichelt)
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Abbildung: Die Parabeln zu —x2? (schwarz) und —4x2 (gestrichelt)
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Abbildung: Der Graph von f(x) = 2x? —3x — 2
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Winkel im Bogenmal

Konvention: Positive Winkel werden gegen den Uhrzeigersinn
abgetragen.

Eine Ameise |3uft auf einem Kreis-
bogen mit Radius r, wobei von der A
Verbindungsstrecke zum Mittelpunkt der
Winkelbereich [0, a] iiberstrichen wird.
Welche Wegstrecke b hat sie zuriickgelegt?

e Falls @ = 360°: b =2 r. (Umfang eines Kreises mit Radius r.)

o Falls « beliebig: b = 2 71 5555 r. (b ist proportional zu .)

1.33 Definition

Wir identifizieren Winkel mit ihrem gerichteten Bogenmal3, dh der
vorzeichenbelegten Linge des zugehdrenden Bogens am Einheitskreis.

Alle Winkel sind ab jetzt im BogenmaB zu verstehen.
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S o o . . .
e Die Kreisfunktionen Sinus und Cosinus

1.34 Definition

v

sin: R — R, i
Funktionen sin(z) := y-Koordinate des Einheitskreis- /@f;n/m \‘:‘,T‘m”m
bogenendpunktes zum Winkel z. ‘,/ /\ ‘ \ ]
cos: R — R, N “”// ’
cos(z) := x-Koordinate des Einheitskreis- \\\\ e
bogenendpunktes zum Winkel z. 1 aEP=1

Abbildungseigenschaften
e sin(R) = cos(R) = [—1,1].
e sin ist ungerade, cos ist gerade.
e sin und cos sind 2 7t-periodisch.
e sin und cos besitzen unendlich viele Nullstellen:

e sin(z) =0<=z=kmn, keZ.
e cos(z) =0<=z=5+km, kcZ
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Abbildungen
Zahlen

Funktionen

Kreisfunktionen und Dreiecke

Mit dem Satz von Pythagoras ist aus der Definition unmittelbar klar:

1.35 Satz
Fiir alle z € R ist sin?(z) + cos?(z) = 1.

Beachte: Wir schreiben sin(z) := (sin(z))? etc.
Mittels Dreiecksidhnlichkeiten sieht man:

csin(z) =b c

ccos(z) = a

a
Es gilt also:
_ _Ankathete
¢ Cos = Hypothenuse
o sin — Gegenkathete

Hypothenuse -

239



Es gilt: sin(z) = cos (z— %) bzw cos(z) =sin(z+ 5).
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¢ Aufgabe:
Rechne ¢ aus a, b und z aus.

asin(z)

4 acos(z) b — acos(z)
b
c? = (b—acos(z))? + (asin(z))?
= b%? —2abcos(z) + a® cos?(z) + a° sin%(z)
1Sz

Fiir ein Dreieck mit Seiten a, b und ¢, und dem von a und b
eingeschlossenen Winkel z gilt

2 =a’+b?>—2abcos(z).
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Additionstheoreme

1.37 Satz
Fiir alle x, y € R ist

Funktionen

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

und
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

Bewels

(cos(x),sin(x)) Pythagoras
(cos( ) —cos(y))? + (sin(x) +sin(y))?
= cos?(x) — 2 cos(x) cos(y) + cos?(y)
+sin?(x) + 2sin(x) sin(y) +sin?(y)
=2 —2cos(x) cos(y) + 2sin(x) sin(y)

(cos(y), —sin(y))| Cosinussatz:
c2=1+1-2cos(x+y)

Fiir das andere Additionstheorem verwende sin(x +y) = cos(x +y — 7).



sin(z)

tan : ]R\{72-+k71' kEZ}—HR tan(z) : = cos(a)”

cot(a

e tan ist ungerade.

e tan ist 7r-periodisch.

(e)uey w

e tan(Dian) = R.

e tan(z) = Steigung zu z.

I | I |
| | | |
| | { |
| | | [
| f | |
) | / |
/ / / f
/ / i i
§ e e e e
/ / i Fi
I ! Fi f
f f | f
| ,i ’f |
| |
1 | |
AT = = & 4 AT O &
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Bei den Umkehrfunktionen der Winkelfunk- —
tionen muss man sich wieder fiir einen 2/ N /0
Zweig entscheiden. XA N\
1

e sin"* =:arcsin: [—1,1] = [—5, 5]

B2
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2. Vektorgeometrie

2.1. Analytische Geometrie in der Ebene
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amas Vektoren im R?

x€RZ=RxR = {(x1,x2) | x1, xo € R} ist interpretierbar:
2-dim AG

3lim AG e Als Ortskoordinatenpaar eines Punktes X in 2d.

n Dim

e Als Koordinatenpaar einer gerichteten Strecke X in 2d:
Gehe x; nach rechts und x» nach oben.

. . - X
Solch eine gerichtete Strecken nennt man Vektor, X = (xl)'
2

e Ein Vektor hat eine Linge und eine Richtung, aber keine Lage.

—
e Jeder Punkt X hat einen Ortsvektor OX — die gerichtete Strecke
vom Ursprung O zum Punkt X —, der derjenige Reprdsentant des
Vektors X ist, dessen Anfangspunkt in O liegt.

e Jeder Vektor X hat einen Reprédsentanten, dessen Anfangspunkt
in O liegt und der daher Ortsvektor eines Punktes X ist.
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Fir ¥, y e R2ist X+ y := (X1+y1).

I
1
I
I
I
I
I
I
|
7
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Vielfaches von Vektoren

2.3 Definition

-dim o = . N X ax
i FuraE]Rundxe]Rzlstax:a(1>::( 1).
X2 axo

Damit haben wir wieder aXx =X 4 ...+ X fiir a € IN.
&\/_/
a mal
2.4 Proposition
Fiir alle a, b € R und %, y € R? gilt:
e 1x = X (Neutrales).

e aX =Xa.

e a(bX)=(ab)Xx.

e a(X+y)=ax+ayund (a+b)X=ax+bx

o Umgedrehter Vektor (—1)X =: —%; X 4 (—%) = 0 ~» Inverse.

e X—y: =X+ (—Yy). Vektor von X zu Y ist XY =y —X.



Entfernung des Punktes X = (5,7) vom Ursprung?

X = (5,7)
""""" ' Pythagoras:
| d(X,0) = |OX]|
! = 4/|OA|]2 + |AX|?
= \/74.
A= (5,0)
Die Lange von X € R? ist [%] := |/x? + x3.
Es gilt:
o Jax] = [all#].

e [X|>0,und [} =0 <= X=0.
o Die Dreiecksungleichung | [X| — [y| | < [X £¥| < [X] + [¥]-
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______________ Y = (y1,y2)

Der Abstand von X = (x1,x2) und Y = (y1,y2) ist

d(X,Y) = [Z =7 = \/(a — )2+ (2 — 2)2.

d((5,7),(8,3)) =5.
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Unter welchem Winkel sieht ein Beobachter im Ursprung die Punkte
X=(1,4)und Y = (5,1)7

Cosinussatz:
X =¥ =[R2+ [¥]? = 2I%| [§| cos(£(%.¥)).

= t = arccos (|,-('|2 a1 i le) = arccos (W>
2ly[IX] 2V/17/26
= arccos(L).
V174/26
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Das Skalarprodukt
2.8 Bemerkung

2-dim AG Man sieht, dass 5 (|32 +[¥|?> — [¥ — ¥|?) = x1 1 + x2 y2.
2.9 Definition
Fiir X, ¥ € R? ist das Skalarprodukt X -y := x1 y1 + xo yo.
2.10 Proposition
Es gilt X -y = |%| |¥| cos(£(X,y)) fiir alle %, y € R?.
Insbesondere: Ist der Winkel 7 (dh 90°), dann ist X -y = 0.
2.11 Definition

X und ¥ heiRen orthogonal, wenn X -y = 0.
Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:
2.12 Proposition

% 7| < |%||7| fiir alle %, 7 € R2,
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Eigenschaften des Skalarproduktes

Direkt aus den Definitionen sieht man, dass VX - X = [X|.

2-dim AG o
3-dim AG 2.13 Proposition
n Dim
FirX, y,Ze R?2und ae R gilt:
o X-X=|%2>0, und X -X =0 <= X = 0 (positiv definit).

e X-y =y -X (symmetrisch).

o X+y)-Z=X-Z+y-Zund (aX)-y =a(x-y) (linear in der
ersten Komponente).

e Damit ist - auch linear in der zweiten Komponente.

e Wir haben also eine positiv definite, symmetrische, bilineare
Abbildung - : R? x R?2 — R.
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Geraden in der Ebene

Eine Gerade g ist durch einen Punkt Y und einen Richtungsvektor
2.dim AG 7 # 0 gegeben:

3-dim AG
5 (3fim

g= {X €ER?|X=y+affirac IR} (Parameterform).
Auch zwei Punkte Y und Z legen eine Gerade fest ~~ 7=y — Z.

2.14 Proposition

Zu g gibt es ein d € R und ein 7 € R? mit |A| = 1 so, dass

g= {X ER?|%-A= d} (Normalenform).

e Name daher, dass 7 orthogonal zur Richtung der Geraden.
o Mogliche Umrechnungsformeln: 7 = |7| ! (rr2) undd =y 1.
1

o Umgekehrt gilt: Jede Menge in Normalenform stellt Gerade dar.
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2-dim AG

Geraden als Funktionsgraph

2.15 Proposition

Ist g nicht parallel zur xp-Achse, so gibt es eine affin-lineare Funktion
f:R — R mit graph f = g, namlich f(x;) = —% x| + %
Beweis

Sei g in Normalenform gegeben. Dann ist ny # 0. Es gilt:
x€g<:>x1n1+x2n2:d<:>x2:f%ler%:: f(Xl).

2.16 Proposition

Ist f : R — R eine affin-linearen Funktion mit f(x1) = ax; + b so

a

ist graph f eine Gerade mit d = \/L und 7t = <_ %+a2>_
1+a2
1+a2

Beweis

|| = 1, sowie —a:%undb:%.AISOXEgraphf@}-ﬁ:d.



g Geraden; Punkt und Gerade

Fiir die Lage zweier verschiedener Geraden in der Ebene existieren
: genau zwei sich ausschlieBende Mdoglichkeiten:
iy e Parallel. Gilt, wenn die Richtungen gleich sind (dh 7y ist
Vielfaches von ;) bzw wenn die Normalenrichtungen gleich sind

(dh 7y ist Vielfaches von ).
e Sie haben genau einen Schnittpunkt.

Fiir den Abstand eines Punktes Z von einer Geraden g gilt:

2.17 Proposition
d(Z,g)=|d—7 7.

Bewels

Dreiecksungleichung = Lotfufpunkt Zj ist der Punkt auf g, der am
ndchsten an Z liegt.

Lotgerade durch Z ist | = {Z + a7i | a € R}. Zj sei gegeben fiir
a=ap. = d(Z,g) =|Z—Z| = |ao|.

Aber auch Zy € g. = d = (Z+apn) - n=72-

Sl

+ agp.



2. Vektorgeometrie

2.1l. Analytische Geometrie im Raum
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Wie beim IR? kann man die Elemente

2-dim AG

3-dim AG x€]R3:{(x1,x2,X3) | X1, x2, x3 € R}

n Dim
als Punkte X und Vektoren X auffassen.
Alle Definitionen {ibertragen sich analog:

X1 +n
e X+y: =[xty
x3+y3

axi
e aXx:=|ax
axs

o |X|:= x12+x22+x§.

o X-y:=x1y1+Xx2y+x3)3.

Alle Schreibweisen und Aussagen iibertragen sich analog.

Vektoren im R3
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Beispiel

Wir wollen ein pyramidenférmiges Dach der Héhe 1m auf einen
2-dim AG quadratischen Tierkafig mit Kantenldnge 2m errichten.
3-dim AG Wie miissen die vier dreieckigen Dachseiten zugeschnitten werden?

n Dim

Wir legen das Dach so in das Koordinatensystem, dass die Grundflache
die Eckpunkte A=(1,1,0), B=(-1,1,0), C = (—-1,—1,0) und

D = (1,—1,0) hat. Die Dachspitze ist dann in S = (0,0, 1).

Wir betrachten das Dreieck ABS.

Kantenlingen: |3—b| =2; |3—3| =3 =|b—3|.

Seien «, B, o die Winkel in A, B, S. Dann gilt:

X — arccos (MM> — arccos (\jg) .

o = arccos L@_s) = arccos (1> .
|2 —5||b—75| 3
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2-dim AG
3-dim AG
n Dim

Geraden im Raum

e Wie in der Ebene sind Geraden gegeben durch einen Punkt Y
und einen Richtungsvektor 7 # G, dh in Parameterform

g:{XGIR3|F<':)7'+a?fL'|ra€lR}.

e Anders als in der Ebene gibt es keine Normalenform von Geraden.

o Zwei verschiedene Geraden im Raum miissen nicht parallel sein,
auch wenn sie keine gemeinsamen Punkte haben. Nicht-parallele
Geraden ohne gemeinsame Punkte heien windschief.
Priif-Rezept:

e Sind die Richtungen gleich, dh gibt es ein a € R mit a4y = 7?
Wenn ja: Geraden parallel. Wenn nein: Weiter.

e Ann. dSP,dh aj, ap e Rmity; +a1 7L =y + ax .
Berechnung von a; und ap aus zwei dieser drei Gleichungen.

e Widerspruch beim Einsetzen in die dritte Gleichung?
Wenn ja: windschief. Wenn nein: Geraden schneiden sich.
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Ebenen

Eine Ebene E ist durch einen Punkt Y und zwei Richtungsvektoren
7 #0,35 #0, die nicht Vielfache voneinander sind, gegeben als

2-dim AG
3-dim AG

E= {x €R®|%=y+aFf+bsfira be IR} (Parameterform).
Drei Punkte Y, V, W nicht auf einer Linie ~ 7=V —y, s = w — y.

2.18 Proposition
Zu E gibt es ein d € R und ein 7 € R3 mit || = 1 so, dass

E= {X eR®|X-A= d} (Normalenform).

e 7i steht auf allen Richtungen in E senkrecht.

e Man kann sich einen auf 7 und s senkrecht stehenden Vektor
beschaffen und diesen zu 1 normieren, zB mit Hilfe eines Punktes
Z ¢ E. Dannistd =Yy -n.

o Umgekehrt gilt: Jede Mengen in Normalenform stellt Ebene dar.
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3-dim AG

Ein Beispiel

2.19 Beispiel

(-6 )

Suche nso, dass -7 =0und n-s =0, dh:
m+2n+2n3=0und —2n; +3n,+3n3 =0.
0
Offenbar erfiillt ( 1 ) beide Gleichungen. Seine Linge ist v/2.
-1

N
S

0
Es ergibt sich i = -1 (1) undd =y -n=—
1

— E={XeR |3 ii=d} = {XeR | -x+x=1}.
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Ein weiteres Beispiel

2.20 Beispiel
. 1 —1
3-dim AG
Seien Y=0Ound7=|1],5= 1
0 0

Dann gilt X € E <= x3 = 0.
(Die eine Richtung sieht man mit a = 25X ynd b = X252 )

Ist P=(3,50) € E? JA. (a—b=3, a+b=5=b=1,a=4)
Ist Z=(2,4,6) € E? NEIN. (6 #0.)

Finde Zy € E so, dass Zg — Z senkrecht zu 7 und s.
Dh ag, bg € R: (?—ao?—bog)-?zo, (E—ao?—b0§)-§:0.
Dh: (27ao+b0)+(4faofbo):0, 7(2720+b0)+(4720*b0)=0.

—> a9 =3, by = L und Zy = (2,4,0).

= E = {x3 = 0} — vergleiche oben! Das ist die x;-xp-Ebene.
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3-dim AG

Abstand Punkt zu Ebene

Analog zum Abstand Punkt zu Geraden in IR? ergibt sich:
2.21 Proposition
Ist Z ein Punkt und E eine Ebene, dannist d(Z,E) = |d —Z - 7.

Beweis
Ist Zy € E der FuBpunkt des Lotes durch Z, dann gilt:
|X —Z|? > |Zp — Z|? fiir alle X € E.

Beweis:
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Abstand in vorherigen Beispielen

2.22 Beispiel

3-dim AG Sei Z=(1,1,5) und E die Ebene aus Beispiel 2. 19

Man berechnet Z - i = _T Damit ist d(Z,E) = ﬁ

2.23 Beispiel

Sei Z=(1,1,2) und E die Ebene aus Beispiel 2.19.
Man berechnet Z - i = _7 Damit ist d(Z, E) = 0.
Tatsachlich ist Z € E laut Normalendarstellung. In

Parameterdarstellung: a = —% und b = —%.

2.24 Beispiel

Seien Z und E aus Beispiel 2.20.

Da wir Zy = (2,4,0) berechnet haben, ist d(Z, E) = |Zy — Z| = 6.
In die Formel eingesetzt ergibt sich [0 — (—6)| = 6.

Auch anschaulich klar: Z = (2,4,6) liegt 6 iiber der x;-x-Ebene.



2. Vektorgeometrie

2111, Analytische Geometrie in n Dimensionen
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R":=R"!xR={x=(xg, - ,xp) | x1,....xp € R}, n € N.

2-dim AG
3-dim AG
n Dim

Alle Element als Punkt oder Vektor auffassbar.

Analoge Definitionen:

X1ty

e X+y:= : (Innere Verkniipfung).
Xp + Yn

o axX = ( (AuRere Verkniipfung).

J =.\/Li- 1x2 (Lange).

e X-y=Y"1xy (Skalarprodukt).

e Orthogonal, wenn X -y = 0.
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2-dim AG
3-dim AG
n Dim

Aussagen in IR”

Innere Verkniipfung:
Assoziativ, kommutativ, hat 0, hat Inverse.

AuRere Verkniipfung:
Assoziativ, kommutativ, hat 1.

Inner und dulere Verkniipfung:
Erfiillen beide Distributivgesetze.

Lange:

homogen, positiv definit, erfiillt die Dreiecksungleichung.

Skalarprodukt:
symmetrisch, positiv definit, bilinear.

Es gilt [%] = VX - X.

Es gilt X -y = |X||y| cos(£(X,y)) und die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |X - y| < [X]| |¥|.
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2-dim AG
3-dim AG
n Dim

Ebenen im R”

Eine k-Ebene im IR” durch Y ist fiir k < n— 1 gegeben durch

mit Richtungsvektoren 7, ..., 7 nicht in einer (k — 1)-Ebene.

Jede (n— 1)-Ebene E,_1 im R" hat eine Normalendarstellung
Ep1={X€ER"|% 7i=d}

fur i € R" mit |A| = 1 orthogonal auf allen Richtungen in der
Ebeneund d =71-y.

Zwei verschiedene (n — 1)-Ebenen sind entweder parallel oder
schneiden sich in einer (n — 2)-Ebene.

Zwei verschiedene (n — 2)-Ebenen sind entweder parallel oder
schneiden sich in einer (n — 3)-Ebene oder sind windschief.

Fiir Ze R ist d(Z, Ep_1) = |d — Z - 7.
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Richtungen und Raum

2.25 Beispiel

Wir betrachten 7; = und i3 =

4
S 3
, = 9

O W N
O O = N

0

Winkel zwischen diesen Vektoren sind nicht Null
—> verschiedene ,,Richtungen”.

Andererseits: —%?1 + %?2 = 73 = alle in der selben 2-Ebene in R%.

Es handelt sich also nicht um verschiedene ,Raumrichtungen”
= konnen keine 3-Ebene im R* definieren.

1 4

Demgegeniiber: 57 = schon.

o w
Ii’)’

I
o N W
&

I
CR=NSE®
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Beispiele
2.26 Beispiel
Winkel zwischen %, y fiir X = (1,3,0,2,1), Y = (1,0,2,2,2) in R4
e X-y=140+0+442=7.
X =vI+9+0+4+1=V15 [y|=VI+0+4+4+4= V13

= /(Xy) = arccos(ﬁ).
2.27 Beispiel
In R* sei eine 3-Ebene E3 gegeben durch Y = (0,1,2,3) sowie
:
S| 1=if . . L3 1
I = 2 L i=1,..., 3.Wah|eanfﬁ 0
i+1 1

Die Normalenform ergibt sich zu E3 = {2x; —3x; —3xq4 = —12}.
Der Abstand von Z = (1,1,1,1) zu E3 ist d(Z, E3) = \/%



3. Lineare Algebra

3.1. Raume und Basen
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Vektorraume

3.1 Definition

Eine Menge mit einer inneren und einer duReren Verkniipfung ist ein
Riume Vektorraum, wenn gilt:

e Innere Verkniipfung: Assoziativ, kommutativ, hat 0, hat Inverse.
e AuBere Verkniipfung: Assoziativ, kommutativ, hat 1.

e Innere und dulere Verkniipfung: Erfiillen beide Distributivgesetze.

3.2 Beispiel

e {f:R — R} mit den iiblichen Verkniipfungen.

e IR” mit den Verkniipfungen aus Kapitel 2, n € IN. Wir schreiben
wieder x € R”, interpretiert als Spaltenvektor x = (x,...,xn)".

o {x € R?|2x; +3x =0} mit den Verkniipfungen des R2.

Wir beschrdnken uns von nun an auf Teilmengen des R".
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Untervektorraume

3.3 Definition

Betrachte einen Vektorraum V. Eine Menge U C V ist
Raume Untervektorraum von V, wenn U mit den Verkniipfungen von V selbst
Vektorraum ist.

3.4 Bemerkung

o Fiir einen UVR reicht zu zeigen:
o x+yeUfirallex,y e U,
e ax e Ufirallex € Uund a€eR.

e Umgekehrt: Ist 0 ¢ U, dann kann U kein UVR sein.

3.5 Beispiel

e g={x€R?|2x +3x =0} CR? - vergleiche Beispiel 3.2
e Allgemein jede k-Ebene (dh Gerade, Ebene, etc) durch 0.
e Kein UVR von R": {x € R2 [2x1 +3x = 3} c R2.
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Darstellung von Vektoren

Beobachtungen:
3 1 0 2 1 0
2 — —
Tos " K 9(2>_3<0)+2(1>_1<0>+1<0)+2(1>
Matrizen 5 1 1 -1
—2\1) 2\1 )

~ Kombination verschiedener anderer Vektoren aus IR2.
k .
e Fiir k < (n—1) betrachte k-Ebene E = { Y a; rU) | aj € ]R}
j=1
~ Jeder Vektor darin ist Kombination der Vektoren rl) € E.

Allg. ist jeder Vektor durch Vektoren des selben VR ausdriickbar.

Fragen:
e Alle Vektoren durch die selben anderen Vektoren ausdriickbar?

e Wenn ja: Wie viele anderen Vektoren bendtigt man dafiir?
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Linearkombinationen

3.6 Definition
Fir kK € IN betrachte X := {x(l), ...,x(k)} C R”".
R&aume
k ,
o Fiir a7,...,a, € Rist )} a; xU) Linearkombination von X.
J=1 K .
e Esistspan X ==y eR" |y = Zajx(J) fir ay, ..., ax E]R}
j=1

der von X aufgespannte Raum.

o Ist U =span X, dann ist X Erzeugendensystem von U.

3.7 Proposition
Ist X .= {xm, .. .,x(k)} C R”, dann ist span X ein UVR des IR".

3.8 Beispiel
Jede k-Ebene durch 0 ist E = span {r(l), e, r(k>}, ein UVR des R”.
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R&ume

Beispiel Produktionssteuerung

3.9 Beispiel

5t Milch, 1 t Schlagsahne, 1 t Joghurt, 2 t Milchpulver produziere die
Fabrik 1 pro Tag: x() = (5,1, 1,2)T.

Fabrik 2: x@ = (4,1,3,2)7.

Fabrik 3: x®) = (2,3,3,1)7.

Frage: Kann man durch geeignete Laufzeiten aj, a», a3 genau
x = (100, 10, 10,40) T t (Milch, Schlagsahne, Joghurt, Milchpulver)
erzeugen?

3 .
Mathematisch: Existieren a1, ap, a3 € R mit x = }_ a; xU)?

j=1
Oder 3quivalent: Ist x € span {x(l) x(2) X(3)}?

’ 1

Antwort: Nein. Es gibt keine Lésung der Gleichungen

5 4 2 100
a ! + as L + a3 . = iy
1 3 3 10
2 2 1 40
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Minimales Erzeugendensystem

3.10 Beispiel

1 2
Riume Seien x(1) = [ 1 , x = (2] und U= span {x(l),x(2>}.
0

0
Fiir jedes x € U ist also x = a1 x@) 4+ an x(2) mit ai, a» € R.
Aber x(2) = 2x(1) | daher x = (a; 4+ 2a5) x1).
— span {x(l),x(z)} = span {x(l)} =U.

3.11 Definition
Betrachte X = {x(l),...,x(k)} C R" und U = span X.

X ist minimales Erzeugendensystem oder Basis von U, wenn
span ) # U fiir jede echte Teilmenge ) C X.

Die beiden Richtungsvektoren einer Ebene durch 0 sind also eine Basis
dieser Ebene: Weglassen wiirde die Gerade in Richtung des
tibriggebliebenen Vektors geben.
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Lineare Unabhangigkeit

3.12 Proposition

Ein EZS X = {x(l), ...,x(k)} C R” ist genau dann minimal, wenn
k .

Zajx(J) =0 nur fiir a1 = ... = a, = 0 gilt.

j=1

R&ume

3.13 Definition

X = {x(l) ..... x(k)} C R” ist linear unabhingig, wenn
k .

'Zajx(J) =0 nur fiir ag = ... = ag = 0 gilt.

j=1
Im umgekehrten Fall heilt X linear abhangig.

3.14 Bemerkung

k Vektoren sind I. a. genau dann wenn einer der Vektoren als
Linearkombination der anderen darstellbar. Sie liegen dann in der
selben (k — 1)-Ebene — vergleiche die Definition der k-Ebene.
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Beispiele

3.15 Beispiel
Sei x) =(3,0,1,2)7, x® = (0,-2,1,1)7, x®) = (-1,1,2,-1)T

a x(1) 4 a» x@) 4+ as x(3) = 0 hat nur die Lésung a; = a» = a3 =0

R&ume
LGS

i — [, @) @ L st 1. D aTD
Mit x(4) = (1,4,4, —1) gilt x#) = x(1) — x(2) 4 2x(3)
{ (1), x(2), (3),X<>}ist|.a. s ard
3.16 Beispiel

Firj=1,..., n sei /) € R" der Vektor, dessen j-te Komponente
gleich 1 ist, wihrend die anderen alle gleich 0 sind.
— |el)| = 1. Diese sogenannten Einheitsvektoren sind |. u.

Jedes x € R" ist als Linearkombination der el) darstellbar, wobei der
Koeffizient a; genau der j-ten Komponente x; von x entspricht.

{e(j) lji=1,..., n} heiBt deswegen Standardbasis des IR".
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R&ume

Existenz, Eindeutigkeit, Dimension

3.17 Proposition
e Jeder VR hat eine Basis und damit ein EZS.

e Die Darstellung eines Vektors beziiglich einer Basis ist eindeutig.

Eine Basis muss nicht eindeutig sein, es gilt aber:

3.18 Proposition

Zwei Basen eines VR haben die selbe Anzahl an Elementen.

3.19 Definition
Die Anzahl der Elemente einer Basis von U ist die Dimension dim U.
3.20 Beispiel

e dim(R") = n.

e Eine k-Ebene hat Dimension k.
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R&ume

Eigenschaften der Dimension

3.21 Proposition

Ist dmU =k und X = {x(1> ..... x<k>} C U I. u., dann ist X ein
EZS (und daher eine Basis) von U.

3.22 Proposition

Ist dmU = kund Y = {x(l) ..... x(i)} C U |. u. fiir ein i < k, dann

kann man ) zu einer Basis X = {x(l) ..... x(k)} von U ergdnzen.

3.23 Proposition
Ist U ein UVR von V, dann ist dim U < dim V.

3.24 Proposition
Ist U = span {X(l) ..... x(k>}, dann ist dim U < k und man kann eine

Basis aus {x(l) ..... x(k)} gewinnen.
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R&ume
LGS

Matrizen

Beispiele

3.25 Beispiel

Seien x(1) = (1,1,2,3)7, x® = (1,1,3,2)7, x® = (1,1,1,4)7.
Welche Dimension hat U = span {x(l),x(z),x(3)}?

Beobachtung: x(3) = 2 x(1) — x(2),

— das EZS ist |. a. und daher nicht minimal. aEed aaEd

Andererseits existiert kein a € R mit x(1) = ax(2),

= {x(l),x(z)} ist |. u. EZS und daher Basis. = dim(U) = 2.

3.26 Beispiel
Es sind x) = (1,-1,0)7, x® = (0,-1,1)7, x® = (1,2,3)7 lu.
— {x(l),x(2),x(3)} sind eine alternative Basis des R3.

aEd aEn

Man kann zB x = (3,2, l)T mit a1 = 2, ap = —2, a3 = 1 darstellen.
[ > Rechnung X > Losung ]
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3. Lineare Algebra

3.1l. Lineare Gleichungssysteme
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R&ume
LGS

Matrizen

Genaue Rechnung Beispiel 3.15

> Beispicl
(1) . 381 - 1 a = 0
(2): — 2a + laz = 0
(3) : la; + lap + 2a3 = 0
(4): 2a + lap — lag = 0

a] = ap = a3 = 0 ist Losung.

Weitere Losungen?

Aus (1): a3 =3a1. Aus (2): ap = %33 _ %31-
Das ist beides erfiillt fiir
a=2 a =3, a3 =6

oder allgemeiner

ag =2A, a =3A, a3 =6A fur alle A € R.
In (3) eingesetzt folgt: 0 = 2A +3A+12A =17 A,
Das ist nur wahr fir A = 0.

= a; = ap = a3z = 0 ist die einzige Lésung.
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Genaue Rechnung Beispiel 3.15, zweiter Tell

» Beispiel , zweiter Teil

(1): 3a; — lag + lag = 0
Réume (2): — 2a + laz + 4a4 = 0
e (3): lay + lap + 2a3 + 4a = 0
(4): 2a; + lap — lag — lag = 0
a] = ap = a3 = ag = 0 ist Lésung. [ > Gautt ]

Weitere Losungen?
AUS (1) as :331 +a4. AUS (2) ay = %33—’—234 = %31 +%34
In (3) eingesetzt folgt: 12—7 ap + % ag=0=— a; = —a.
= ap = —aj und az =2aj.
Eine Losung ist also
a; =1, a = —1, as = 2, ag = —1
oder allgemeiner
ag=A, a=-A, a3=2A, a=-A firaleAeR.
In (4):2A —A —2A+ A =0 fiir alle A € R. Ebenso fiir (1), (2), (3).
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R&ume
LGS

Matrizen

Genaue Rechnung Beispiel 3.25

> Beispicl
(1) la; + lap + lag = 0
(2): 2a3 + 3a 4+ laz = 0
(3): 3a1 + 2a + 4a3 = 0

a] = ap = a3 = 0 ist Losung.

Weitere Lésungen?

Aus (1): a; = —ap — a3.

In (2):ay—a3=0=ap = a3 = a1 = —2a.

Eine Losung ist also

a; = 2, a = —1, a3 =—1
oder allgemeiner

a; = 2A, a = —A, a3 = —A fur alle A € R.
In (3): —=6A+2A+4A =0 fiir alle A € R. Ebenso fiir (1), (2).
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(1) 0
(2): la; + lap — 2a3 = 0
() lap + 3a3 = 0

a; = ap = a3 = 0 ist Losung.

Weitere Losungen?
Aus (1): a; = —a3. Aus (2): ap = —a; + 2a3.

Eine Losung ist also

a; =1, a = —3, a3 =—1
oder allgemeiner

a; = A, a = —3A, a3 = —A fiir alle A € R.
In (3):0=-3A—-3A=—6A nur fir A =0.

—> a1 = a» = a3 = 0 einzige Ldsung.
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» Beispiel , zweiter Teil

(1): lag + 1lag
(2)! —lay — lap + 2a3
(3): lap + 3a3
Aus (1): a3 = —a3 + 3.
Aus (2): ap = —a; +2a3 — 2.
In (3): 6a3 —5=1.
—a3=1
— ay =2
— a; = 2.
Einzige Losung ist also
ay = 2, ay) = -2,

a3=1.
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Allgemeine Lineare Gleichungssysteme

Umbenennung: m Gleichungen mit n Unbekannten, genannt x.

k . n .
Dh statt }_ a; xU) = x € R" schreiben wir Y X al) =peR™.
1 =1

Jj=1 J
e Ein Lineares Gleichungssystem ist dann
Matrizen
(1) : X1 agl) + X 852) + ... + Xp a§n) = b
(m): X1 ag) + X aﬁrz,) + ... 4+ xa aﬁ,’,’) = bm

Ist b =0, dann heiBt das LGS homogen, ansonsten inhomogen.
3.27 Proposition

e Jedes homogene LGS hat entweder genau eine Losung (ndmlich
0), oder unendlich viele.

e Jedes inhomogene LGS hat entweder genau eine Lésung, oder
unendlich viele, oder keine.
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Zuldssige Zeilenoperationen

Zuldssige Zeilenoperationen dandern Losungsmenge eines LGS nicht:
e Vertauschen von Zeilen.

o e Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl ungleich 0.
LGS - . . . . .
MEtiizen e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.
3.28 Beispiel
Im vorangegangenen Beispiel

e 1-(1)+(2) = (2) (statt (2)).
1-(2")+ (3) = (3') (statt (3)).
o 1-(3)=(3) (statt (3)

ergibt

(1) : 1xg + 1x3 = 3

(2'): — 1x + 3x3 = 5

(3" : 1x3 = 1 = Ldsung von eben.
> Gault
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amas GauB-Verfahren

Systematische Methode: Reduziere Zahl der Unbekannten schrittweise.

3.29 Beispiel
ros o Vorangegangenes Beispiel.
Matrizen
e Vorangegangenes Beispiel homogen.
1-(1)+(2) = (2):
1):  1x + Ixg = 0
(2’) — 1x 4+ 3x3 = 0
(3): 1x, + 3x3 = 0
1-(2)+(3) =(3):
(1):  1x + Ix3 = 0
(2') : — 1Ixx + 3x3 = 0
(3): 63 = 0

—> 0 = x3 = xp = x7 einzige Ldsung.
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Homogen und unendlich viele Losungen

(1): 3xq — 1x3 + 1x4 = 0

(2): — 2x + 1x3 + 4x4 = 0

—— (3): 1xg + 1Ixp 4+ 2x3 + 4x4 = 0

e (4): 2x1 + 1xo — 1x3 — 1xg = 0
> urspriingliches Beispiel

(3/) 1xy -+ %XE} + Ly = 0
(4/) 1xo 3X3 — %X -0
F@+@) =3} @+ @) = @)
(31/); 1?7)(3 + 1’1%7 xq = 0
4" : S S
_% . (3//) + (4//) —_ (4///), _%(3//) _ (3/,,):
SHE o+ 2u - 0
(4///) . 0 — 0

Die letzte Gleichung ist erfiillt fiir alle x4 =: A € R.
== x3=-2A x=A,xg=—-AfirA eR.
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3. Lineare Algebra

3.11l. Matrizen
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Matrizen
3.30 Definition
Die schematische Anordnung der Vektoren al) . alm e RM als
A oo B oo
(1) my — | . ) | — (0.
@ a) = 2 7 & | =@ )i
L0 20) A

ist eine (m x n)-Matrix A € R™*",

3.31 Bemerkung
e Eine Zahl a € R ist eine (1 x 1)-Matrix.
e Ein Vektor a € R" ist eine (m x 1)-Matrix.

e Die i-te Zeile einer Matrix a; ist selbst eine (1 x n)-Matrix,
genannt Zeilenvektor, mit aI-T € R".
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Transposition

3.32 Definition

Zu Ac R™ " ist AT € R™™ die transponierte Matrix, gegeben
durch (a )U)—a()furallel—l ..... nj=1,...m

Matrizen

Transposition ist also Vertauschung von Zeilen und Spalten.

3.33 Beispiel
270 a1
-Az(ggg):(zg)ew?’.
026 a4
mit a3 = (2,7,0), ax = (3,2,0), a3 = (5,0,6), a4 = (0,2,6).
ff IR3 AT =@ ,....a]) = (7332).
Offenbar ist a7 € R®, und (aj ,---.aq) (S%g%>
1 0
o Epi= (e, .. eM)y=[: - | € R"™" (Einheitsmatrix).
0 1

Dann ist ET E,.
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Matrixaddition

3.34 Definition
Fir A, B € R™*" ist die Summe von A und B gegeben durch

Matrizen A+B = (a0 a2l 4 p)) = (ag) + bg>)i:1 m € R™".
j=1

Die Matrixaddition ist eine innere Verkniipfung in R™*".
Auch eine duBere Verkniipfung wird wie {iblich definiert.

3.35 Proposition

e Die Matrixaddition ist kommutativ.

e Die Matrixaddition ist assoziativ.

0 ... 0
e Die Nullmatrix O = | : : | € R™ " ist Neutrales der

0o ... 0
Matrixaddition, —A das Inverse zu A.
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Matrizen

Matrixmultiplikation

3.36 Definition

Fiir A € R™% und B € R¥*" ist das Produkt von A und B gegeben
durch

3.37 Beispiel

A=(33) eR¥2 B=(}8) eR¥2, C = (19}) e R¥.

aj -b") af -b?) 2+14 1247 16 19
AB = (a{-b“) ;rb<2>> = ( 3+4 18+2> = ( ! gg) € R3%2,
T

a;r-bu) b2 5+0 30-+0
54 115 16
(AB) C = (47 62 7 ) A(BC) € R3*3,
65 60 5

B A ist nicht definiert, C (AB) € R?>*? £ R3*3,
B(CA)=(51%7) # (8%5) = (CA)B
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Eigenschaften der Matrixmultiplikation

Nach Beispiel 3.37 ist die Matrixmultiplikation nicht kommutativ.
3.38 Proposition

e Die Matrixmultiplikation ist assoziativ.

Matrizen

e E, ist Neutrales der Matrixmultiplikation auf IR"*".

Beweis

Die Einheitsmatrix ist rechts- und linksneutral, weil
ai-el) =al) = ¢ . al).

3.39 Bemerkung

Ein LGS von m Gleichungen mit n Unbekannten kann man auch
auffassen als A x = b fiir die Koeffizientenmatrix A € R™*", b € R™
und Unbekannte x € R".

Mit dem GauR-Algorithmus angewendet auf (A, b) € R™*(7+1)
iiberfiihrt man A in Zeilen-Stufen-Form A und 16st dann A x = b.
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Beispiel Produktionsplanung

R&ume
LGS
Matrizen

e 4 Rohstoffe Ry, Ry, R3, Rs.
e 3 Zwischenprodukte 7y, Z,, Z3.
e 2 Endprodukte Eq, Ep.

Beschriftete Pfeile geben Eingangsmengen pro Einheit an ~~ Matrix.
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R&ume
LGS
Matrizen

Beispiel fortgesetzt - Matrix fiir Zwischenprodukte

280
A= (g o 100> € RS,
026
e j-te Spalte: Wie viel der jeweiligen Rohstoffe wird fiir eine Einheit
des Zwischenprodukts Z; bendtigt?

e j-te Zeile: Wie viele Einheiten des Rohstoffs R; werden fiir die
jeweiligen Zwischenprodukte bendtigt?

Welche Mengen an Rohstoffen Ry, Ry, R3, und Ry sind insgesamt
notig, um die Mengen Z;, Z», Z3 an Zwischenprodukten zu erzeugen?

R=AZ=2a"Y +2,a@ 4 73203,

Konkretes Zahlenbeispiel: Es soll Z; =2, Z, = 3, Z3 = 4 erzeugt
werden.

28
12
50
30

Dafiir benétigt man R =
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Beispiel fortgesetzt - Matrizen fiir Endprodukte

REume e j-te Spalte: Wie viel der jeweiligen Zwischenprodukte wird fiir
LGS

Matrizen eine Einheit des Endprodukts E; bendtigt?

e j-te Zeile: Wie viele Einheiten des Zwischenprodukts Z; werden
fir die jeweiligen Endprodukte bendtigt?

Welche Mengen an Rohstoffen Ry, Ry, R3, und Ry sind insgesamt
nétig, um die Mengen Ej, E> an Endprodukten zu erzeugen?

e Bendtigte Zwischenprodukte: Z = BE.
e Hierfiir bendtigte Rohstoffe: R = A Z.

e Insgesamt also: R=A(BE) = (AB)E.

—> Die gesamte Produktion ist beschrieben durch AB = (

HOINN
SDON O

)
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Matrizen als lineare Abbildungen

e Im letzten Beispiel erfolgte durch die Matrix A € R**3 eine
Zuordnung R3 > Z+— AZ = R € R*.

R&ume

Les. e Ebenso ergab B € R3*? eine Zuordnung
Hatre R?>E— BE=Z€eR.

e Tatsichlich definiert jede Matrix M € R™*" eine Abbildung
fir : R” — R™ mittels fy;(x) = M x fiir alle x € R".

e Solch eine Abbildung ist linear, dh fiir alle x, y € R" und « € R
gilt fn(x +y) = fy(x) + fm(y) und fiy(a x) = a fi(x).

e Es gilt auch die Umkehrung: Zu jeder linearen Abbildung
f :R" — R™ gibt es eine Matrix M € R™*" mit f(x) = M x
fir alle x € R".

e Jede Matrix ist also eine lineare Abbildung. Die
Matrixmultiplikation entspricht dabei der Verkettung - siehe das
obige Beispiel.



e Beispiel Gesunde Ernihrung
e Ein Apfel enthilt pro 100 g 5 mg Vitamin C und 5 mg
Magnesium.
EL-ZW e Eine Banane enthilt pro 100 g 9 mg Vitamin C und 27 mg
Heten Magnesium.

Die Nahrstoffmatrix ist dann gegeben durch M = (2 2 ).

Frage 1: Welche Mengen an Néhrstoffen N (in mg) nimmt man durch
den Verzehr von E = (Eg) (in 100g) zu sich?

Antwort 1: N = M E.

Frage 2: Wieviel Apfel und Bananen muss man essen, um den
N&hrstoffgehalt N = (,\Il\lﬂj ) zu sich zu nehmen?
g

Antwort 2: Lése das LGS M E = N nach E .
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Beispiel fortgesetzt

Rechnung: Lése das LGS (5 297> (Eg) = (,(,Y\jg)
Riume

Las (5 9| N¢
e (D)= (3 3] € )

o
Il
o=
2
~
+
=
g
c
S
o
m
S
‘W
=
S

|
=
S

3 1
T 1o 5 9 10
Beobachtung: ( 10 110) < ) = ( ) = E.
& &)\ 27)7 01

Wir haben also das multiplikative Linksinverse von M gefunden.
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Inverse einer Matrix

3.40 Definition

Eine quadratische Matrix A € R™*" heilt invertierbar, wenn es
B € R"™*" gibt, so dass BA = E, = AB € R™". B = A1 ist dann
Matrizen die Inverse zu A.

3.41 Bemerkung

e Ac R™"M invertierbar <= Vb € R"d; x € R" mit Ax = b.
o A=l ist die Umkehrabbildung der linearen Abbildung A.
e Berechnung durch Anwendung des GauR-Verfahrens auf (A, Ep).

3.42 Beispiel
A— 20 30\ 20 30(1 O - 20 30| 1 O
~\5 9/ 5 9|0 1 0 6 |-1 4

20 0| 6 —20 1 0| & -1 1 (5
(3 8] 5 7618 )-8

-1
2
3
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Invertierbarkeit bei (2 x 2)-Matrizen

Frage: Wann ist A = (2 5) invertierbar?

cd
Suche also x, y, W,zso,dass(gS)(fvg):((l)(l)).
s Rechnung:
Matrizen ax + bW — 1
ay 4+ bz = 0
cx + dw = 0
cy + dz = 1
Man erhilt w = _adfbc’ z= adibc’ y = _adébc’ X = adibc'

3.43 Definition
Fiir A € R2*2 ist ad — b ¢ die Determinante von A, kurz det A.
3.44 Proposition

A € R?*2 ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0. Dann gilt

A7l = (det A)~1 < d _b).

—C d



4. Analysis
4.1. Folgen und Reihen
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Eine Funktion a : IN — IR ist eine Folge (in den Zahlen).

e a(n) =: a,

e Man bezeichnet auch die Bildmenge a(IN) =: (a5)nen als Folge.

falls n gerade

falls n ungerade
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Fibonacci—Folge

Fibonaccis Modell einer Kaninchen-Population (1202):

e Zu Anfang gibt es ein Paar neugeborener Kaninchen.

Folgen e Ein Paar junger Kaninchen braucht einen Monat um
Stetigkei .
S geschlechtsreif zu werden.

Int'barkeit
e Jedes Paar geschlechtsreifer Kaninchen wirft pro Monat ein
weiteres Paar junger Kaninchen.

e Die Kaninchen befinden sich in einem abgeschlossenen Raum.
e Kaninchen sind unsterblich.

~~ Anzahl der Kaninchenpaare im Monat n sind die Fibonacci-Zahlen

FF=1F=1FR=2F=142=3,...... Fn=Fn_ 1+ Fho.

% nihert den goldenen Schnitt ® = 1+2\/§ an.

~~ Fibonacci-Zahlen in der Natur, zB bei Sonnenblumen, .. ..
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Folgengrenzwert

4.3 Definition

a € R ist Grenzwert der Folge (an)pen. falls es zu jedem € > 0 ein
ng € N gibt, so dass |a — a,| < e fiir alle n > ng.

kg Eine Folge, die einen Grenzwert besitzt, ist konvergent.
Andernfalls ist sie divergent.

Beachte: Der Grenzwert einer Folge ist damit eindeutig bestimmt.
Schreib- und Sprechweisen

e a= lim a,, oder a, — a(n — ).

n—o00

o (an)neN konvergiert gegen a, bzw divergiert.

e Ist a =0, dann sagt man, (a,)nenN ist eine Nullfolge.

4.4 Bemerkung

Andern endlich vieler Terme idndert den Grenzwert nicht:
Falls a, = b, fiir alle n groBer ein ny, dann gilt lim a; = lim b,.

n—o0 n—oo
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Beispiele
4.5 Beispiel
© ap =1 Sei € > 0 gegeben. Fiir alle n > ng gilt dann:
1 1
Folgen lan — 0| S =K falls ng > =
Solch ein ng € N g|bt es, also gilt % —0(n — o).

® a5 = ;77: Seie >0 gegeben Fiir alle n > ng gilt dann:
lap — 1] = 1+n<1+n <sfa||sn0>f—1
Solch ein ng € IN gibt es, also gilt ;77 — 1(n — o).
e a,=q" fir g € R mit
e |g| < 1: Sei ¢ > 0 gegeben. Fiir alle n > ng gilt dann:
lan — 0] = |q|" < |q|™ < ¢, falls ng so, dass |g|™ < .
Solch ein ng € IN gibt es, also gilt g" — 0 (n — o0).
e g=1:1" =1 fir alle n: Konstante Folge, konvergiert gegen 1.
e g= —1: (—1)" ist abwechselnd 1 und —1: Folge divergiert.

e |g| > 1: |g|" wird mit zunehmendem n immer gréBer: Folge
divergiert, aber ,anders” als zuvor.
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Folgen

Beschrankte und unbeschrankte Folgen

4.6 Definition
Eine Folge (ap)nen ist beschrankt, wenn es eine Zahl K € IN gibt, so

dass |ap| < K fiir alle n € N gilt.
4.7 Proposition

e Eine konvergente Folge ist beschrankt.

e Eine beschrankte und monotone Folge ist konvergent.

4.8 Bemerkung

Eine unbeschrankte Folge ist damit immer divergent.

4.9 Proposition

Ist (an)nen eine Nullfolge und (bp)nsen eine beschrinkte Folge, dann
ist (ap bn)nen Nullfolge.
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Bestimmte Divergenz

4.10 Definition

Eine Folge (ap)neN ist bestimmt divergent falls eine der beiden
folgenden Aussagen zutrifft:

e Zujedem K > 0dng € N, so dass a, > KV n > ng.

Folgen

e Zujedem K >0dng € N mit a, < —KVn > ng.

Schreibweise

Ist (an)neN bestimmt divergent gegen +oo, dann schreibt man
lim a, = o0 und spricht vom uneigentlichen Grenzwert +co.

n—oo

4.11 Beispiel
lim n = oo, lim —n3 = —oo, lim (—1)"n2 existiert nicht.
n—oo n—o00 n—o00

4.12 Proposition

Ist (an)neN bestimmt divergent, dann ist (;T)neN eine Nullfolge.



AMAS

Grenzwertregeln
4.13 Proposition

Seien (an)neN und (bp)pen konvergente Folgen mit GW a und b.

. e (an =+ bn)nen ist konvergent mit

lim (an =+ bp) = (lim an) £ ( lim by).

n—oo n—oo n—oo

o (ap bp)nen ist konvergent mit

lim (ap bp) = (lim ap) ( lim by).

n—oo n—oo n—oo

e Falls b,, lim b, # 0, dann ist (Z—") konvergent mit
n—co n / nelN

lim a
lim 2n — o i
HHOObn lim bn'

n—oo

e Falls a= b und a, < ¢, < by, dann ist (¢,)nen konvergent mit

||m Ch = ||m dn = ||m bn.

n—oo n—oo n—oo
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Beispiele

4.14 Beispiel
1
® a5 =n 2:
lim \/n =00 => lim a, = 0 mit Prop 4.12.

Folgen n—»co n—co
__5n243 .
® 9= 2 onil;
3 i 3
lim an = lim —r2_ 423 _aTsCt) 413 50 s
= 2, 1 — F 2, 1 = = 4
n—oo naoo4+;+n*2 LITM(4+F+"7) 4+0+0 4
_ 6n%49 .
® 9 = op302,
6,9 i 64 9
lim a, = lim n "3 4é3 rlrlmoo("+n3) 4:13 0+0 =0
n—oo n n—oo 2+n% Limm(2+n%) +0
n+sin(n
o 2y = mESn(0)

Es gilt n+sin(n) > 0 und sin(n) <1 < n fiir n € N.
= 0<a, < 2= lim a, = 0 mit Prop 4.13, letzter Teil.

n—oo

Alternativ: a, = % + s”;# und Prop 4.9.
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Bernoulli'sche Ungleichung

4.15 Lemma
Ist x > —1 und n € Np, dann gilt (1+x)" > 1+ nx.

Folgen

Bewels

Mit vollstandiger Induktion iiber n € INp:

Induktionsanfang n = 0 ist klar.

Angenommen, die Aussage gilt fiir n € IN. Dann ist

(14+x)"1=14x)"(1+x)>(14+nx)(1+x)
=(1+nx+x+nx?)>(1+(n+1)x).

4.16 Beispiel

ap = /x fir ein x > 1.
Dann ist a, > 1, und es gibt b, > 0 mit a, = 1+ bp,.

Es folgt x = (14 bp)" > 1+ nby mit Lemma 4.15.
Dh by < *-1 —0(n— c0) = lim b, =0 = lim a, = 1.

n—o0
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Folgen
Stetigkeit
Diff 'barkeit
Int'barkeit

Von

Modellierung von Wachstum

einer Pflanze ist die jahrliche Wachstumsrate x bekannt:
Die Pflanze habe anfangs die Lange L.

Hatte sie einmal im Jahr einen Wachstumsschub, bei dem sich
das komplette Wachstum auf einmal realisiert, dann wére die
Linge nach einem Jahr (14 x) L.

Wiirde sich das gesamte Wachstum gleichmaBig auf zwei
Wachstumsschiibe verteilen, dann ware die Lange nach einem
halben Jahr (1+ %) L.

Der zweite Schub findet beziiglich der neuen Lange statt, dh
nach einem weiteren halben Jahren ist die Lange
(1+%)(1+3%)L, also (1+ %) L.

Bei drei Wachstumsschiiben im Jahr ergibt sich (1+ %)3 L, etc.
Der Faktor fiir n Wachstumsschiibe ist a, = (1 + %)". Die
dadurch gegebene Folge heilit Exponentialfolge.

Fiir n — oo ndhern wir uns immer mehr dem tatsichlich
stattfindenden Wachstum an.
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Konvergenz der Exponentialfolge

4.17 Proposition

Die Exponentialfolge konvergiert fiir alle x € R.

a"+1(X) —n I — IU alle S ]I:
73,,()() nX ( (7‘ ]')X( 7X)> x

Fiir ein festes x betrachte n so grol, dass x +n > 0.
Dann ist —m > —1 und Lemma 4.15 ergibt 73’;:2)(:;) > 1.

= (ap(x))nen ist streng monoton wachsend in n fiir n groR genug.

. 1 1\t el g
Fiir by := ap(1) (1 + ﬁ> = (1 + 5) zeigt man ganz 3hnlich

by _onil (14 _1 M Biantianil o 4
b1~ n+2 n(n+2) = n3+4n?+4n )

= (bp)neN streng monoton fallend in n.

Sei nun m € IN die kleinste natiirliche Zahl mit m > x. Dann gilt:
an(x) < (1+7)" < (1+77)™" = (an(1)™ < b < bf" = 47,
= (an(x))nen ist konvergent.
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Exponentialfunktion

4.18 Definition
Die Exponentialfunktion ist exp : R — R, exp(x) := lim (1+ %)"

n—o00

Folgen

Offensichtlich gilt exp(0) = 1.

4.19 Bemerkung
Die Euler'sche Zahl

exp(l) =: e = 2,718281828459045235
ist irrational und sogar transzendent.

Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ohne Beweis:

4.20 Satz
exp(x) exp(y) = exp(x + y) fir alle x, y € R.
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Eigenschaften der Exponentialfunktion

4.21 Korollar
e exp(x) > 0 fiir alle x € R und exp(x) > 1 fiir alle x > 0.
I N
Folgen o exp(—x) = (%) fiir alle x € R.
Beweis

1 =exp(x — x) = exp(x) exp(—x) = exp(x) # 0V x € R.
x>0= (1+%)">1=exp(x) >1>0.

x<0:>—x>0:>exp(x):exp(17_)()>0.

Man kann auch zeigen, dass exp(IR) = (0, c0).
4.22 Proposition

exp ist streng monoton wachsend und damit injektiv.

Beweis

4.21
y>x=y—x>0= exp(y) 4.20 exp(y — x) exp(x) > exp(x).
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Logarithmusfunktion

4 .23 Definition

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist die

Logarithmusfunktion
Folgen

exp ! =: log : (0,00) — R, x > y so, dass exp(y) = x.
4.24 Proposition
e log(exp(x)) = x fiir x € R, exp(log(x)) = x fiir x € (0, 0).
e log(1l) =0, log(e) = 1.
e log(xy) = log(x) + log(y) fiir alle x, y € (0, 00).
. Iog(%) = —log(x) fiir alle x € (0, ).
e log ist streng monoton wachsend.

e log(x) > O fiir alle x > 1, log(x) < 0 fiir alle 0 < x < 1.
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Allgemeine Potenzfunktion

Erinnerung

Zu q € Q war die Potenzfunktion pg : (0,00) — (0, 00), pg(x) = x9.

Folgen

4.25 Proposition
Fiir g € Q gilt pg(x) = exp(q log(x)) fiir alle x € (0, o).

Beweis

Mit vollstandiger Induktion zeigt man die Aussage fiir n € INg und
erweitert sie dann auf —n € Z und € Q.

4.26 Definition
Fiir « € R ist die allgemeine Potenzfunktion

Py : (0,00) — (0, 00), x — exp(a log(x)) =: x*.

Die Potenzrechenregeln tibertragen sich dank der Funktionalgleichung.
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Folgen

Allgemeine Exponentialfunktion

427 Definition

Fiir a € (0, o) ist die Exponentialfunktion zur Basis a

exp, : R — (0,), x — exp(x log(a)) =: a*.

Damit ist exp(x) = eX = expo(x).
4.28 Bemerkung

e Die Umkehrfunktion von exp, fiir a # 1 ist log,, die
Logarithmusfunktion zur Basis a:
y = log,(x) <= x = a” fiir x € (0, c0).

e log., = log heilt auch natiirlicher Logarithmus und wird oft mit
In bezeichnet.

log(x)
log(a) -

e Rechenregeln iibertragen sich dadurch von log auf log,.

e Man sieht leicht die Umrechnungsformel log,(x) =
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Mehr zu Logarithmen

4.29 Beispiel
e log;(10000) = 4, denn 10* = 10000.
o log,(64) =3, denn 43 =64.

Folgen

o log,(a¥) =x, denn a* = a*.

4.30 Proposition

e lim log(n) = oo und lim n* = oo fiir & > 0.

n—oo

e lim '°§,,§") =0 fiir alle « € (0, c0).

Beweis

Fiir K > 0 ist log(n) > K, wenn n > eX und n* > K wenn n > K.
Da die Exponentialfolge wichst, gilt auBerdem
n* = e*1og(n) > (14 “Iog( ))2 > % (log(n))2.

. | |
Damit ist 0 < °§,§ ) < (|:gg((n)))2 & —0.




AMAS

Folgen
Stetigkeit
Diff 'barkeit
Int'barkeit

Anwendungsbeispiel Halbwertszeit

Der Zerfall radioaktiver Elemente wird modelliert durch
e die Anfangsmenge My,
o die Menge M(t) zum Zeitpunkt t,
. _ M
e die Zerfallskonstante A = log (W‘i)) >0,

o und das Gesetz M(t) = Mg e .

Frage: Zu welchem Zeitpunkt t, ist nur noch die Hilfe der
Anfangsmenge vorhanden?

M(t*) = %Mo <~ My e M = %Mo
= e M =3
— —At,=1lo (%) = —log(2)
=t = '°gA( )

Damit ist die Halbwertszeit t, = %.

0
%8 \m(1)
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Folgen

4.31 Beispiel

5
Yj2=4+9+16+425="54.

j=2
n : 0 falls n gerade
¥ (-1 =
j=1 —1 falls n ungerade.
n
Y1=14+1+14...+1=n+1.
j=0

(n+1)-mal

4.32 Proposition

Fir g €e R~ {1} gilt Zq/—

n+1
1 q

Beweis

(-9 Ld=La- Lt
j=0 Jj=0

Jj=0

Summen noch einmal

:(qO_,’_ql_,’_.“_i_qn)_(q1+q2_._”'+qn+1):qO_qn+1
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Beispiele
. 2 10/ #2% 1100 _ 999999 _ 479773,
Jj=
4 i 4 J 04321-(
e e R (3) =2 (3)-(3) TR =4k =8
Stetigkeit j:]- j:() 3

Diff 'barkeit

bk e Bob sei unsterblich. Er will einen Wolkenkratzer bauen. Am
ersten Tag schafft er 1 m, am Tag darauf die Hilfte (dh % m),
danach wieder die Hilfte (dh % m), etc.

Wie hoch wird das Haus werden?

Haushohe nach n Tagen:

n—1 ,
So=1+i+GF)2+...+3) 1= '20(%)1
J=
432 1—($)m _ n
FR a2 (i-(3))

Bobs Wolkenkratzer wird nach einer unendlich lange Bauzeit also
lim S, =2 (1 — lim (%)") =2 m hoch.

n—o00
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Folgen

4.33 Definition
Gegeben k € INg und eine Folge (3;);ek,k+1,..}- Die Summe

n
ISREES _Zkaj der ersten Folgenglieder bis n > k ist die n-te
J:
[ee]
Partialsummen der Reihe }_ a;.
j=k
Die Reihe ist konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen
o
konvergiert. Der Wert der Reihe ist dann lim S, = ) a;.
n—oo .
J=k

Analog definiert man (bestimmte) Divergenz einer Reihe.

Beachte: Man identifiziert die Reihe mit ihrem Grenzwert!
4.34 Proposition

(o)
Wenn 3 a; konvergiert, dann ist I,ITwaj =0.
J:k J

Vorsicht: Die Umkehrung gilt nicht!

Reihen
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Die geometrische Reihe

4.35 Proposition

©
Die geometrische Reihe Y ¢/ konvergiert genau dann, wenn |g| < 1.

Jj=0
Folgen o 1
Dann gilt } ¢/ = =g
j=0
Beweis
Fiir g # 1 ist laut Prop 4.32 Z ¢ = 1 "qﬂ, und (q"+1)n€N0
J=

konvergiert genau dann, wenn |q| < 1. Der Grenzwert ist 0.

Fir g =1 ist Zq’—n+1—>oo(n—>oo)

j=0
4.36 Beispiel
Z 2l —9 % 2% = 0.
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Folgen

Konvergenz- und Divergenzkriterien

4.37 Proposition (Majoranten- bzw Minorantenkriterium)

o0 [e)

* |aj| <bjVj €N und _Zlbj konvergiert —- _Zlaj konvergiert.
j= j=
(0] (o)
e a; > b >0V, €N und jglbj divergiert :>j§13j divergiert.

4.38 Proposition (Quotientenkriterium)

i [ee]
o ‘Tﬁll‘ < g < 1 fiir alle (groRen) j € N = }_ a; konvergiert.
=

aj j

o ‘Tﬂlﬂ > 1 fiir alle (groBen) j € N = }_ a; divergiert.

aj j:]-

4.39 Bemerkung

Fir ‘7’;‘” < 1 kann man mit dem Quotkrit keine Aussage treffen.
J




AMAS

Beispiele
o0 . . o0
sin sin 1 1
e ¥ 21(1) |laj| = 21(.1)‘ <5 und ) 57 konvergiert.
Jj=1 Jj=0
Majokrit & sin(f
28 Py S'ZJ(-J> konvergiert
Folgen J=
Stetigkeit x . ‘a, | i1 : . .
e J . j+1l _ 2 _ 1 j+1 1
S * Lyt o =am=ay 2 3<1i—o )
nt barkeit J:]-
otkrit &
Quotki v 24 konvergiert.
j=1

=1+(1-D+G-H+G-D++GE -7
=1+1- % < 2 fiir alle n € IN (Teleskopsumme).
= Partialsummenfolge (Sp)pen monoton und beschrankt.
— Y & konvergiert.
=1
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Die harmonische Reihe

4.40 Proposition

Die harmonische Reihe Y % divergiert.
j=1

Folgen

Beweis

Wir konnen die harmonische Reihe umschreiben:
=0 1,1 1,1,1,1 1 1
j;17_1+(§+§)+(Z+g+g+7)+(g+---ﬁ)+---

0 e
=ia;i+a+aztas+---= Y ap mit ag := Jl
k=1 j=2k-1
] k-1 k-1
Danngilt: ap > Y 77— 2> Y =
iok—12 1 i ok-12
Jj=2 Jj=2
=(k—1-2k"141)7 =5 >0fiiralle k € N.

- o
Aber Y % divergiert. Minokrit Behauptung.
=1

J



4. Analysis
4.11. Stetigkeit

168 / 239



AMAS

Definition Stetigkeit

4 41 Definition

Eine Funktion f : IR D D — R ist stetigin xg € D, falls es fiir alle

e > 0ein § > 0 gibt, so dass |f(xp) — f(x)| < € gilt fiir alle x € D
Stetigkeit mit |X0 — X| < 4.

f ist stetig auf M C D, falls f in jedem Punkt xg € M stetig ist.

4.42 Bemerkung

o Stetigkeit: Kleine Anderungen des Arguments kdnnen keine
groRBen Anderungen des Funktionswerts bewirken.

e Anschaulich: Der Graph hat keine Liicken.

4.43 Proposition

id, sin, cos, exp und die konstante Funktion sind auf R stetig.
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Stetigkeit und Folgen

4.44 Satz

Eine Funktion f : R D D — R ist stetig in Xy € D genau dann, wenn
||m f(x,,) = f(xp) fiir jede Folge mit x, € D und lim x, = xg.

n— oo

Stetigkeit
4.45 Beispiel

—1 fallsx <0

o f(x)= s x= ist nicht stetig in xp = 0:
1 falls x > 0

lim L =0und lim f(1) = lim1=1# —1=f(0).

2 in() fall

o f(x)= ) el ist stetig in xp = O:
2 falls x =0

Fiir jede Folge mit x, € R, lim x, = 0 gilt

n—oo

| (xn) = F(0)] = [xnsin(L)] < [xa] — 0, also f(xn) —> £(0).



e Rechenregeln fiir stetige Funktionen
4.46 Proposition

Wenn f : R D Df — R und g : R D Dy — R stetig in
xo € Df N Dg sind, dann sind auch f + g und f g stetig in xg.
Stetigkeit Dies gilt auch fiir g, falls zusitzlich g(xg) # 0.

4.47 Proposition

Wenn f : R D Df — R in xg € Dy stetigist,und g : R D Dg — R
in f(xg) € Dg stetig ist, dann ist g o f in xg stetig.

4.48 Beispiel

e Da id stetig ist, ist die Potenzfunktion p,(x) = x" fiir n € Z auf
ihrem Definitionsgebiet stetig. Da aullerdem die konstante
Funktion stetig ist, sind alle Polynome stetig auf IR.

e tan ist stetig auf seinem Definitionsgebiet.
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Der Zwischenwertsatz

4.49 Satz (Zwischenwertsatz)
Sei f : [a, b)) — IR stetig. Dann gibt es fiir alle y € [f(a), f(b)] (bzw
[f(b),f(a)]) ein c € [a, b] so, dass y = f(c).

Stetigkeit

4.50 Bemerkung

e Eine stetige Funktion f : [a, b)) — R nimmt also jeden Wert
zwischen f(a) und f(b) an

o Der ZWS garantiert nur Existenz, aber nicht Eindeutigkeit von c.

4.51 Beispiel

o £:[0,5] — R, f(x) = x? ist stetig. Da f(0) < 2 < f(5), gibt
es ein ¢ € [0,5] mit f(c) = 2.

e f:]0,37] — R, f(x) = cos(x) ist stetig. Da £(0) =1 und
f(37) = —1, gibt es ein ¢ € [0, 37| mit cos(c) = 0.
Das ist aber nicht eindeutig: cos(26tL7r) = 0 fiir k € {0,1,2}.
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Maximum und Minimum

4.52 Satz (vom Maximum und Minimum)

Ist f : [a, b] — R stetig, dann existieren xm und xy; € [a, b] so, dass
f(xm) < f(x) < f(xp) fir alle x € [a, b].
Stetigkeit

Sprechweise

xp heilt Maximalstelle, f(xpy) Maximum
Xm heiBt Minimalstelle, f (xm) Minimum.
4.53 Bemerkung

Ist / ein Intervall und f : | — R stetig, dann ist (/) ein Intervall.

4.54 Beispiel

Wir betrachten f(x) = x? cos x + x (1 — x) fiir x € [0, 1].
Aus f(x) > 0 und f(0) = 0 folgt, dass 0 eine Minimalstelle ist.
Laut Satz muss auch eine Maximalstelle existieren: xp; =~ 0, 816.
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Stetigkeit der Umkehrfunktion

4.55 Proposition

Sei [ ein Intervall und f : I — R injektiv und stetig auf /. Dann ist
f~1 stetig auf (1)

Stetigkeit

4.56 Bemerkung

arcsin, arccos, arctan, log und die Potenzfunktionen pg, g € Q, sind
stetig auf ihrem Definitionsgebiet.
Stetigkeit der allgemeinen Exponential- und Potenzfunktion folgt.

4.57 Beispiel

Berechnung von lim {/n: Es gilt ¢/n = nm = exp(% log(n)).
Exponential-, Logarithmus- und Potenzfunktion sind stetig, ebenso
ihre Produkte bzw Verkettungen. Damit ist der ganze Ausdruck stetig:

lim ¢/n= lim exp(Llog(n)) = exp( lim @) e exp(0) = 1.

n—o00



4. Analysis
4 111. Differenzierbarkeit

175 /239



AMAS

Definition Differenzierbarkeit und Ableitung

4 58 Definition

Gegeben ein offenes Intervall /. Eine Funktion f : | — R ist
f(xn)—f(x0)

differenzierbar in xg € | genau dann, wenn lim — existiert
n—oo Xn—Xo

fir jede Folge mit x, € [ und lim x, = xg.
Diff 'barkeit n—o

Der Grenzwert ist die Ableitung f'(xg) von f in xp.
f ist differenzierbar auf dem offenen Intervall J C [, falls f in jedem
Punkt xo € J differenzierbar ist.

4.59 Bemerkung

J 3 x — f'(x) € R definiert die Ableitungsfunktion f'.
f(xn)~f(x0)

Xn—X0

Differenzenquotient : Steigungen von Sekanten.

Differenzierbarkeit: Graph hat eindeutige, nicht-senkrechte
Tangente, deren Steigung ist die Ableitung.

Anschaulich: Graph hat keine Ecken.

Praktisch: Modelliert die Anderung einer GroRe.
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Folgen
Stetigkeit
Diff 'barkeit
Int'barkeit

e f(x) = |x| ist nicht differenzierbar in xo = 0:

Betrachte die NF x, = {"'

—

Xn—Xo

f (xa)—F (x0) _ {L

1

1

n gerade

n gerade

1, n ungerade.

n ungerade.

Beispiele

—> GW existiert nicht.

ist nicht differenzierbar in xg = 0:

>
. Flx) = X, x>
0, x<0
Mit der selben NF wie eben gilt
f () —f(x0) _ 1, n gerade
Xn =% 0, n ungerade

o f(x):{xz' x20

0, x <0

Fiir jede NF gilt £

Xn)—f (x0)

Xn—Xo

|

— GW existiert nicht.

Xn

0

falls x, > 0
falls x, < 0

ist diffbar in xo = 0 mit f/(0) = 0:

mit GW 0.
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Ableitungen einiger Funktionen

4.60 Proposition

o fc:x ¢, c €R, ist differenzierbar auf R mit f. = fy.

e id = p; ist differenzierbar auf R mit id’ = £.

e py: x — x? ist differenzierbar auf R mit ph =2p1.
Diff'barkeit

Beweis

Fiir beliebige xo € R und eine beliebige Folge x, — xp gilt:
fC(X,,)—fC(Xo) =0

Xn—X0 !
id(xn)—id(x0) _ 4

Xp—Xo -

P2(Xn)=p2(x0) __ (Xnt+X0)(Xn—Xo)
Xn—X0 - Xn—Xo

=Xxp+x0 — 2xg.

4.61 Proposition
e sin ist differenzierbar auf R mit sin’ = cos.
e cos ist differenzierbar auf R mit cos’ = — sin.

e exp ist differenzierbar auf R mit exp’ = exp.
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Diff 'barkeit

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

4.62 Proposition

Wenn f in xq differenzierbar ist, dann ist f in xq stetig.

Beweis
Betrachte Folge x, — xp Fdiffbarin X0 i, %ﬁéx") =f'(xo)
— I,:Lnoo (%}f(ém (xn — x0)> =f'(xp)-0=0.

— |ig’1 (f(xp) — f(x0)) =0 = IIT f(xn) =f(xg)-
4.63 Beispiel

2x, x>1
Fir x, — 1 mit x, > 1 gilt lim f(x,) = lim 2x, =2 # f(1).
= f ist nicht stetig und erst recht nicht differenzierbar.
Zum direkten Nachweis betrachte zB x, := 1 — (—1)" 1.

2 <1
f(x) = {X " X= " ist nicht differenzierbar in xg = 1:
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Diff 'barkeit

Rechenregeln

4.64 Proposition
Seien f : R D I — R und g : R D Iz — R differenzierbar in
xo € If N lg. Dann gilt:
e f + g ist differenzierbar in xp mit
(f+5)'(x0) = f'(x0) + &' (x0).
e f g ist differenzierbar in xp mit

(fg)'(x0) = f'(x0) g(x0) +f(x0) &' (x0).

o L ist differenzierbar in Xp mit

(i)/ (xg) = FL0l8lofEL0)00) fyls pusiitzlich g(xo) # 0.

g g%(xo

4.65 Proposition (Kettenregel)

Wenn f : R D If — R in xp € I differenzierbar ist, und
g:R DIy — Rin f(xq) € Ig differenzierbar ist, dann ist g o f in xg
differenzierbar mit (g o f) (xo) = g'(f(x0)) f'(x0)-
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Beispiele

4.66 Beispiel

e pp(x) = x" fiir n € N ist differenzierbar auf R mit p, = np,_1,
dh (x")" = nx""1:
Induktiv: (p1)’ =id' = 1= 1pg und p» = 2 p; laut Prop 4.60.
(Pn+1) = (1 Pn)’ = P{ Pn+ P1 P}

= pn+p1npa-1=(n+1)pn(x).

e Ein Polynom f(x) = ag +a; x +ax x% + ...+ ap x" ist als
Summe und Produkt differenzierbarer Funktionen auf IR
differenzierbar mit f'(x) = a; +2ap x4 ...+ na,x" 1.

Diff 'barkeit

e tan ist als Quotient differenzierbarer Funktionen auf
(5+km 5+ (k+1)m), k € Z, differenzierbar mit

cos(x) sin(x)—sin(x) cos'(x) _ 1 _ 14 tanz(x).

tan,(X) = cos?(x) T cos2(x)

o f(x)= 3" ist als Verkettung differenzierbarer Funktionen auf
R differenzierbar mit f/(x) = exp’(3 p2(x)) 3 p5(x) = 6x e3>,
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Ableitung der Umkehrfunktion

4.67 Proposition

Sei f : | — IR injektiv und differenzierbar in xo mit ' (xp) ;é 0. Dann
ist f 1 differenzierbar in f(xg) =: yo mit (1) (yg) = W

Diff barkeit 4.68 Beispiel

e log ist differenzierbar auf (0, 00) mit Iog =p_1, dh Iog (x)

x = exp(x) =y = 10g'(Y) = 577 = sxptiogl)) %

e arccos ist differenzierbar auf (—1,1) mit arccos’(x) = — 11_X2:
. 1
X — COS(X) =y = arccos’(y) = W
_ 1 _ 1 1
sin(arccos(y)) \/1—cos2(arccos(y)) 1-y2°
e arcsin ist differenzierbar auf (—1,1) mit arcsin’(x) = 117X2.
e arctan ist differenzierbar auf (—7%, Z) mit arctan’(x) = H%

o py, & € R, diffbar auf (0,00), pl = a py_1, dh (x*)" = a x*~ 1,
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Diff 'barkeit

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

4.69 Satz (Mittelwertsatz)

Wenn f : [a, b] — R stetig ist und differenzierbar auf (a, b), dann
f(b)—f(a)

existiert ein ¢ € (a, b) so, dass f'(c) = h—a

4.70 Beispiel

Eine 150 km langen Etappe der Tour de France beinhalte 5 Hhenkm.
Durchschnittliche Steigung pro km ist also 1‘% = % ~ 3.3%.
Zuriickgelegte Hohenkm bei km x sei [0,150] 3 x — h(x).

Ist h differenzierbar, dann gibt es laut MWS einen Punkt, wo die
Steigung h’ genau gleich der Durchschnittssteigung ist.

4.71 Korollar

Sei f : | — R differenzierbar. Dann gilt:
e f'(x) >0(f'(x) >0)Vx € | = f (streng) mon. steigend.
o f'(x) <0(f'(x) <0)Vx el = f (streng) mon. fallend.
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Diff 'barkeit

Extremstellen

4.72 Definition

Gegeben eine Funktion f : R D D — R. Ein Punkt x, € D ist eine
lokale Minimalstelle von f, wenn es a, b € D mit [a, b] C D gibt, so
dass xm € [a, b] eine Minimalstelle von f|, 5 ist. Analog definiert
man eine lokale Maximalstelle x;;. Sowohl lokale Minimal- als auch
Maximalstellen sind lokale Extremstelle.

4.73 Proposition (Notwendiges Kriterium)

Wenn f : | — R differenzierbar ist und xe € /I eine lokale
Extremstelle von f, dann ist f/'(xe) = 0.

Beweis
Sei xe lokale Minimalstelle, dh fiir x nahe xe gilt f(xe) < f(x).
— fxn)=f(xe)

% > 0 fiir alle Folgen x, —> xe mit x5 > Xe.

Fiir Maximalstellen geht die Argumentation genauso.

< 0 fiir alle Folgen x, —> Xxe mit x, < Xe, und
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Hinreichendes Kriterium

4.74 Proposition (Hinreichendes Kriterium)

Sei f : | — R eine differenzierbare Funktion mit differenzierbarer
Ableitung und x € /.

DiHf barkeit e Wenn f'(x) =0 und f”(x) > 0, dann ist x eine lokale
Minimalstelle.

e Wenn f/(x) =0 und f”(x) < 0, dann ist x eine lokale

Maximalstelle.

Wir verwenden die Notation (f')’ = " (,,zweite Ableitung").
4.75 Bemerkung

o f'(x) =0, f’(x) # 0 => x lokale Extremstelle.

e Um globale Extremstellen zu finden, vergleicht man alle lokalen
Extremstellen und die Werte der Funktion am Rand des zugrunde
liegenden, nicht notwendig offenen oder endlichen Intervalls.
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Kriimmungsverhalten

4 76 Definition

Gegeben eine differenzierbare Funktion f : | — RR. f ist (streng)

konvex, wenn f’ (streng) monoton wichst, und (streng) konkav, wenn

f’ (streng) monoton fillt. Eine lokale Extremstelle von f' ist eine
piftbarket  \Nendestelle von f.

4.77 Bemerkung

e Der Graph einer streng konvexen Funktion ist nach oben
gekriimmt, einer streng konkaven Funktion nach unten.

e x,, Wendestelle von f und lokale Minimalstelle von f’

~> f geht an x,, von konkav nach konvex iiber.
xyw Wendestelle von f und lokale Maximalstelle von f’
~ f geht an xy,, von konvex nach konkav iiber.

e Ist f zweimal oder dreimal differenzierbar, dann ergibt die
Anwendung des Monotoniekriteriums 4.71, des notwendigen
Kriteriums 4.73 bzw des hinreichenden Kriteriums 4.74 auf f’
Kriterien fiir Kriimmungsverhalten und Wendestellen von f.
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Folgen
Stetigkeit
Diff 'barkeit
Int'barkeit

Eine Kurvendiskussion ist die Untersuchung einer Funktion auf alle
Merkmale, die einem helfen, diese Funktion und ihren Graphen zu

Kurvendiskussion

verstehen und zu veranschaulichen:

Symmetrie, dh gerade oder ungerade (vgl Kapitel 1.V).
Stetigkeit (vgl Kapitel 4.11).

Nullstellen (evtl mit ZWS 4.49)

Verhalten am Rand des Definitionsintervalls.
Differenzierbarkeit.

Monotonieverhalten (Monotoniekriterium Kor 4.71).

Lokale Extremstellen (Notwendiges Kriterium Prop 4.73 und
hinreichendes Kriterium Prop 4.74).

Globale Extremstellen (vgl Bem 4.75).
Kriimmungsverhalten (vergleiche Bem 4.77).

Wendestellen (vergleiche Bem 4.77).
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Folgen
Stetigkeit
Diff 'barkeit
Int'barkeit

Beispiel Kurvendiskussion

Wir betrachten (x) = x2 e~ 2* fiir x € R.

f ist stetig und differenzierbar mit Ableitung

f(x) =2xe 2% — 5 x? e 2X = ix(4-x) e 32X,
Weitere Ableitungen existieren ebenfalls, namlich

f'(x) = (2—x)e 2 —Ix(4—x)e 2 = (2—2x + 1 x?) e 2%,

e Symmetrie:
f(—x) = x2 e2* = f(—x) # f(x) und f(—x) # —F(x)
= f weder gerade noch ungerade.

e Randverhalten:
f(xp) — {

e Nullstellen:
[f(x) =0 <= x = 0] = 3 genau eine NST xy = 0.

0 fiirx, > o0

co  fir x, — —oo0.
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Beispiel Kurvendiskussion — Monotonie, Extrema

(Fx) =x2e 3%, f(x)=1x(4—x)e 2%, f'(x)=(2—2x+1x2)e %%)
e Monotonieverhalten:

_f’(x) >0 Sx(4—x)> 0|

— f streng monoton wachsend auf (0, 4)

Folgen
Stetigkeit
Diff 'barkeit r 1 )
Int'barkeit f/(X) <0<:> jX(4—X) <0

= f streng monoton fallend auf (—o0,0) und (4, o)

o Lokale Extremstellen:

f'(x) =0<= %x(4—x) =0
= xe1 = 0 und xe 2 = 4 sind Kandidaten fiir Extremstellen.
f7(0) =2e%=2>0= xe1 = xmn =0, f(xm) = 0.

f'(4) = —2e2<0=xep=xy =4, f(xy) =162

e Globale Extremstellen:

Wegen des Randverhaltens gibt es kein globales Maximum.
f(x) > 0 == X glob = Xm globale Minimalstelle mit Min. 0.

we Bildmenge f(IR) = [0, c0).
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Folgen
Stetigkeit
Diff 'barkeit
Int'barkeit

Beispiel Kurvendiskussion — Kriimmungsverhalten

Lx(d—x)e 2%, f(x)=(2-2x+1x?)e i)

e \Wendestellen:

[f”(x):0<:>x:4:|:2\@]

= xy1 =442 V2 und Xpo=4-2 V/2 sind Kandidaten fiir
Wendestellen.
Weil 2 —2x + 3 1 X2 eine quadratische Funktion mit positiver Zahl
vor dem quadratlschen Term ist, weill man, dass der Graph eine
nach oben offene Parabel ist.
= f"" > 0 auf (—00,4 —2/2) U (4+2/2,00),

" < 0 auf (4 —2v/2,4+2/2).
= f streng konvex auf (—00,4 —2+/2) U (4 +2+/2, 00),

f streng konkav auf (4 —2+/2,4+2+/2].
= xy,1 Wendestelle von konkav nach konvex,

Xw 2 Wendestelle von konvex nach konkav.

(Man hitte auch f""(xy,1), f"”(xw 2) betrachten kdnnen.)
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x(A—x)e 3, f(x)=(2-2x+1x2)e Ix)

T T T T T T T T
-2 2 4 6 8 10 12 14
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Folgen
Stetigkeit
Diff 'barkeit
Int'barkeit

Extremwertaufgabe - Beispiel Dose

Wie sind Héhe und Radius einer zylindrischen Dose zu wahlen, so dass

der Materialverbrauch bei vorgegebenem Volumen minimal ist?

Volumen V = 7t r? h = h(r) = T\:Z

Oberfliche O =272 +2wrh= O(r) =27 r? + 2L,

Finde also r € (0, c0) so, dass O(r) minimal.

%
O(ry=dnr—Z =0<r= 3} 1

= re = i/ % einziger Kandidat fiir eine lokale Extremstelle.
0" (re) =4m+ 4V =4n+8m =121 > 0.
= re ist lokale Mlmmalstelle

Es gilt aber O(r) — oo fiir r — 0 oder r — co.
= r, ist globale Minimalstelle und daher tatsachlich optimal.

3/av
V.

Zugehorige Hohe: he = 7 =



4. Analysis
4.1V. Integrierbarkeit
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f(x)

a b

Gesucht: Flache zwischen Funktionsgraph und x-Achse.
Zerlegung a = xg < x1 < ... < Xp < xp41 = b ergibt die Niherung

n

Y Fg) (41— ).

Jj=0

Mehr Punkte fiihren zu einer besseren Ndherung ~~ Folge von

Zerlegungen.
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Int'barkeit

Definition des Integrals

4.78 Definition
Eine Funktion f : [a, b] — R ist integrierbar genau dann, wenn
IiLnoo i f(x;) (xj+1 — x;) fiir jede Folge von Zerlegungen existiert und
n-se0 2o ;
den selben Wert hat. Der Grenzwert ist das Integral [f(x) dx.

a

b
Fiir f > 0 ist [f(x) dx die Fliche zwischen Graph und x-Achse.
a

b
Fiir f < 0ist — [f(x) dx die Fliche zwischen Graph und x-Achse.
a

Vorsicht

Flachen iiber- und unterhalb der x- y N -/
. /

Achse , kiirzen” sich weg. y A /
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Int'barkeit

Eigenschaften des Integrals

4.79 Proposition (Additivitdt des Integrals)

f : [a, b) — R ist genau dann integrierbar, wenn

fl(a,c) und flc p). ¢ € [a, b], integrierbar sind mit /\

fab f(x)dx = [} f(x) dx—b—fff(x) dx.

4.80 Proposition (Linearitat des Integrals)

Sei A € R. Wenn f, g : [a, b| — R integrierbar sind, dannist A f + g
integrierbar mit fab()\f +g)(x)dx=A fab f(x)dx+ fabg(x) dx.
4.81 Proposition (Monotonie des Integrals)

f, g :[a, b] — R integrierbar, f < g — fab f(x)dx < fabg(x) dx.

4.82 Proposition (Dreiecksungleichung fiir Integrale)

Wenn f : [a, b] — R integrierbar ist, dann ist |f| integrierbar und es
. b b
gilt | [ f(x)dx| < [ |f(x)] dx.
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Integrierbare Funktionen

4.83 Proposition
Die konstante Funktion f : [a, b] — R, x > ¢, ist integrierbar mit

fab fe(x)dx = c(b—a).

Int'barkeit BeWeis

Fiir jede Folge von Zerlegungen gilt

ﬁofc(xj) (3541 — %)) = € (xps1 — x0) = ¢ (b—a).
J:

4.84 Proposition

Ist f : [a, b] — R stetig, so ist f integrierbar.

4.85 Bemerkung

Mit Prop 4.79 sind also auch stiickweise stetige Funktionen
integrierbar.



f : [a, b) — R integrierbar
= F(x) := [ f(t) dt stetig auf [a, b].

Ist f : [a, ] — R integrierbar und die Flachenfunktion F
differenzierbar, so gilt F’ = f.

F(x) = Flache von a bis x
F(xn) =~ F(x«) + (xn — x«) f(xx)
Xn)—F(x:)

— f(X*) ~ F( Xo— X2
= f(x) =" F'(x).
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Int'barkeit

Der Hauptsatz
4.88 Definition

Eine Stammfunktion oder Integral von f : [a, b] — R ist eine
differenzierbare Funktion S : [a, b] — R mit §' = f.

4.89 Proposition

Ist f : [a, ] — R stetig, so ist die Flichenfunktion F differenzierbar
und f hat die Stammfunktion F.

4.90 Bemerkung

e Man schreibt symbolisch [ f(x) dx fiir eine Stammfkt von f.
e Stammfktnen unterscheiden sich nur um eine additive Konstante.

e Nicht jede intbare Funktion hat eine Stammfunktion, aber jede
stetige Funktion hat eine Stammfunktion und ist intbar.

4.91 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Ist f : [a, b] — R stetig mit Stammfunktion S, so gilt
j f(x)dx =S(b) — S(a).



AMAS . .
Beispiele
Flache unter einer Konstanten

Zu fe : [a,b] — R, x — c ist die Stammfunktion S(x) = c x.
Es gilt also fab fe(x)dx = ¢b— ca (vgl Prop 4.83 ).

Flache unter einem Sinus-Bogen

Int'barkeit

Es gilt (— cos)’ = sin, dh — cos ist eine Stammfunktion von sin.
Damit haben wir ;" sin(x) dx = (— cos(7)) — (— cos(0)) = 2.

Flache unter der Standard-Parabel
Mit f(x) = x2 und S(x) = 3 x3 gilt S’ = f.
Daher ist fol x2 dx = %13 = %03 = %

Flache unter dem negativen Teil der Exponentialfunktion

Es ist exp’ = exp, dh exp ist eine Stammfunktion von sich selbst.
Deswegen fEN edx=e—eN=1-eN_1(N—> ).
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Int'barkeit

Partielle Integration

4.92 Proposition
Seien u, v : [a b] — R differenzierbar mit stetiger Ableitung. Dann

gilt [ x) dx = u(x) v(x) — [ u(x)v'(x) dx.

Merke

Das Integral eines Produkts zweier Funktionen ist ,Aufleitung” mal
Funktion minus Integral von ,Aufleitung” mal Ableitung.

4.93 Beispiel

Berechnung von fol x e~ X dx.

Wir setzen u'(x) = e und v(x) = x. Dann ist u(x) = —e * und
v/(x) =1, und mit Prop 4.92 ergibt sich eine Stammfunktion zu
[xeXdx=x(—e ) — [(—eX)dx = —xe X —e %,

Damit ist folxe*X dx = (-1 e 1 _ efl) — (0 e 0 _ e—o) —1_

[N
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Substitution

4.94 Proposition

Ist f : [a, ] — R stetig und g : [a, b] — R differenzierbar mit

stetiger Ableitung, so gilt fab g (x) (fog)(x)dx = fgf’r(g;) f(t)dt.
Int'barkeit

4.95 Bemerkung
Prop 4.94 ergibt sich aus der Ersetzung t = g(x), daher der Name.

4.96 Beispiel
Berechnung von fol 6x (3x%+1)"dx.

Sei g(x) =3x?+1und f(t) = t’*. Dann gilt g'(x) =6x, g(0) =1
und g(1) = 4 und wir erhalten mit Prop 4.94:
Jo6x(3x2+1)dx = [} £(2) dt = J (472 —172) = 471,




5. Statistik
5.1. Grundbegriffe
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Bei Beobachtungen, Erhebungen und Experimenten anfallende Daten

so aufzubereiten, dass sie durchschaubar werden.

Abbildung 11: Personen nach und Geschlecht im 2010/11

12.000 — . weiblich

. mannlich
9,000 —
6.000 —
£ 3000 -
8
z
2 » 232 131 142 Durchschnittsalter
H 34 253 154 208 aller Studierenden:
% o- — e w— 2578 Jatre

<20 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 45-43 >=50
Altersklassen

Wenn am néichsten
Sonntag Bundestags-
wahl wiare, wiirden
41% CDU/CSU, 25%
SPD, 10% Griine,
4% FDP, etc wahlen
(Emnid, 24.1.2015).
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Grundbegriff

Grundgesamtheit und Stichprobe

Gegeben eine Fragestellung, die statistisch untersucht werden soll.

5.1 Definition

Die Grundgesamtheit () ist die Menge aller uns interessierenden
Objekte.
Ein Element w der Grundgesamtheit ist eine statistische Einheiten.

5.2 Beispiel

Q) = {alle Studierenden der Universitit Bonn}.
Q) = {alle Wahlberechtigten in Deutschland}.

5.3 Definition

Eine Stichprobe x = {w1, wa,ws, ...} ist der erfasste Teil der
Grundgesamtheit.

5.4 Beispiel

Xx = {alle Studierenden in dieser Vorlesung}.
x = {fiir die Umfrage angesprochene Wahlberechtigte}.
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Grundbegriff

Merkmale

5.5 Definition

Ein Merkmal ist eine Eigenschaft einer statistischen Einheit.
Die Merkmalsausprigungen sind alle moglichen Werte, die ein
Merkmal annehmen kann.

5.6 Bemerkung

Man kann ein Merkmal als Abbildung X : () — {Ausprégungen}
ansehen. X (w) ist dann die Ausprigung des Merkmals X der
statistischen Einheit w.

5.7 Definition

Die in der Stichprobe x = {w1, wo, ...} beobachteten Merkmale

xi = X(wj), i =1,2,...,nsind Daten.
5.8 Beispiel

Q) = {alle Studierenden der Universitat Bonn}
X = Alter von Studierenden, X (w) = Alter der Studierenden w.
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Merkmalstypen

e Nominal: Merkmal ist rein qualitativ. Ausprdgungen kdnnen
unterschieden werden, aber haben keine natiirliche Ordnung:
CDU/SPD/FDP, oder braun/gelb/rot.

o Ordinal: Merkmal ist qualitativ. Auspragungen haben eine
natiirliche Ordnung ~~ scheinbar quantitativ:
gut/mittel/schlecht.

o Metrisch. Merkmal ist quantitativ. Ausprdgungen sind Zahlen
und koénnen sinnvoll addiert und subtrahiert werden:

Alter, Vermdgen, Messwert einer Konzentration.
Es gibt diskrete und kontinuierliche metrische Merkmale.

Grundbegriff

5.9 Bemerkung

Metrische Merkmale kdnnen durch Klassenbildung in ordinale
Merkmale iiberfiihrt werden: GroRe zw 150 und 160 cm — klein, ...

5.10 Beispiel

Vom Wahler gew3dhlte Partei: nominal.  Klausurnote: ordinal.
Alter von Probanden: kontinuierlich.  Regentage pro Woche: diskret.
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Grundbegriff

Haufigkeiten

Vorsicht

Die Bezeichnung X wird nicht nur fiir das Merkmal (dh die
Abbildung), sondern auch als Platzhalter fiir mégliche
Merkmalsauspragungen (dh Elemente der Bildmenge) verwendet.

Eine Stichprobe x enthalte N statistische Einheiten {wy, ..., wpy -

5.11 Definition

Die Anzahl der Einheiten mit Auspridgung X ist die absolute Haufigkeit
h(X) der Auspriung X.

f(X)= % ist die relative Haufigkeit der Auspragung X.

5.12 Bemerkung

Mathematisch formuliert ist A(X) also die Anzahl der Element in der
Urbildmenge des Bildmengenelements X.
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Grundbegriff
Kennzahlen
Korrelation
Rerporten

Darstellung von Daten: Haufigkeitstabelle

Beispiel fiir eine Haufigkeitstabelle

Verteilung der Blutgruppen in einer Erhebung vom Umfang N = 50

Blutgruppe x h(x) f(x)
0 19 38%
A 21 42%
B 6 12%
AB 4 8%
3 50 100%

Beispiel fiir eine Haufigkeitstabelle

Anzahl der Kinder pro Familie in einer Erhebung vom Unfang N = 17689

(ECRHS, 30 Zentren)

Anzahl 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 >9
Absolute 1706 5068 4385 2708 1590 887 544 314 195 120 172
Haufigkeit

Relative  9.6%  28.7% 24.8% 15.3% 9.0% 50% 3.1% 1.8% 11% 07% 09%

Haufigkeit

Relative  9.6%  38.3% 63.1%
Summen-
haufigkeit

78.4% 87.4%

92.4% 95.5% 97.3% 98.4% 99.1% 100%
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Grundlagen
Vektorgeo
LA

Analysis

Statistik
Grundbegriff
Kennzahlen

Korrelation
Rerporten

Darstellung von Daten: Kreisdiagramm

Relative Haufigkeiten nominaler Merkmale: Kreisdiagramm.

Beispiel fiir ein Kreisdiagramm

AB
8%

Aufteilung der
f(x)  Winkelsumme

38% 0.38-360° = 136.8°
42% 0.42 -360° = 151.2°
12% 0.12-360° = 43.2°
AB 8%  0.08 - 360° = 28.8°

W > O|x

Flachen der Segmente proportional zur relativen Haufigkeit.
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Grundbegriff
Kennzahlen
Korrelation
Rerporten

ispiel fur ein

N =50

Beispiel fiir ein Stabdiagramm

N=17689

Langen/Ho6hen der Rechtecke proportional zur Hiufigkeit.

Darstellung von Daten: Balken-/Stabdiagramm

Haufigkeiten diskreter metrischer Merkmale: Balken-/Stabdiagramm.
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Grundbegriff

I
I
F

AMAS

nnzahlen
rrelation

ression

Klassenbildung

Bei kontinuierlichen metrischen Merkmalen ist es hiufig sinnvoll, sie in
Klassen einzuteilen und so ordinale Merkmale zu erhalten.

5.13 Beispiel

Es liegen fiir 32 europaische Lander die Anzahlen der PKW pro 1000
Einwohner vor:

Anzahl der Lander A Saulenhéhe
Klasse j Zahl der PKW pro 1000 | (absolute Klassenhaufigkeit) Klasse(:brelte (Haufigkeitsdichte)
n; 1 h; = nyd;
1 liber 0 - bis 200 5 200 -0 = 200 0,025
2 tber 200 bis 300 6 100 0,06
3 tber 300 bis 400 [ 100 0,06
4 uber 400 bis 500 9 100 0.09
5 iber 500 bis 700 [ 200 0,03

Summe E 32



Ordinale Merkmale kénnen in einem Histogramm dargestellt werden:

01

009

008
007
0,06

0,05

0,04
00
002

001

o 200 400 600
Zahl der PKWs auf 1000 Personen

Histogramm der Zahl der PKWs auf 1000 Personen in 32 &
ausgewahlten Landern

Flachen der Rechtecke proportional zur Haufigkeit, nicht die Hohen!
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5. Statistik

5.11. Kennzahlen
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Der Modus oder Modalwert eines Datensatzes ist die
Merkmalsauspriagung, die am haufigsten vorkommt.

Der Modus ist nicht unbedingt eindeutig.

Beispiel: Verteilung der Blutgruppen

Modalwert = Blutgruppe A
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Kennzahlen

Kennzahl Median

5.16 Definition

Fiir einen ordinalen oder metrischen Datensatz ist der Median X der
Zentralwert, der die Verteilung der Auspragungen in der Mitte teilt:
50% der Werte sind kleiner (gleich) dem Median und 50% groRer
(gleich).

5.17 Beispiel
Urliste
X X X X X X %
X X2 X3 Xa  Xo) Xe) Xy
Rangliste
Median %= x4,

Berechnung bei metrischen Merkmalen

Fiir einen Datensatz der GroBe N gilt (nach Sortierung: x; < x;.1)

XN+1 falls N ungerade

& 2
X =4 xy+xp
3 ot

5 falls N gerade.
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Grundbegriff
Kennzahlen
Korrelation
Rerporten

Kennzahl Mittelwert

5.18 Definition

Fiir einen metrischen Datensatz {xj,...,xy} ist der Mittelwert

gegeben durch das arithmetische Mittel x = + X;-

Der Mittelwert ist empfindlicher gegeniiber ,,Ausreiler” als der Median.
Bei symmetrischen Verteilungen gilt: x = X = h(Modus)

Beirechtsschiefen Verteilungengilt: A< X < X

Histogramm der absoluten Haufigkeiten
eines klassierten stetigen Merkmals
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Vergleich Mittelwert-Median

5.19 Beispiel

Die Einkommen einer Gruppe von 10 Personen verteilen sich wie folgt:
9 Personen verdienen jeweils 1.000 Euro.
— 1 Person verdient 1.000.000 Euro.
Mittelwert = 100.900 Euro. (Durchschnittseinkommen)
Median = 1.000 Euro.

5.20 Beispiel

Die Einkommen einer Gruppe von 10 Personen verteilen sich wie folgt:
6 Personen verdienen jeweils 1.000 Euro.

4 Personen verdienen jeweils 2.000 Euro.

Mittelwert = 1.400 Euro. (Durchschnittseinkommen)

Median = 1.000 Euro.
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Kennzahlen

Kennzahlen Perzentile

5.21 Definition

Fiir einen ordinalen oder metrischen Datensatz ist das p-Perzentil X,
ein Wert, so dass p% aller Werte kleiner (gleich) %, sind und

(100 — p)% groBer (gleich) X, sind.

5.22 Bemerkung

Median X = X50.
Oberes Quartil = X75.
Unteres Quartil = Xp5.

5.23 Beispiel

Rangliste

- X Yo Ko Xe Xs Xe XnXe Xo Xao
Berechnung von Xgq:

90%-Quantil = (Xg) + X(10))/2



Einkommensverteilung in den USA:
Log Income Levels by Percentile

95
$10,01
8s
0 10 P 30 40 50 &0 0 80 20 100
Percentile of Tax Units
Quelle: Brad Delong,
http://delong.typepad.con/sdj/2011/01/on-the-rich f-the-Tich

in.html
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Grundbegriff
Kennzahlen
Korrelation

Regression

Boxplot

Die bislang eingefiihrten Kennzahlen lassen sich im sogenannten

Boxplot zusammenfassen:

Messwerte

GroBter Wert

Oberes Quartil

Mittelwert
Median

Unteres Quartil

Kleinster Wert
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Bislang erfassen unsere Kennzahlen noch nicht die Streuung von
Daten:

GroRe Streuung

Kleine Streuung

Datensatze mit gleichem Median und gleichem Mittelwert kdnnen
trotzdem unterschiedliche Streuung haben: {5, 10,15} und {1, 10, 19}.
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StreuungsmalRe

Fiir einen sortierten metrischen Datensatz {xy, ..., xy} gibt es
verschiedene Streuungsmale:

e Spannweite: r = xy — Xx1.

e Quartilsabstand: q = X75 — Xo5.

Grundbegrif
Kennzahlen

; N
fonelaen o Varianz: 02 = lg ¥ (x — X)2.

e Standardabweichung: 0 =

5.25 Beispiel

Punkte bei einer Klausuraufgabe:
1 305 4 2 15 0 2 00O01 410 3 4

Mittelwert: 1+3+0,5+4+2+lif;+2+1+4+1+3+4 — % ~ 1,59

Varianz:

(1-1,59)24(3-1,59)24+(0,5-1,59)%+...4-(4-1,59) __
6 ~ 2,29.

Standardabweichung: /2,29 ~ 1, 51.



5. Statistik

5.111. Korrelation
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Grundbegriff
Kennzahlen
Korrelation

Regression

Streudiagramme

Wir betrachten nun ordinale oder metrische Daten, die aus den
Werten von zwei (oder mehr) Merkmalen bestehen, z.B. den
Diingereinsatz und den Ertrag in einem Jahr.

Ein Streudiagramm tragt die Werte gegeneinander auf:

Streudiagramm Preis - Absatz

verkaufte Menge
(o)
®

Preis einer Sektflasche

(Gréite dar Varansicht: 657 500 Pixel
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Korrelation

Empirische Kovarianz

Wir fragen uns, ob die Daten x und y in einem Zusammenhang stehen.
Vorsicht
Die Richtung eines Zusammenhangs ist aus den Daten nie ersichtlich.

5.26 Definition

n
Die empirische Kovarianz ist sy, = ﬁ Y (xi—x) (yi —7)-
i=1

5.27 Bemerkung

® Sy, >0 = xundy positiv korreliert: je mehr x desto mehr y.
® 5y <0 = xundy negativ korreliert: je mehr x desto weniger y.
® Sxy = 0 = x und y nicht korreliert: kein Zusammenhang.

Y Y Y

T x T x T x

Cov(X,Y)>0 Cov(X,Y)-0 Cov(X,Y)<0
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Scheinkorrelation

Vorsicht

Korrelationen sind ein Hinweis auf Kausalititen, aber kein Beweis.

5.28 Beispiel

Korrelation

e Die Anzahl von Stérchen und die Anzahl von Geburten in einem
Ort ist positiv korreliert:
Statistisch bewiesen: Stdrche bringen Kinder!
Oder auch: Neugeborene ziehen Stérche an!

(M3gliche Erklarung: Der landliche Raum.)

e Die Hohe des Einkommens und die Anzahl der
Krankenhausbesuche ist positiv korreliert.
Statistisch bewiesen: Geld macht krank!

Oder auch: Krankenhausaufenthalte sind lukrativ!

(M3gliche Erklarung: Das Alter.)



Mittelwerte: )‘( =1,59, }7 =8, 15.

Varianzen: 0'
Kovarianz: sxy =6,19.

Bemerkung: -

Streudiagramm:

Summe

—2290

~ 0, 85.

2
Aufgabe 2
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Empirischer Korrelationskoeffizient

Wir definieren nun ein MaR fiir die Starke eine Korrelation.

5.29 Definition

. 0 00 0 S
Der empirische Korrelationskoeffizient ist ry, = %
x0y

Korrelation

5.30 Bemerkung

Der empirische Korrelationskoeffizient liegt zwischen —1 und 1.

Interpretation

e rxy = —1: vollstindiger negativer linearer Zusammenhang.
e ryy = 1: vollstindiger positiver linearer Zusammenhang.

® rxy = 0: kein linearer Zusammenhang.



5. Statistik

5.1V. Regression
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Korrelation

Regression

Regressionsmodelle

e Ziel: Zusammenhang zwischen statistischen Variablen prézisieren
und Aussagen iiber zukiinftige Daten moglich machen.

o Voraussetzung: Unabhingige/abhéngige Variablen (durch
inhaltliche Uberlegungen) vorher festlegen.

e Resultat: Vorhersagen fiir die Entwicklung der abhangigen
Variablen bei Anderung der unabhingigen.

e Vorsicht: Umkehrung nicht zuléssig! Kein Kausalzusammenhang!

5.31 Beispiel

Die Merkmale Alter und Vermdgen korrelieren positiv.

Man kann von hoherem Alter auf groReres Vermogen schlieBen, aber
nicht umgekehrt.

Also ist das Alter die unabhidngige Variable und wir kénnen versuchen,
den statistischen Zusammenhang genauer zu beschreiben.
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Absatz von Sektflaschen

Streudiagramm Preis - Absatz

verkaufte Menge

LN

(X355)
as7)

Preis einer Sektflasche

Quelle: Wikipedia




AMAS

Lineare Regression mit Kleinste-Quadrate-Prinzip

e Suche affin-lineare Funktion f(x) = a+ b x so, dass die Daten
mdglichst gut durch graph(f) angenahert werden.

e Fir Daten {(x1,y1),..., (xn, yn) } wéhle (Regressions-)Parameter
a, b € R so, dass die Summe der Fehlerquadrate
Grundbegriff n
Kenneahlen Y (F(xi) — y,-)2 minimal wird (Kleinste-Quadrate-Prinzip).
orrelation i:l

Regression

e Minimiere also g(a, b) := i (a+bx; —y;)?.
1

=
e Fiir alle b ist q(a) = g(a, b) eine quadratische Funktion,

q(a) = ZQ(a—!—bx, =0<=a+xb—y=0.

vi)
e Fiir alle aist w(b) = g(a, b) eine quadratische Funktion,

n n
w'(b)= Y 2x;(a+ bx; —y;) =0 <= ax + % Y x;j(bx; — y;) = 0.
i=1 i=1

.b:’lizsx—y a:_)_/—b)_(.
n 2 (7)2(1
o
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Gegeben sei der Datensatz (1,1), (2,3), (3,3).

o 14243 _ o 14343 _ 7
*X="57=2 y="3" =3
L (x=x)(yi-) .
.b='=1"—=1,a=}_/_b)_(=§
L (x—x)?
i=1
4
3+ e . i
2 i
1+ ° B
0 | | |
0 1 2 3 4
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Bestimmtheitsmal

Welcher Anteil der Variation von y wird durch die Regression erklart?

5.32 Definition

Fiir eine Stichprobe (x1,y1), ..., (X, ¥n) und deren Regression f ist

) n(f(x)—y)? . .
Grundbegriff  R2 — Z':,}((# das Bestimmheitsmabg.
Kennzahlen Z,’:l (y: - .y)

Korrelation
Rerrarten

Fiir R2 = 1 wird die Variation vollstindig durch die Regression erklart.
Fiir R? = 0 wird die Variation gar nicht durch die Regression erklart.

(3,1), (2,2), (3.4), (4,4). (1,3), (2,2), (3,1), (4,4).
f(x) = —0,542+1,254x, f(x) =2+0,2x,
R2 =0, 86. R2 =0,04.
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Grundbegriff
Kennzahlen
Korrelation
Rerrarten

Regression mit mehr als 2 Parametern

Jetzt a, b, ¢ € R so, dass f( ) = a+ bx + cx? approximiert:
Minimiere Z( (%) — ) = Z( —|—bx,-+cx-2—y,-)2.
Wie eben erhalt man Formeln fur die Parameter.

Wieder Daten (3,1), (2,2), (3,4), (4,4).

6 T T T
41 | R 77"'\*
2 (] b
0 / h
\ I I
0 1 3 4 5

2 Parameter: f(x) = —0,542 + 1,254 x, R? = 0, 86.

3 Parameter: f(x) = —5,30 +5,19x — 0,714x?, R? = 0, 987.
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Jetzt suchen wir f(x) = a+bx 4+ cx? +d x3.

6

e 2 Parameter: f(x) = —0,542 + 1,254 x, R?> = 0, 86.
e 3 Parameter: f(x) = —5,30+5,19x — 0,714 x%, R?> = 0,987.
e 4 Parameter: f(x) = 1,6 —3,4x+2,6x2—-0,4x3, R2=1.
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Leicht andere Daten: (%1) (2,2), (%4) (4,4)
statt (3,1), (2,2), (3,4), (4,4).

2 Parameter: f(x) = —0,107 +1,1428 x, R? = 0, 68.
3 Parameter: f(x) = —7,43+7,06x — 1,049 x2, R? = 0, 94.
4 Parameter: f(x) = 16 — 23,8x +11,6x% —1,6x3, R? = 1.
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Ende.

239 /239



