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Aufgabe 1.1 (4 Punkte)

Definieren Sie, was eine Cauchy Folge im IR" ist.

Lésung zu Aufgabe I.1

Eine Folge x; flr i € IN ist Cauchy Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein n € IN gibt, so dass fir
alle k,I > n qilt:
[[xx — x| <€

Aufgabe 1.2 (8 Punkte)

Formulieren und beweisen Sie den Zwischenwertsatz.

Lésung zu Aufgabe 1.2

Satz. Sei f : [a,b] — R stetig, dann gibt es zu jedem Wert z zwischen f(a) und f(b) ein
x € [a,b] mit f(x) = z.

Beweis. Sei 0.B.d.A. f(a) < f(b). Dann konstruieren wir induktiv mit Intervallschachtelung
zwei Folgen x; und y; durch xo = a und yp = b, und xj41 := (x; +y;)/2 und y;41 = y;, falls
fl(x; +vi)/2) < z, sowie xj11 := x; und Y11 := (x; + y;) /2 sonst. Nach Konstruktion gilt:

- X; ist monoton wachsend und y; ist monoton fallend.

- x; < Y;, insbesondere sind beide Folgen beschriankt durch a beziehungsweise b.

- Y1 — Xip1 = (y; — x;)/2 und somit induktiv: y; — x; = (b —a)/(2).

Da jede monotone beschriankte Folge eine Cauchy Folge ist und R vollstandig ist, konvergieren
beide Folgen. Da die Differenz eine Nullfolge ist, konvergieren beide gegen den gleichen Wert x.
Da f stetig ist, konvergieren die Folgen f(x;) und f(y;) gegen f(x). Wegen f(x;) <z < f(y;)
folgt

flx) =z
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Aufgabe 1.3 (10 Punkte)

Zeigen Sie: Eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : R” — R ist total differenzierbar.

Lésung zu Aufgabe 1.3

Wurde gestrichen, kann man in jedem Lehrbuch nachlesen.

Aufgabe 1.4 (12 Punkte)

Formulieren und beweisen Sie den Banachschen Fixpunktsatz im R”.

Lésung zu Aufgabe 1.4

Satz. Sei A C R" abgeschlossen und f : A — A eine kontrahierende Abbildung, d.h. es gibt
0 <A <1, so dass fiir alle x,y € A gilt:

f () = FWI < Allx =yl

Dann gibt es genau einen Fizpunkt x € A, d.h.

flx) =x

Beweis. Offensichtlich folgt, dass f stetig ist.
Sei xg € A beliebig und induktiv

Xiv1 = f(x;).
Dann gilt
lxi1 — x| = [1£(x) = fGxim) | < Allf(xica) = f(xia)]
<o <Al — x0]]-

Nun bilden wir die Teleskopsumme

Hxn—&-m — Xn H = Hxn—&-m — Xn+m—1 T Xntm—1 — Xntm—2 + Xntm—2---.. + Xn41 — xn‘ ’;

woraus nach der Dreiecksungleichung folgt
onam = Xl < [1%n4m = Xngpm—1[] + [|Xn4m—1 = Xngm—2|| + e + [ 2012 — 2]
Mit dem obigen folgt:
|20 m — Xu|| < (APFPTL L AmEm=2 A™) | |xq — x|

= A1+ A+ A" Y| — x|
)\n

1-A

wobei wir die Formel fiir die geometrische Reihe benutzt haben. Dies ist eine Nullfolge, da A < 1

ist. Fiir ¢ > 0 kann man also 1 so wéhlen, dass 12 ||x1 — xo|| < € ist. Damit folgt fiir k > 1 und
m > 0:

SAAHAFAZ+)||x1 — x0|| =

|21 = xol|

k n
— <
o= xoll < 72

Xk m — x| < [[x1 —x0|| < e

—1-A
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Also ist x; eine Cauchy Folge. Da A abgeschlossen und R" vollstindig ist, konvergiert x; gegen
x € A. Und es gilt wegen der Stetigkeit von f:

f(x) = limi oo f (xi) = limi e0Xit1 = X,

da eine Teilfolge einer konvergenten Folge gegen den gleichen Grenzwert konvergiert.
Nun miissen wir noch zeigen, dass der Fixpunkt x eindeutig ist. Sei y ein anderer Fixpunkt,
dann gilt

lx = yll = [If(x) = FW)I] < Al[x —yl|
und wegen A < 1 folgt:
X =Y.

Aufgabe 1.5 (12 Punkte)

Formulieren Sie den Umkehrsatz im IR"” und reduzieren Sie die Surjektivitat auf den Banach-
schen Fixpunktsatz.

Lésung zu Aufgabe 1.5

Satz. Sei U offen in R" und f : U — R" stetig differenzierbar und fir ein x € U sei dfy
invertierbar. Dann gibt es offene Umgebungen V von x € U und W von f(x), so dass fly : V —
W eine Diffeomorphismus ist (umkehrbar mit differenzierbarer Umkehrabbildung §) und es gilt:

sy = (df) ™"

Beweis. Nach Komposition mit Verschiebungen kann man annehmen, dass x =0 und f(x) =0
ist. Nach Komposition mit (dfp)~! kann man zusitzlich annehmen, dass dfy = id ist.

Um die Surjektivitdt von f auf geeigneten Umgebungen von 0 zu beweisen, miissen wir zeigen,
dass wir die Gleichung f(a) = b fiir jedes b in einer Umgebung von f(0) durch ein a in der
Umgebung von 0 16sen kénnen. Dazu beutzen wir die Differenzierbarkeit von f bei x = 0, welche
besagt, dass

b= f(a) = f(0) +dfo(a) +r(a) = a+r(a)
ist, wobei lim "8) — 0 ist. Wir formulieren das um in die Gleichung
lal|—=0Tfa]]

b—r(a) =a.
Somit ist die Gleichung
dquivalent zur Ausage
wobei

T(x) :=b—r(x)

ist. Das war die gesuchte Umformulierung zu einem Fixpunktproblem.
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Aufgabe 1.6 (4 + 8 Punkte)

a) Definieren Sie, was eine Hillreihe zu f : R" — R ist.

b) Definieren Sie, was es bedeutet, dass f : R" — R Lebesgue intergrierbar ist.

Lésung zu Aufgabe 1.6

Definition. Sei f : R" — R eine Funktion. Fine Hiillreihe zu f ist eine Funktion:

8= Z CkX Qx
k=0

mit beliebigen Quadern Qy, cx > 0 und |f(x)| < g(x) fir alle x.

Definition. Eine Funktion f : R" — R heifst Lebesgue integrierbar oder kurz L-integrierbar,
wenn es eine Folge f; von Treppenfunktionen gibt, so dass es fiir jedes € > 0 eine n gibt, so dass
es fir alle m > n eine Hiillreihe gm = Yk CkmXQy,, 24 f — fm gibt, so dass

I(gm) == ch,mvol(Qk,m) <e€
k=1

1st.

Aufgabe 1.7 (6 + 6 Punkte)

a) Formulieren Sie den Satz von Fubini.

b) Formulieren Sie den Transformationssatz fir Lebesgue Integrale.

Lésung zu Aufgabe .7

Satz. (Fubini) Seien m < n natirliche Zahlen und f : R" — R eine Funktion, so dass fir alle
y € R"™™ die Funktion

gy R" =R

x = fxy)
L-integrierbar ist. Sei ferner die Abbildung

F:R"™™ >R
)_>
y Rm gy
L-integrierbar, dann ist f L-integrierbar und

= F.
JIR" f / n—m

Man drickt das auch so aus:

/nf = R( ACALIL
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Satz. (Transformationssatz) Sei ¢ : U — V ein Diffeomorphismus, d.h. eine bijektive in
beiden Richtungen differenzierbare Abbilldung zwischen offenen Mengen in R". Sei f : V. — R”"
L-integrierbar. Dann ist

x— (fog)(x)|Detdpy|:U— R

L-integrierbar und es gilt

| Fop)@IDetdgs| = | f.

Aufgabe 1.8 (10 Punkte)

Berechnen Sie das Volumen des n-dimensionalen Balles D".

Lésung zu Aufgabe 1.8

Satz. Sein > 2. Dann gilt:

vol(D") = 2%TUOZ(D”’Z)

Beweis. Wir wenden den Satz von Fubini an, indem wir R” in R"~2 x R? zerlegen:

vol(D") = o XD = /DZ(vol(\/l — ||x||> D""?)dx.

Nach der Transformationsformel ist fiir eine messbare Mange A C R":
vol(rA) = r"vol(A),
also
v0l (D) = /Dz( 1— ||x|2)"2 vol(D"2)dx = vol(D"~2) /DZ( 1— ||x|2)™2.
Nun verwenden wir den Transformationssatz mit den Polarkoordinaten
¢ :(0,1) x (0,27r) — D> — ([0,1] x {0})

(r, @) = r(cos(¢),sin(g)).

Der Absolutbetrag der Determinante der Jacobimatrix ist r.

Indem wir beachten, dass wir eine Nullmenge heraus genommen haben, eine andere spéter wieder
dazunehmen und sich das Integral dabei nicht dndert, erhalten wir

27
vol(D") = vol(D”’z)/ (y/1—[|x]|? / / 1-— 72 2y drdg.
D2
Eine Stammfunktion von (1 —r2)("=2/2 ist —(1/n)(1 — r?)"/2. Also folgt:

00l(D") = wol(D" ) 270 [~(1/m)(1 - rz)"/ﬂ; - 27” 0ol (D"~2),
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Korollar.

1
vol (D*") = 1 "
2l 2n+1
I(D"TH) = n
0ol(D™) = G ™
wobei
2k+1D)!':=1-3-...-(2k+1)
15t.

Beweis. Induktionsanfang:

1
_ 0y __ 0
1=wvol(D") = a
1 20+1
2 = UOZ(D ) == m 7T
Induktionsschritt: )
27 Tt 1
lDZn _ =t lDZn—Z —_ .~ n
vol(D™) o ( ) nn—1)" n! &
27 ot 21+l
l D21’l+1 — l DZn—l :2271 — n
vol(D™) = 5,1 voHD™ ) it D@n—1  @ntnn "
O
Teil 11

Aufgabe II.1 (8 Punkte)

Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion

fiR* = R, (x,y) = x°+y° —9xy +27.

Lésung zu Aufgabe II.1

Wir berechnen zunachst die Ableitung:

%:3x2—9y g]y(:?)yz—%c

ox
=Df=03x-9 3y -9%) =0
2 _
AT
32 —9x =0

Einsetzen von  1x? = y in die zweite Gleichung ergibt

Q=

Musterlosung zur Klausur — Seite 6 von 12 —



Das ist aquivalent zu entweder x = 0 oder x = 3.
Einsetzen in $x? = y ergibt die kritischen Punkte (0,0), (3,3).

=% o)
Hfo,0) = <_09 _09)

H(0,0) ist indefinit, da die Determinante der Untermatrix (0) gleich 0 ist. Andererseits ist
det Hf(o0) = —81 # 0. Also ist (0,0) ein Sattelpunkt.

18 -9
Hfep) = <—9 18)
= Hf(3s) ist positiv definit, denn die Determinante der Untermatrix (18) ist 18 > 0 und
det Hf(35) = 18% — 9% > 0. Also ist bei (3,3) ein lokales Minimum von f.

Aufgabe 1.2 (12 Punkte)

Sei
g(x,y)=x—-3y+e¥+2

und (a,b) € R? mit ¢(a,b) = 0. Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen die Gleichung
¢(x,y) = 0 nahe (a,b) implizit nach einer der beiden Variablen aufgeldst werden kann und be-
rechnen Sie gegebenfalls die Ableitung der implizit gegebenen Funktion. Ist die Lésungsmenge
der Graph einer differenzierbaren Funktion (Begriindung)?

Lésung zu Aufgabe I1.2

Die Funktion
¢g:R* - R

g(xy) =x—3y+e¥+2

hat partielle Ableitungen
98

98 _ xy
ox L+ye

und 3
—g:—S—l—xe"y
dy

Der Satz Uber implizite Funktionen ist anwendbar, wenn eine der Ableitungen nicht Null ist.
Also existiert in der Nahe von (a,b) eine Funktion f(x) mit der Eigenschaft, dass f(x) = y
aquivalent ist zu g(x,y) = 0, wenn

ag _ ab

@(a,b) =-3+ae¢" #0

ist, und eine Funktion k(y) mit der Eigenschaft , dass f(y) = x aquivalent ist zu g(x,y) = 0,
wenn

gi’(a,b) —14+be” £0
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ist. Die Ableitungen sind dann gegeben durch

-1 xf(x)
) = — (giu,f(x))) 8 (v o)) = L

und

» - )
W(y) = — (gi(h(y),y)) gi(h(}/)ry) = 31—:_hy(yei)z(y)yy y'

Nun suchen wir nach einer Bedingung, mit der man entscheiden kann, ob die Lésungsmenge
Graph eine differenzierbaren Funktion ist. Das ist genau dann der Fall, wenn es eine Variable
(x oder y) gibt, so dass man an jeder Stelle (x,y) mit g(x,y) = 0 nach der gleichen Variablen
auflésen kann, d.h. wenn entweder fir alle (a4, b) mit g(a,b) = 0 gilt:

98
a(a/ b) 7& 0

oder fir alle (a,b) mit g(a,b) = 0 gilt:

Jg
@(a,b) #0

ist. Dies fOhrt in unserem Fall zu der richtigen Antwort, indem man die Ableitungen benutzt.
Also ist die Losungsmenge Graph einer Funktion, wenn das Gleichungssystem

x—=3y+e¥+2=0
1+ye¥ =0
keine Losung hat oder das Gleichungssytem
x—=3y+eY+2=0
—3+xe =0

keine Ldsung hat. Diese Gleichungen zu Iésen war nicht Teil der Aufgabe.

Aufgabe I1.3 (10 Punkte)

Sei
g, y) =+ P+ 3 +x—1.

Zeigen Sie, dass die Lésungsmenge der Gleichung g(x,y) = 0 in der Nahe von 0 durch eine
implizite Funktion y = f(x) gegeben ist. Bestimmen Sie das Taylor Polynom von f um den
Entwicklungspunkt 0 bis zum Grad 2.

Lésung zu Aufgabe I1.3
Esist g(0,0) =1—1 =0, also erfillt (0,0) Gleichung. Weiterhin ist g an der Stelle (0,0) stetig
partiell differenzierbar als Verkettung von stetig partiell differenzierbaren Abbildung. Es gilt

aﬁ — oY 2 ‘lg —
ay(x,y)—e +3y° = ay(0,0)—l#O
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also existiert nahe (0,0) eine differenzierbare impizite Funktion y = f(x)mit g(x, f(x)) = 0. Die
Ableitung ergibt sich zu

-1 X2
P == (B ) Eeso) =~

also f'(0) = —1.
AuBerdem ist

! f(x) 2) _ (342 (x)ef () O F (x
f”(x):( 3952“36)2) _(6x(ef™) 4+ 3f(x)%) — (32 + 1)(f (1)) + 6 (x)f' ()

SO 43 (ef0) + 37 (x)2)2
also f”(0) = —1.
Damit ergibt sich fir das Taylorpolynom zweiten Grades um 0:
Ta(x,0) = £(0) + f'(0)x + %f”(O)x2 = —x— %xz

Aufgabe 1.4 (10 Punkte)

Sei .

W (vy) £ 0,0),
0, (x,y) = (0,0).
Zeigen Sie: 9,9, f(0,0) und 9,0, f(0,0) existieren, aber sind verschieden.

f: R? — R, f(x,y) := {

Lésung zu Aufgabe I1.4

Die gemischten zweiten partiellen Ableitungen in der Null muss man mit der Definition berech-
nen, d.h. wir missen den Differenzenquotienten

9xf(0,h) —0xf(0,0)
h

9,0:f(0,0) = lim

betrachten (und natirlich analog fiir 9,9, f(0,0)).

Dazu brauchen wir zunachst 9. f(0, ), 9. f(0,0). Fur (x,y) # (0,0) ist

(v° = 5xty) (x* + ) — 43 (xy® — 2°)
(x* +y4)2

dxf(x,y) =

7

also ist 9. f(0,h) = h. In der Null missen wir auch hier schon mit dem Differenzenquotienten
arbeiten:

iy [0~ £(0,0) . 0—-0 _
HOO =TT =y =0
Damit ist 3.£(0,) — 3.£(0,0) -
w0t (0,0) =iy 7 e Tt

(Bemerkung: Dafiir haben wir nicht 9,0, f (x,y) fir (x,y) # (0,0) gebraucht!) Andererseits ist
far (x,y) # (0,0)

4 25 (vd 1A A3 (1S 4D
ayf(x,y) _ (5xy* — x°)(x (;y_i_)y4);ly (xy> — x°y)

7
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also 9, f(h,0) = —h. Genau wie oben erhalt man mit dem Differenzenquotienten 9, f(0,0) = 0.
Damit sind wir fast fertig:

0yf(h,0) —0,f(0,0) _ . —h—0
h h—0 h

Insbesondere ist 9,0, f(0,0) =1 # —1 = 9,9, £(0,0).

= 1.

9x9yf(0,0) = lim

Aufgabe I1.5 (10 Punkte)

Berechnen Sie die Ableitung von

X

f R=R, f(x):= /ﬂ COSEXt)dt
mit Hilfe einer geeigneten Verkettung.
Lésung zu Aufgabe II.5
Definiere * cos(yt)

COS
¢:R* =R, g(xy):= /ﬂ fydt

und

h:R— R hx):=(x,x).
Danniist f = g o h. Die Kettenregel besagt nun, dass

f(x) = dgn) - (%)
Berechnen wir also diese Ableitungen. Die Funktion & wird einfach komponentenweise abge-

leitet, d.h. 1’(x) = (1,1). Fir g berechnen wir die partiellen Ableitungen:
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

cos(yx
9g(x,y) = fcy)

7

% ist! AuBerdem ist

ayg(x,y)z/x L <C05(yt)>dt:/x—sm(yt)'tdt

da das Integral bis x eine Stammfunktion von

x Oy t x t
Y _cos(yt)|t=x
= /ﬂsm(yt)dt— Yy ‘t:n
_ cos(yx)  cos(my)
y y

Wenn wir jetzt alles zusammensetzen ergibt sich:

() = dgi () = @rg (), g () - )

_ cos(x?) L cos x?) _ cos(7mx)

= 0xg(h(x)) + 9yg(h(x)) = X X
_ pcos(x?)  cos(mx)
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Aufgabe I11.6 (10 Punkte)

Seien Uy, U, ..Uy offen in R™. Zeigen Sie, dass Nk_, U; offen ist. Gilt das auch fiir eine unend-
liche Folge offener Mengen U;, i € IN?

Lésung zu Aufgabe 11.6

Seix € Nf_ U, = x e U;Vie {1,..,k}. Da U; offen existiert fur jedes i ein ¢; > 0, sodass
Bgi(x) c u;.

Seinun e = min{ey, ..., e¢} > 0. Damitist B¢(x) C U; fur alle i. Also ist mleui offen.

Die Aussage gilt nicht fir unendliche Schnitte: Betrachte U; = (—%, %), dann ist U; offen fur alle
i, aber N, U; = {0} ist abgeschlossen.

Aufgabe 1.7 (10 Punkte)

Sei A C R" messbar und U; fir 1 < i < k eine endliche offene Uberdeckung von A. Zeigen
Sie, dass

vol(A) < i vol (U;)
i=1

ist.

Lésung zu Aufgabe II.7

Die U; sind offen und damit messbar, A C UL, U; und damit 4 (x) < x.e ;,(*) < Xiq xu;(x)
fur alle x € R", da die U; nicht notwendigerweise disjunkt sind.

k k
Xk < / qui = Zvol(ui)
- R™ ;=1 i=1

= vol(A) = o X4 < .

da das Integral monoton und linear ist.

Aufgabe I1.8 (10 Punkte)

Berechnen Sie

1
—dx
/DZ V1= |lx[]?

Lésung zu Aufgabe I1.8
Verwende Polarkoordinaten:

¢: (0,271) x (0,1) — R?
(t,7) — (rcost,rsint)
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Es gilt
Detdeq, =r

Nun wenden wir die Transformationsregel an und beachten, dass man Mengen vom Maf3 0
beim Integrieren vernachlassigen kann:

1

1
_ = r
/Dz 1— H X HZ /(0,271)><(0,1) V1—12

drdt

. 1 et
Stammfunktion von r A ist:

Also

1 1 1 1
- - _ _ _ J1 2 —
/D2 : ||x||2 271/0 rmdr 27‘({ 1 r]o 271.
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