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1 Einleitung

1.1 Partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen (abgekiirzt 'PDG’ oder nach dem englischen
'partial differential equations’ als 'PDE’ bezeichnet) sind Gleichungen, die
eine Funktion mehrerer Variablen, sowie deren partielle Ableitungen ent-
halten. Die Ordnung der Differentialgleichung ist die Ordnung der hichsten
Ableitung, die in der Gleichung auftaucht.

Es sei nun Q C R? offen und u : Q — R eine reellwertige glatte (d.h.
fiir uns, dass alle Ableitungen, die wir benétigen, existieren und stetig sind)
Funktion auf 2. Wir benutzen die folgenden Notationen fiir partielle Ablei-
tungen. Die i-te partielle Ableitung von u ist gegeben durch

u(z + he;) — u(z)

=1 ) 1,... . 1.1
o= M h , 1€{l,...,n} (1.1)
und wird auch mit
amiua aiu7 Di“‘? Ug, Uq

abgekiirzt. Ebenso schreiben wir partielle Ableitungen zweiter Ordnung als

0? 9 9 .
9207, u, Oy, u, Oty Ugya,, uij, i, j € {1,...,n}. (1.2)
Allgemein definiert man fiir einen Multiindex o = (o, ..., ), a; € N, mit

Ordnung |o| = > o
D%u(z) = 0%u(x) = 0y ... 0 u (1.3)

Fiir spéatere Zwecke fithren wir hier noch die Notation a! = Hle a;! ) sowie
z® = [, z3" ein. Mit

DFu(z) = Du(z); o] = k (1.4)

bezeichnen wir die Menge aller partiellen Ableitungen der Ordnung k. Wich-
tige Spezialfillle sind die (totale) erste Ableitung

Du = (0y,u, . ..,0zu),

und der Gradient,

Vu = : , (1.5)
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sowie die Hesse matrix

8§1x1u 6§nxlu
8:%1%“ 8§nwnu

Der Satz von Schwarz impliziert dass die Hessematrix symmetrisch ist falls
u zweimal stetig differenzierbar ist.
Eine partielle Differentialgleichung k-ter Ordnung 148t sich nun schreiben
als
F(D*u, D*tu,... ,u,z) = 0. (1.7)

Als wichtigste Beispiele werden wir im néchsten Abschnitt die Warmelei-
tungsgleichung, sowie die Poisson-Gleichung, etwas ausfiihrlicher motivieren.
Weitere bekannte Beispiele sind

(i) Die Helmholtz-Gleichung Q € R%, u: Q — R
—Au+ pu =0, weR,

wobei

d
Au = Z@%Z%u (1.8)
i=1

(ii) Die Minimalflichengleichung Q € R?, u : Q — R
Vu
SV IVeE
wobei divy = 2?21 O;v;.
(iii) Die Wellengleichung @ C R x R% u: Q — R
uy — Au = f.
(iv) Die (viskose) Burgers-Gleichung @ C R x R, w: Q@ — R mit v > 0
Ut + Uy = Vlgy, wobei v > 0.
(v) Die Korteweg-de-Vries Gleichung Q CR xR, u: Q2 — R

U — Uy + Uger = 0.
(vi) Die stationire Schrodingergleichung in R?. Gegeben V € C(R?) und
AeC,
—Au+Vu=Au
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1.2 Ein wichtiges Beispiel: die Warmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung ist die einfachste Gleichung, welche die Aus-
breitung von Stoffen durch Diffusion beschreibt. Sei 2 C R? offen und be-
schréinkt. Sei u : (0,7) x © — R die Massendichte eines Stoffes (d.h. u(t, z)
ist die Dichte im Raumpunkt z € Q zur Zeit t). Sei

7:(0,T)xQ—R3 (1.9)

die FluBidichte des Stoffes, d.h. der Gesamtflu} des Stoffes durch eine Hy-
perfliche A mit Normale v ist durch [ 4J - vdS gegeben. Sei schlielich
f:(0,T) x Q — R die Produktionsrate des Stoffes. Dann gilt fiir jedem
Ball B,(z) C Q und jedes ¢

d udy:_/ j-udS+/ fdy (1.10)
dt By (z) B, (x) Br(z)

wobei das linke Integral die Gesamtmasse in B, (x), das linke Integral auf der
rechten Seite den MassenabfluB und das zweite Integral die Massenproduk-
tion in B, (z) beschreibt. Mit dem Satz von Gauss (und der Vertauschung
von Integration und Differentiation) folgt

/ updy = / (—divj+ f)dy. (1.11)
By (x) By ()

Da dies fiir alle Bille mit B,.(x) C Q gilt, folgt (firu e C* ,j€Ct, feC

)
du+divi—f=0  €(0,T)x (1.12)

Diese Gleichung heifit Bilanzgleichung oder Erhaltungssatz, weil sie die Er-
haltung der Masse bzw. die Massebilanz beschreibt. Diese Bilanzgleichung
gilt unabhéngig von dem konkreten Stoff, den wir betrachten. Um eine Glei-
chung fiir u zu gewinnen, fehlt noch eine Beziehung zwischen j und u (diese
hingt von dem konkreten Stoff ab). Im einfachsten Fall ist j zu Vu propor-
tional,

j=—DVu. (1.13)

Die Konstante D heifit Diffusionskoeffizient. Es gilt D > 0, da der Flufl von
Gebieten hoher Massedichte zu solchen niedriger Massedichte erfolgt. Setzt
man der Einfachheit halber D = 1 so ergibt sich die Gleichung

Ou—Au=f (1.14)

Losungen der Gleichung —Awv = f entsprechen gerade stationdren Massever-
teilungen, d.h u(t,x) = v(x) ist eine Losung von Statt der Diffusion
von Stoffen kann man auch die zeitliche Entwicklung der Temperatur in
einem Stoff betrachten. In diesem Fall ist u die Temperatur, j der Wéarme-
fluB und f die Warmezufuhr. Die im Ball B,(z) gespeicherte Energie ist
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/. By (z) U dy, wobei die Konstante ¢ die spezifische Warmekapazitit (Ener-

gie/ Temperatur x Volumen) des Stoffes ist. Die zugehorige Bilanzgleichung
ist

O(cu) = —divj+ f (1.15)
und mit j = —DVu und ¢ = 1, D = 1 ergibt sich wieder (1.14]). Im

den folgenden Kapiteln werden wir uns zunéchst mit gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen, dann mit der Gleichung —Awu = f , der sogenannten
Poisson-Gleichung, beschéftigen und insbesondere zunéchst mit dem Spezi-
alfall f =0.

2 Harmonische Funktionen und die Poisson Glei-
chung

2.1 Einfiihrung

Die Poissongleichung

Au=f

ist das wichtigste Beispiel elliptischer Differentialgleichungen. Beispiele sind

(i) Voll nichtlineare elliptische Gleichungen
F(D?*u, Du,u,z) =0 in U c R?

wobei F' eine stetig differenzierbare Funktion auf eine offenen Menge
d(d+1)

VcR 2z xR?xR x R?ist. Die Strukturannahme der Elliptizitiit
ist
DAF(A,p,u,z)B > c| B

fiir alle positiv semi definiten Matrizen B. D 4F bezeichnet die totale
Ableitung nach der ersten Komponenten (die eine d x d matrix ist).

(ii) Die Helmholtzgleichung und die Minimalflichengleichung sind ellipti-
sche Gleichungen.

(iii) Weitere Beispiele sind die Monge-Amperegleichung
det D?u = f

wobei V' die Menge der positiv definiten Matrizen ist und f > 0. Eine
Variante ist die Gleichung der vorgeschriebenen Gaulkriimmung

det D?u = f(1 4 |Dul?)%?

Der Graph der Losung hat die GauBkriimmung f(z) im Punkt (z, u(x)).
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(iv) Das elektrische Potential u eines stationéren elektrischen Feldes im
Vakuum ist harmonisch, d.h.

Au=0

(v) Wir identifizieren C mit R2. Eine lineare Abbildung R? — R? ist genau
dann komplex linear, wenn es eine Drehstreckung ist:

axb=(ReaReb—Imalmb)+i(Realmb+ ImaRebd)

Rea —Imb
:<Imb Rea>(Reb Imb).

Sei U € C =R? > (z,y) offen, u : U — C sei stetig differenzierbar mit
komplex linearer Ableitung, d.h. die Jacobimatrix

_ (0zReu 0OyReu
Du_(ByImu 8yImu>

ist eine Drehstreckung, i. e. es gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen

Oz Reu = 9yImu, 0y Reu = -9, Im u.

Dann sind sowohl Reu wie auch Imu harmonische Funktionen. Wir
zeigen dies unter der zusétzlichen Annahme, dass u zweimal stetig
differnzierbar ist. Dann ist

2 Reu + 85 Reu = 0,(0y Imu) — 0y(0; Imu) = 0.

Das Studium der Poissongleichung ist ein erster wesentlicher Schritt zum
Verstidndnis einer grofien Klasse von Gleichungen.

2.2 Maf, Integration und der Satz von Gauf
In diesem Abschnitt betrachten wir Grundlagen aus der Analysis I-III.

(i) Ein Mafiraum (X, A, u) ist eine Menge X mit einer Sigmaalgebra A
von Mengen von X und einem Maf p: A — [0, o0].

(ii) Eine mefibare Funktion ist eine Abbildung X — [—o0, 00| fiir die {x :
f(z) >t} € Afiir alle t € R.

(iii) Fiir nichtnegative mefibare Funktionen g ist das Integral durch

[ tan= [ T s >
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(vi)

(vii)

definiert. Eine mefSbare Funktion heifit integrierbar, wenn [ |f|du <
oo. In diesem Fall definieren wir

/deuz/Xmax{f,()}du—/Xmax{—f,o}du.

Das Integral ist linear, additiv in der Integrationsmenge und es gelten
eine Reihe von Konvergenzsatz: Satz Beppo Levi, Lemma von Fatou
und der Konvergenzsatz von Lebesgue.

Das Lebesguemafl m? ist das eindeutig bestimmte vollstindige Maf
auf R?, das translationsinvariant ist, das auf jeder offenen Menge (und
daher auf jeder Borelmenge) definiert ist, mit m<?([0,1)%) = 1.

Es gilt fiir den Ball mit Radius R um Null, Br(0) C R,

m(BR(0)) = R'm?(B1(0))

Ist f integrierbar auf R%+92 so ist x9 — f(x1,x2) fiir fast jedes 7 in-
tegrierbar m? integrierbar, z; — [f (z1, 29)dm® ist m? integrierbar
(die Nullmenge ist irrelevant) , und es gilt

/ f(ml,ajg)dmd2(x2)dmd1(:n1):/ f(a:l,mg)dmd(acl,mg)
]Rdl RdQ Rd

Mit diesen Eigenschaften 148t sich das Mafl der Einheitskugel bestim-
men:

/e'xzdmd(x):/ o f? ef|x2|2dmd2(a;2)dmd1(a:1)
R4 R4 Rd2

_/ e—|x1|2dmd1(x1)/ 122l gy (1)
Ré1 Rd2

o) 1
/]Rd " dm? () :/0 m({z: e " > 1) :/0 md(B(_lnt)%(O))dt
1
—md (B, (0)) / (—Int)2dt

0

:md(Bl(O))/ sie~Sds
0
d+2

—=m(B1(0))1(—)

Es folgt
/ el gm? = . / P el 4y = 3.
R2 R R4

T(1/2) = %r(g/g) — /x.
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(viii)

(ix)

(xii)

Die Transformationsformel. Ist U € R%, ¢ € C'(U,R?) injektiv so gilt

/ F(y)dmi(y) = / f o d(y)| det Do(a)dmi(z)  (21)
o(U) U

Hausdorffmafl und Integration iiber Untermannigfaltigkeiten. Das s
dimensionale Hausdorffmafl H?® ist ein translationsinvariantes Maf§ auf
den Borelmengen. Im Fall s = d stimmt es mit dem Lebesguemaf
iiberein. Auf n dimensionalen Untermannigfaltigkeiten M™ ist die Fin-
schrankung ein Mafl auf der Untermannigfaltigkeit, das ein Integral

fdH"
M’I’L
definiert.

Die Areaformel. n > d und ¢ € C1(U;R") injektiv so gilt
/ fdHd = / f o ¢(det DT D)z dL? (2.2)
o(U) U

Damit kann man das Mafl des Einheitsballes mit Hilfe von Polarkoor-
dinaten bestimmen.

Die Coareaformel. Ist ¢ € C*(U,R™) mit d > n so gilt
/ f(det DpDT)2dm? = / / f()dHEdm™(t)  (2.3)
U nJom1(t)

Genauer: Ist f(det D<Z5D¢T)% integrierbar, so ist fiir fast alle ¢ f auf
¢~ L(t) HO™ integrierbar.

Beispiel: n =d — 1, ¢(z) = |z|, D®D®T =1 und

1 1
d _ n _ d—1 d—1 n—1
m?(B,(0)) = /0 HY (OB, (0) = HE (S /O mla(2.4)

und daher
HIH(SIY) = dm?(B1(0)).

Insbesondere ist die Léinge des Einheitskreises 2. Hier kann man al-
ternativ Polarkoordinaten verwenden und erhéalt diese Identitdt mit
der Transformationsformel und dem Satz von Fubini.

Der Satz von GaufB. Sei U C R? eine offene beschrinkte Menge, de-
ren Rand OU eine C' Untermannigfaltigkeit M9~ enthilt. Q liege
lokal immer auf einer Seite von M. Es gelte H41(0U) < oo und
HEHOU\MP1) = 0. Sei v die #uBere Einheitsnormale. Ist F €
CHU,RY) N C(U,RY) mit div F integrierbar, so gilt

/ div Fdm? = / F-vdH® L (2.5)
Md—1
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Wir schreiben in der Regel

/...dx
U

fiir das Integral bzgl. des Lebesguemasses.

Definition 2.1. Sei (X,S,u) ein Mafraum, E € S mit 0 < u(E) < oo, u
integrierbar. Dann definieren wir:

éudu:@/Eudu. (2.6)

2.3 Eigenschaften harmonischer Funktionen
2.3.1 Definition

Definition 2.2. Sei Q C R? offen, u € C?(Q). Die Funktion u heifit har-
d
82
monisch wenn Au = 0 auf Q. Dabei Au = Wu
o
i=1 "
Beispiele:

(i) Sei A € R¥™4, Die Funktion x + x - Az ist genau dann in RY harmo-

nisch, wenn Tr A = 0 (die Spur von A). Insbesondere sind = > 2% — 3

und x — z129 in R harmonisch.

(ii) « ~ In|z| ist in R?\ {0} harmonisch, fiir n > 3 ist  — |z|>7¢ in
R4\ {0} harmonisch.

2.3.2 Mittelwerteigenschaft
Satz 2.3 (Mittelwerteigenschaft). Sei Q C R? offen, u € C%(Q), B,(x) C Q.

(i) Falls Au =0 in Q, dann gilt
u(x) :][ wdH4 = ][ udx . (2.7)
OBr(x) By (x)
(ii) Falls —Au <0 in Q, dann gilt

u(z) < ][ wdH! (2.8)
OBy (x)

und

u(x) < ]{3 RLaLs (2.9)
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(11i) Falls —Au < 0 in Q, dann gilt
u(z) < ][ uwdH! (2.10)
OBy (x)

und

u(z) < ][ u(y) dy . (2.11)
By (x)
Beweis. Wir beweisen zuerst (2.8]). Sei ¢ : [0,7] — R durch
o0 = ule+pz)dHi () (2.12)
9B1(0)

definiert. Die Funktion ¢ ist stetig (Konvergenzsatz von Lebesgue), ¢(0) =
u(z) und fir p > 0 gilt

wmzf u(y) AHL(y) (2.13)
0Bp(z)

Die Funktion ¢ ist in allen p € (0, r) differenzierbar (Differenzenquotient,
Konvergenzsatz von Lebesgue oder gleichmissige Konvergenz des Differen-
zenquotienten), und

i = u(x 2) - zdH (2

a7 ) —]éBl(O)D (x +p2) - 2dHT(2) (2.14)
- (ot 02) + p dHA1( 2
~ HH(9B1(0)) /BB1(0)D @+ p2) v dH™(z) (2.15)
L — u)(z + pz) dx . .
~ HI-1(0B1(0)) /Bl(o)(A )@+ pz)dx >0 (2.16)

Hier wurde den Satz von Gaufl benutzt, und

0
; %Diu(w + pz) = pZ DiDiu(x + pz) = pAu(z + pz) (217)

)

gerechnet. Aus —Au < 0 folgt, dass ¢ monoton wachsend ist. Da ¢ stetig

ist, folgt u(x) = p(0) < (r) und (2.8)) ist bewiesen.
(2.9) folgt mit der Coareaformel (2.4) mit ¢(z) = |z| im ersten und

letzten Schritt
/ udx :/ / udH L ds
B (x) 0 JOBs(x)

> u(x) /01“ HE Y (OB,(x))ds
= u(z)m?(B,(x))

Der Beweis impliziert (iii) indem wir jeweils < durch < ersetzen. Fiir (i)
wenden wir (ii) auf v und —u an. O
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Satz 2.4. Sei Q C R? offen, u € C?(Q). Die drei Eigenschaften

(i) w ist harmonisch, d.h.,
Au =0 1in Q,

(ii) w erfillt die sphirische Mittelwerteigenschaft, d.h.,

fiir alle (x,7) mit B.(x) C Q,

(i5i) w erfillt die Ballmittelwerteigenschaft, d.h.,

fiir alle Bille B,(x) C €,
sind dquivalent.

Beweis. (i)=(ii) folgt aus Satz
(il)=-(iii) folgt aus

/ udy :/ (/ ud?—[d_1> dct(p)
By(x) [0,r] \/OBy(x)

—/[0 ]del(aBp(CC))u(x)dﬁl(p) — u(x)[’d(BT(x)).

(vel. (2.4)) .

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(iii)=(i) wird durch Widerspruch bewiesen. Sei = € €2, so dass Au(x) #
0. Wir kénnen oBdA annehmen, dass Au(x) > 0 (sonst betrachten wir —u).
Dann gibt es ein r > 0, so dass By(z) C © und Au > 0 in B,(z). Dann folgt

aus Satz [2.3(iii)], dass

u(z) < ][ udy,
By ()

entgegen der Annahme.

2.3.3 Regularitiat
Die Funktion f auf R

1
_Jee fallsz >0
J@) = { 0 falls x <0

ist beliebig oft differenzierbar. Damit ist auch

g(x) = f(1 - 4|z]*)

(2.23)

O
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beiliebg oft differenzierbar mit Tréger B1(0). Die Funktion g ist positiv im
2
Inneren. Wir definieren

_ g(@)
Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, mit Triager in Bi(0), radial,
radial fallend, mit Integral 1. Wir definieren die Funktion

[N

ny = r~n(x/r) (2.24)
deren Integral wieder 1 ist.

Lemma 2.5. Die Funktion u sei integrierbar und erfille die Mittelwertei-
genschaft, d.h.,

u(z) = ][ udy (2.25)
r(z)
fiir alle x € Q und alle r > 0 mit B.(x) C Q. Dann folgt
u(@) = (wsn,)(@) (2.26)
fir alle By(xz) C Q.

Beweis.

(wxn) (z) = /Q w(y)e (= — y) dy

nr(x—y)
— [Lutw) [ aray
R4 0
-/ u(y)dm ™ (3,1
(t,z):0<t<n,(z—y)}

:// L Ddm(y)dt (2.27)
{nr(x—y)>t

— u(x) / ml({y ez — ) > t))dt
:u(:):)/n,«dy
= u(x)

wobei wir mehrfach Fubini und in der fiinften Gleichung die Mittelwertei-
genschaft verwendet haben. O

Satz 2.6. Sei Q C R? offen, u : Q — R integrierbar . Falls

u\xr) = u md .
(x) ][T@) a (2.28)
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fir alle Bille By(x) C Q, dann gilt w € C*°(Q) und
Au=0in Q. (2.29)
Insbesondere ist jede harmonische Funktion beliebig oft differenzierbar.

Beweis von Satz[2.0. Sei z € , r > 0, so dass Ba,(z) C Q. Dann gilt
uw) = [ un -y (2.30)
Bay(z)

fir alle y € B,(z). Aus 1, € C§° folgt (mit Differenzenquotienten und dem
Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz) , dass u differenzierbar ist
und

_ o x—y _
o) = [ wtyr @y <07 [ ool e,

(2.31)
Wir kénnen das Argument iterieren und sehen, dass u beliebig oft differen-
zierbar ist. Insbesondere ist u zweimal stetig differenzierbar und erfiillt die
Mittelwerteigenschaft. Nach Satz ist 4 harmonisch.
Da jede harmonische Funktion auf einer kleineren Menge integrierbar ist
konnen wir die erste Aussage auf harmonische Funktionen anwenden.

O]

Satz 2.7 (Liouville). Sei u € C2(R?) harmonisch und beschrinkt. Dann ist
u konstant.

Beweis. Sei M = sup |u|(R?). Nach (2.31) gilt

osula)| <7 [ oidylulo
Da r beliebig ist, folgt Du(x) = 0. O

2.3.4 Maximumprinzip

Definition 2.8. Eine offene Menge U C R? heifst zusammenhingend, wenn
fiir alle offene Mengen A,B C U mit ANB =0 und AUB=U gilt: A=10
oder B = ().

Bemerkung. Eine offene Menge U in R? ist genau dann zusammenhin-
gend, wenn zu jedem Paar z,y € U eine Kurve ¢ € C([0, 1], U) existiert, so
dass ¢(0) = x und ¢(1) = y. Die Kurve darf auch in C*° gewihlt werden. Je-
der Punkt einer offenen Mengen liegt in einer maximalen zusammenhéngen-
den offen Teilmenge. Derartige Teilmengen heiflen Zusammenhangskompo-
nenten.
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Satz 2.9 (Schwaches Maximumprinzip). Sei Q C R? offen, beschrinkt. Sei

u e C(Q), so dass
u(zr) < ][ udy fir alle By(xz) C Q. (2.32)
Br()
Dann qult

u(z) < maxu(0f) fir alle x € Q

Insbesondere nehmen harmonische Funktionen das Maximum auf dem Rand
an.

Beweis. Das ist eine Konsequenz der Mittelwerteigenschaft. Sei xg ein Punkt
im Inneren in dem ein Maximum angenommen wird. Nach der Mittelwert-
eigenschaft gilt

mmsﬁmﬂmwwm+éwwwwmwy

und damit
[ Jutw) ~ ula)ldy =0
B (x)
Insbesondere gilt das auch fiir den maximalen Ball in €2, der den Rand
beriihrt. Aufgrund der Stetigkeit folgt die Behauptung. O
09.04.2019

Bemerkung. Falls u harmonisch ist, dann gilt auch
min u(Q) = min u(09Q) . (2.33)
Satz 2.10 (Eindeutigkeit). Sei () C RY offen und beschrinkt, u,v € C?(Q)N
C(92), so dass
Au = Av in Q (2.34)
u=uv auf 0. (2.35)
Dann gilt uw = v.
Beweis. Die Funktion w = u — v ist harmonisch, und gleich null auf 0.
Deshalb gilt w = 0 in 2. O

Satz 2.11 (Starkes Maximumprinzip). Sei Q C R? offen, beschrinkt, zu-

sammenhdngend. Sei w € C(2), so dass
u(z) < ][ udy fir alle By(xz) C Q. (2.36)
B, (z)

Dann gilt entweder
(1) u(x) < maxycan u(y) fir alle x €
oder

(ii) Die Funktion u ist konstant auf Q.
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Bemerkung. Falls u € C?(Q), dann kann die Annahme (2.36) durch
—Au <0 in Q ersetzt werden (Satz [2.3(ii)]).

Beweis. Sei M = maxu(Q), V =QnNu (M) ={r € Q:ulx)= M}

Sei x € V, By(x) C Q. Aus der Mittelwerteigenschaft folgt, B,(z) C V.
Deshalb ist V' offen.

Da u stetig ist, ist auch die Menge Q\ V = {x € Q : u(z) # M?}) offen.
Da Q zusammenhéingend ist, gilt V' = () (Option (i)) oder V = Q (Option
(ii)). O

Zur Vereinfachung der Notation sei

Wqg = md(Bl (0)) = (2.37)
Satz 2.12 (Harnack-Ungleichung). Sei Q C R? offen, V nichtleer, offen,
beschrinkt, zusammenhingend, mit V. C Q. Dann gibt es eine Konstante
c=1c(Q,V), so dass

supu(V) < cinfu(V) (2.38)

fiir alle u € C%(Q) die Au= 0 und v > 0 auf Q erfiillen.

Beweis. Sei )
r=7 min{dist (V,00) > 0,1} . (2.39)

Da V kompakt ist kénnen wir es mit endlichen vielen Billen B, (z;), 1 <
j < N iiberdecken. Wir betrachten zuerst zwei Punkte x,y € B,(x;), mit
|x — y| < r. Aus der Mittelwerteigenschaft, B,(z) C By, (y) C Q und u > 0
folgt

1
u(x) = udy = / udy 2.40
@ ﬁ»(x) wart J g, () (240
=,
< udy 241
(JJde BZr(y) ( )
=24 ][ udy = 2%u(y) . (2.42)
Bar(y)

Aus der Stetigkeit von u folgt die gleiche Aussage fiir
u(z) < 2%u(w) fiir z,w € By(z;) N V.
Seien x,y € V. Dann existiert eine Folge (jm,)o<m<m mit M < N und
x € Br(wjy),y € Br(wj,), Br(@j,40) 0 Br(w,,) # { }-

Das sehen wir, indem wir € V wihlen, und W C V als die Menge alleﬁr
y wéhlen, fiir die eine derartige Kette existiert. Diese Menge ist offen in V'
und offensichtlich auch abgeschlossen, und daher ganz V.
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Iterativ sehen wir
u(x) < 2V%(y). (2.43)

O

Satz 2.13. Sei Q@ C R? offen, u : N — C2%(Q) eine Folge harmonischer
Funktionen, die in L'(Q) eine Cauchy-Folge ist. Dann gibt es u, € L'(Q),
so dass:

(i) uj — us in L1(Q);
(ii) us € C°(Q) und Au, = 0;

(111) D*u; konvergiert punktweise gegen D*u fir alle o € N, insbesondere
ist die Funktion us, harmonisch.

(iv) Falls K C Q kompakt ist und o € N¢, dann konvergiert D%uj — D%uy
gleichmdfig in K.

Beweis. Sei x € Q, B.(z) C Q. Aus

1
ward

1
oy —nl() < g [ g 0y < gl vl @
folgt, dass j — wu;(x) eine Cauchy-Folge ist (wir schreiben wq = m"(B1(0))).
Wir definieren u.(z) = limu;(z). Da u; eine Cauchy-Folge in L'(9) ist,
existiert eine integrierbare Funktione @, gegen die u; in L' konvergiert. Eine
Teilfolge konvergiert fast iiberall, also folgt @ = wu, fast iiberall, und damit
auch u; — u, in L1(Q).
Aus

us(z) = lim uj(z) = lim ujdy = ][ Uy dy (2.45)
By (x) B (x)

folgt, dass wu,. die Mittelwerteigenschaft erfiillt. Deshalb (Satz ist us
harmonisch.
Sei K C € kompakt, r = dist (K, 9)/r. Fiir alle € K gilt B,(x) C Q

mit 7, wie oben
0% (1 (%) — ue ()] =[(uj — us) % O%ny ()]
:’ / (uj (y) = we ()0 nr(z — y)dy (2.46)
<[luj — wal[ 2 [[ 0% || sup
Es folgt, dass
lim max |9%(uj — us)| = 0. (2.47)

j—oo K

Das beendet den Beweis. O
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Satz 2.14 (Weyl’s Lemma). Sei Q C R? offen, u integrierbar. Falls

/uAgo =0 (2.48)
fir alle ¢ € C(2), dann gibt es & € C*°(2) mit & = u fast iberall und
Ad=0inQ. (2.49)

Beweis. Sei n, wie in Lemma B = Bpr(zy) eine Ball mit Bag(z,) C Q.
Wir definieren, fir r € (0, R), u, = u*n, € C*°(B). Dann

Aun(z) = Aus ) = ux (An.) = / W) An(z—y)dy =0 (2.50)

Deshalb Au, = 0. Da u, — u in L' (1, definiert eine Diracschar), folgt die
Aussage aus Satz [2.13] O

2.4 Explizite Losung der Poissongleichung

Definition 2.15. Fir k > 1 bezeichnet C*(Q) die Menge der Funktionen
u € C*(Q) so dass 0%u eine stetige Fortsetzung auf Q fiir alle o mit || < k
besitzt. Analoges gilt fiir C*(Q; R™). Wir bezeichnen den Raum aller Funk-
tionen in C*(Q) mit 0%u beschrinkt fiir || < kmit Cy(Q).

Wir bezeichen den Raum der C*(Q2) Funktionen mit kompaktem Trager
mit C fir k € NU {oo}.

Bemerkung. Die Fortsetzung von Du auf dem Abschluss 2 ist eindeutig.
Ck(Q) c C*(Q).

2.4.1 Fundamentallésung, Laplacegleichung im Ganzraum

Definition 2.16 (Fundamentallssung). Man definiert ® : R* — R durch
1
o In |z| falls d =2
O(z) = T (2.51)

1 1
A(d = 2)org [2]12 falls d > 3

und ®(0) = 0.
Bemerkung. Im Beispiel in Abschnitt haben wir gesehen, dass
AP =0 auf R?\ {0}. (2.52)

Ist Q eine Menge mit C! Rand und duBerer Einheitnormalen und u € C*(Q)
dann definieren wir d,u als die Richtungsableitung in Richtung v.

18 [13. MATI 2019]



Lemma 2.17. Fir alle r > 0 gilt
/ AP dH = —1. (2.53)
8B, (0)

Beweis. Man rechnet Vx| = z/|z|,

1 =z
(z) = ———— 2.54
Vo(z) dg @ (2.54)
und
1
/ 8,® dHI~! = —/ Z - (2.55)
8B,.(0) 0B, (0) 2| dwa ||
[
11.04.2019
Satz 2.18. Seid > 2, f € C2(R?), u= f x ®, d.h.,
u@) = [ @@ =)y, (2.56)
Dann gilt u € C?(R?) und
—Au=f. (2.57)

Definition 2.19. Sei Q C R? offen. Man bezeichnet mit L}, () die Menge
der messbaren Funktionen f : 0 — R, die auf jeder kompakten Menge K C 2
integrierbar sind.

Gegeben sei eine Funktionenfolge f : N — L}OC(Q) und eine Funktion
fv € L} (Q); man sagt dass f; — f« in L} (Q) wenn fir jede kompakte

loc loc

Menge K C Q) gilt:
lim / |fj — feldy=0. (2.58)
K

Jj—o0

1
loc

Bemerkung. f € L
R >0 f; = f«in L}OC(Rd) genau dann, wenn fixBp0) — f«XBg(0) N
LY(RY) fiir alle R > 0.

(RY) genau dann, wenn IXBg(o) € LY(RY) fiir alle

Beispiele. L'(Q) c L] (Q) und C() C L,.(Q). Insbesondere ist fiir
jedes j € N die Funktion f; : R — R, f;(x) = |z[2/j, in L} (R?); diese

loc
Folge konvergiert gegen 0 in L} (R9) (aber nicht in L!!).
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Bemerkung. Die Fundamentallosung ®, in Def. eingefiihrt, erfiillt
@ € L, (RY).

Lemma 2.20. Sei Q C R¢ offen.

(i) C(Q) C Ljo();
(ii) Fiir f € CO(RY) und g € L}, .(R?) ezistiert fiir jedes x € R? die Faltung

(f*9g)(x / flz—v)g(y)dy, (2.59)

und f * g € Cp(R?).

(i) Falls zusitzich f € CHR?), dann f+ g € CY(RY) und D(f * g) =
(Df) *g.

Beweis. (i): Jede stetige Funktion ist auf einer beliebigen kompakte Menge
integrierbar.

(ii): Sei R > 0, so dass supp f € Bgr(0). Sei z € R% Dann gilt f(z —
y)g(y) = 0 fiir alle y ¢ Bgr(z), deshalb existiert das Integral.

Sei x; — x. Dann ist Br(xj) C Bpryi(z) fiir alle j grofl genug. Mit
dominierter Konvergenz folgt

lim ﬂ%yM@Myz/ lim f(z; — )g(y)dy  (2.60)
Bry1(x) Bry1(x)

J]—00 J—00

:/ f(x — y)g(w)dy, (2.61)
Br+1(=)

deshalb ist f * g stetig.
(iii): Man rechnet, fiir i € {1,...,n} und h € (—1,1) \ {0},

(f * g)(@ + hei) — (f = g)(x) :/B ()g(y)f(fwrhei—z)—f(w—y)dy'

h
(2.62)
Da f € CL(R?), gilt
hei —y) — f(z —

gleichméfig in y. Mit g € Llloc, und der Stetigkeit von D f folgt, dass fxg €
C! mit

D(fxg)=(Df)*g- (2.64)

O
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Beweis von Satz[2.18. Aus Lemma folgt, dass das Integral existiert,
u € C' und

Oz;u=® %0y, f. (2.65)
Eine weitere Anwendung von Lemma zeigt dass Du € C' und
07 pu=%00 , f. (2.66)

Deshalb gilt « € C%(R?), mit Au = ® * Af.
Sei R > |z|, so dass supp f € Br(0). Wir rechnen

Au(r) = /Rd O(y)Af(z —y)dy (2.67)
= / S(y)Af(z—y)dy (2.68)

Br(z)
= lim O(y)Af(z —y)dy. (2.69)

e=20J Br(x)\B:(0)

Die letzte Gleichung gilt, weil y — ®(y)Af(z —y) in L (Bg(z)) liegt, und
XB.(0) — 0 punktweise fast iiberall. Wir wenden jetzt den Satz von Gaufl
zweimal an; dabei nehmen wir an, dass B.(0) C Br(x) (wenn nicht, kénnen
wir R durch R + |z| 4 1 ersetzen).

/ (y)Ayf(z —y)dy (2.70)
Br(z)\B:(0)
d
- 0y; (2(y)y, f (& = y))d 2.71
/BR(w\Be(mj; (2(y)0y, f(z —y))dy (2.71)
T / ()9, f (& = y)dH" (y) (2.72)
0B:(0)
/,BR(:E)\BE Zaya‘b @ —y)dy.  (2.73)

Die Integrale auf 0Br(x) konnen weggelassen werden, weil f(z—y) = 0 und
Df(x —y) = 0 fiir alle y € 0Bgr(x). Hier und im Folgendem ist schreiben
wir 0, f(xz — y) fir (Dyf(x —y))v(y) — d.h., das Differential der Funktion
f wird im Punkt z — y entlang der Normale v(y) im Punkt y ausgewertet.
Dabei ist v(y) = y/|y| die &uBere Normale auf dem Rand von B.(0) (diese
ist zeitgleich die innere Normale auf dem Rand von Bpg(z) \ B:(0), daher
das Minuszeichen).
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Die zweite Anwendung von Gauf} liefert

/ B(y) Ay (x — y)dy (2.74)
B—R(z)\B:(0)

S / ®(y) 0y, f(x — y)dH" " (y)
dB.(0)

(2.75)
+[ a0 - i)+ [ AD() £z — y)dy
9B (0) Br(2)\B:(0)
(2.76)
Da A® = 0 auf Br(z) \ B:(0), folgt:
/ P(y)Af(z —y)dy (2.77)
Brg(z)\B:(0)
[ @At -0ewie- i),
8B (0)
Man iiberpriift, dass
i | [ a()0,f(e - )it )| =0 (2.79)
e=01J0B.(0)

(die Funktion 0, f(x — y) ist beschrinkt, der Rest wird explizit integriert).
Deshalb gilt:

Au(z) = lim d,®(y) f(x —y)dHI 1 (y). (2.80)
e—0 dB.(0)

Mit dem Variabelwechsel y = ez folgt

Au(z) = lim o0 D, ®(2) f(x — ez)dH(2). (2.81)

Da f(x — ez) beschrénkt ist und punktweise gegen f(x) konvergiert, folgt
mit dominierter Konvergenz und Lemma dass

Buw) = fla) [ ae@aH ) = 1) (282)
9B1(0)
Damit ist der Beweis beendet. O

2.4.2 Greensche Funktion

Der Satz von Gau$ gilt fiir C'-Polyeder, d.h. fiir beschrinkte offene Mengen
Q c R?, deren Rand 99 von endlichem H"~! Ma8 ist, und fiir die eine C!
Mannigfaltigkeit M in 0f2, so dass 2 immer auf einer Seite von M liegt, und
HLH(OQ\M) = 0.
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Definition 2.21. FEine beschrinkte offene Menge, die den Bedingungen des
Satzes von Gauf gentigt, nennen wir C* Polyeder.

Definition 2.22. Sei Q C R? eine offene Menge. Eine Funktion G : QxQ —
R heifit Greensche Funktion fir das Gebiet 1 falls fir jedes x € (1 eine
Funktion ¢, € C*(Q) N CY(Q) ewistiert, so dass

Ap, =0 in Q (2.83)
vz(y) = ®(y — x) fiir alle y € 09, (2.84)

und G(z,y) = ®(y — x) — vz (y).

Bemerkung. Das bedeutet, dass G(x,y) = 0 fiir alle (z,y) € Q x 0Q und
dass A(G(z,) —@(-—x)) = 0.
Sei f € D:=C§°, mit supp f € Q und g € L} (). Wir schreiben

loc

A= [ srds
Dann gilt fiir alle z €

= AAG(z,) (f) = =Ahg(—0)(f) = DA, (f) = f(=). (2.85)
Man schreibt auch suggestiv, fiir uns aber im Moment nicht rigoros definiert

—A,G(z,y) = 6, in D', fiir alle x € Q fest (2.86)
G(z,-) = 0 auf 09 (2.87)

Bemerkung. Fiir beschrinkte Mengen () ist die Funktion ¢, falls exis-
tent, eindeutig. Deshalb ist auch G in diesem Fall eindeutig.

Bemerkung. G : X Q — R, fiir alle z € Q ist G(x,-) € C*(Q\ {z}) N
CHOQ\ {}).
Satz 2.23. Sei Q2 C R? ein beschrinktes C-Polyeder mit H"1(99) < oo,

G eine Green’sche Funktion fir Q, f € C2(R%), g € C(09Q) und u € C?*(Q)N
CL(Q) eine Losung von

{—Au —f inQ (258)
u=g auf 0€).
Dann gilt fiir alle x € Q
uw) =~ [ oG W)+ [ Gafod. (28
o0 Q

23 [13. MAT 2019]



16.04.2019
Beweisidee: Mit dem Integralsatz von Gauf folgt

/ (uAG — GAu) dx = / (ud,G — GO, u)dH T, (2.90)
Q R19)

wobei AG distributionell (d.h. wie in (2.85))) interpretiert werden sollte. Mit
AG(x — ) = 65 und G = 0 auf dem Rand folgt die Aussage.

Beweis. Sei x € , € > 0 so dass B.(x) C Q, V; = Q\ Bs(x). Dann gilt
G(z,-) € C*(V:) N CY(V.), deshalb

/ [u(y)AG(x, ) — G(z,y) Au(y)] dy = (2.91)

£

/8 | [()0,Gley) = Gla),uly)] ). (292)

Mit AG = 0in V; und G(z,-) = 0 auf 99 reduziert sich diese Gleichung auf

G(z,y) Auly)dy = /a )Gl )i () (2.93)

Ve
- / ()9, G, ) — Gla, y)duly)] dH (1)

9B (x)
(2.94)

Da Q beschrinkt ist, ® € L1 jo.(R?) und ¢, € C(Q) gilt G(z,-) € L1(Q) und
deshalb

lim - [ G(z,y)Au(y /nyAu dy—/Ga:y
e—0 V.
(2 95)
Wir werden unten zeigen, dass
lim — [u(y)0,G(x,y) — Gla,y)du(y)] dH (y) = u(x).  (2.96)

e—0 9B, (x)

Mit (2.93)), (2.95) und (2.96)) ist der Beweis beendet.
Es bleibt, (2.96]) zu beweisen. Sei G(z,y) = ®(y — ) — ¢(y). Aus dem
Beweis von Satz folgt

lim [w(y) 0@ (y — x) — Dy — 2)dyu(y)] dH" ' (y) = —u(x) . (2.97)
=0 JoB. ()

Der Term mit ¢, wird partiell integriert (d.h. mit dem Satz von Gauf}):

/ ()0 (y) — 0a(y)Duly)] AH (1) (2.98)
0B:(z)

= / (uAQy — @z Au)(y)dy . (2.99)
Be(z)
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Mit Ap, = 0 und

/ L peul)dy) < max{lea)] € Brnfe)} mx(8uty)] +y € Byl e’
(2.100)
folgt
lim - [w(y) 0y 22 (y) — 02 (y)Du(y)] dH ™ (y) = 0. (2.101)
Mit ist der Beweis beendet. ]

Satz 2.24. Fir alle z,y € Q gilt G(z,y) = G(y, ).

Beweis. Seien x,y € (1 fest. Wir brauchen nur den Fall x # y zu betrachten.
Wir definieren zwei Funktionen v,w : Q — R,

v(z) = G(z,2) (2.102)
w(z) = G(y, z). (2.103)

Dann ist v(z) = w(z) = 0 fiir z € 9Q und Av =0in Q\ {z}, und Aw =0
in 0\ {y}.

Sei ¢ > 0, so dass B.(z) U B-(y) € Q und B.(z) N B:(y) = (. Sei
Ve =Q\ B:(z) U Bs(y). Dann gilt

d
/ (wAv — vAw) dz :/ Z 9, (wd;v —vd,w) dz (2.104)

€ e j=1
:/ (wd,v — vd,w) dHI (2.105)
oVe
und deshalb
0= / (wd,v — vd,w) dHI (2.106)
OB (2)U0B:(y)
Wir betrachten die Rénder der zwei Bélle getrennt. Der erste ist
/ (wd,v — vd,w) dHI (2.107)
OB:(x)
= / (w(2)8,G(x, z) — G(z, 2)B,w(z)) dHI L. (2.108)
OB:(x)

Da w € C?(B:(x)), folgt aus (2.96)

liné r (w(2)8,G(z, z) — G(z, 2)d,w(z)) dHI ™t = —w(z).  (2.109)
=0 /9B, (2)
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Analog,

lim (wd,v — vd,w) dHI

e—0 9B.(y)

—tim [ (G 2)0() — 0(2)8,G(y, 2)) M = u(y) .
e—0 9B.(y)

Deshalb gilt
Gy, z) = w(z) = v(y) = G(z,y),

und der Beweis ist beendet.

2.4.3 Spezialgebiete
Erinnerung: Aus Def.

~5- In |z| falls d = 2
™
®(x) = 1 1
falls d >

A= Dyg o2 2l d=3,

folgt
1 =z
D(z) = —— .

Ve dwq |4

Halbraum

Definition 2.25. Die Greensche Funktion fiir das Gebiet
RY ={z eR: 24 >0}

st
G(z,y) = ®(y — x) — ®(y — Px),

(2.110)

(2.111)

(2.112)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

wobei Px = (x1,...,24-1,—2q), d.h., P =1d — 2e4 ® eq. Man nennt K :

R? x 0RY - R, K = —0,G,

0G(z,y) 2xq 1
K = - = —
(@) ya dwg |z — yl|*

der Poissonkern des Halbraumes.

(2.116)

Lemma 2.26. (i) Fiir alle v € RY ist K(z,-) € C(ORL) N LY (9R%).

(ii) Fiir alle y € ORY gilt K(-,y) € C*(R%L) und

d
i=1
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(iti) Fiir alle x € RY gilt

K(z,y)dy =1. (2.117)
ORY.
Beweis. Stetigkeit folgt aus |z — y| > |zq — yq| = x4 > 0. Integrabilitit
folgt aus der Tatsache dass |K(x,-)| < C/|y|? fiir alle y groB genug.
|(ii)} Folgt aus der Definition und A® = 0 auf R\ {0}.
(iii)t Seiz € RY, ¢ € (0,24), R > 2|z|. Dann ist y — ®(y—z)—®(y— Px)
harmonisch in Q. = Br(0) NR% \ B.(z), und mit dem Satz von Gauf} folgt

A, [®(y —z) — By — Px)]dH¥ (y) = 0. (2.118)
00
Aus Lemma folgt
/ 0,D(y — z)dH (y) = —1, (2.119)
9B ()

und mit A®(y — Px) = 0 auf B.(z) folgt

/ d,®(y — Px)dH¥  (y) =0. (2.120)
OB.(x)
Deshalb gilt
/ D, [®(y —x) — ®(y — Px)]dH¥ 1 (y) = —1. (2.121)
d(RY NBRr(0))
Aus )
y—x
D®(y —x) = D® < 7 > R (2.122)
und dem Variablenwechsel y = Rz folgt
/ D, ®(y — x)dH¥ L (y) = / By B(z — S)dHI 1 (2).
OBR(0)NRE 9B1 (0)NRY R
(2.123)
Da |z|/R < 1/2 gilt |[D®(z — xz/R)| < max|D<I>\(B%(O) \ B%(O)) fiir alle z

und R, und mit dominierter Konvergenz folgt

lim [0,®(y — x) — 0,®(y — Px)] dH" (y) (2.124)
R=00 JoBR(0)NRL
= lim [81,(1)(2 5 8,0z — Px)] dH" 1 (z2) (2.125)
R—oo 831(0)QR1 R R
= / lim [8,,@(2’ — E) —0,®(z — Px)] dH"1(2) =0. (2.126)
8Bl(O)QRi R—o0 R R
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Es folgt, dass

oy [®(y —x) — B(y — Px)| dH¥ 1 (y) = —1. (2.127)
R4

Hier v ist die &uflere Normale, v = —ey, deshalb —0, = 0/0yq. O

Satz 2.27. Sei g € CY(OR%) (d.h., beschrinkt und stetig) und sei

u(z) = {fami K(z,y)g(y) falls z € R

(2.128)
g(x) falls x € ORY. .

Dann gilt w € C®(RL) NCYRE), Au=0 inRL und u =g auf IRL.

Beweis. Teil 1: wir zeigen u € C*(R%) und Au = 0. Sei z* € R% fest,
e = 273/2 > 0. Die Ableitungen DK, D?K sind auf (z,y) € B.(z*) x OR%
beschriinkt und gleichmiflig in y integrierbar. Deshalb gilt u € C?(B.(z*))
und
Au(zx) = AK(z,y)g(y) =0. (2.129)
IR

Teil 2: wir zeigen u € C(R%). Fiir z, € ORY und x € RY gilt

u(z) - u(z,) = K (z,9)g(y) dH (y) — g(=.) (2.130)

= |, K@)l ~g(.) A (y). (2.131)

Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass |g(y) — g(z«)| < e fur alle
y € Bas(z,) NORYL.

/ K (. 9)(9(y) — g(a2))dH (y) (2.132)
ORLNBys ()
<e / K (2, )| dH* (y) = ¢ (2.133)
R4
und
/ K (. 9)(9(y) — g(a))dH" (1) (2.134)
5Ri\325(1’*)
< 2max |g]| |K (z,y)|dH (). (2.135)

8Ri\325($*)
Fiir © € Bs(z,) und y € ORY \ Bos(2) gilt |z —y| > |y — @] — |2 — 24| >
ly — x| — 9, und deshalb

1 1
ly —2|? ™ (Jy — 2] = 0)*

(2.136)
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wobei die letzte Funktion auf RY~!\ Bys(x,) integrierbar ist. Mit dem Kon-
vergenzsatz von Lebesgue folgt

2Q?d 1

lim il dHT () (2.137)

224 | ord \ By (z.) dwd |z — y|d

2 1
:/ lim 4 _dH N (y) = 0. (2.138)

OR4\ By () T dwq |z — y|
Deshalb gibt es ein ¢’ < §, so dass
lu(z) —u(x™)] < 2e (2.139)
fiir alle z € By (2.) NR%L. Da g in , stetig ist, gibt es ein §” < §’ so dass
(2.139) fiir alle z € Bg/(z4) N 8]1%1 gilt. Das beendet den Beweis. ]
23.04.2019

Satz 2.28. Sei u € C*(R%) N Cy(RYL). Dann gilt

sup u(x) = sup uy)
mGRi yGBRi
Beweis. Sei u wie im Satz, M = SUP,cpd u(z), m = SUP, e R u(y). Offen-
sichtlich gilt 0 < m < M < oo und wir wollen M = m zeigen. Fiir ¢t > 1 ist
die Funktion
‘1)((0’ _t)T) B (I)(:E B (07 _t)T)
[2((0, —t)T)]

w(xz)=(M—m+e)

harmonisch, nichtnegativ in R‘i mit

lim w(z) > M —m+e.

|x|—o00

Sei R > 0 so dass
w(x) > M —m (2.140)

fiir [z| = R. Sei v = w+m—u und Ug = R4 N Br(0). Dann ist v harmonisch
in Ug, stetig auf Ugr und > 0 auf OUgr. Mit dem Maximumprinzip folgt

v>0 in Ug
und damit (ausserhalb folgt das aus und der Konstruktion)
u(z) <m+w(z).
Wir betrachten nun die Abhéngigkeit von ¢ und schreiben wy(x). Da
M—-—m+e 1

< < (M- t t
|Vwe(z)| < 0 B(—teg)w = (0, —OT[T = (M—m+e)t™ = 0ast— oo
und
w(0) =0
folgt
wi(z,t) =0 mit ¢ — 0o
in RY. Damit folgt u(z) < m fiir alle x. O
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Bemerkung. Wie friither folgt, dass u in Satz die einzige harmonische
und beschriankte Funktion ist, die mit g auf dem Rand iibereinstimmt.

Der Ball

Lemma 2.29. Die Greensche Funktion fir B,(0) ist

Dy —az)— @ (Zy— o Il 0
G(z,y) = -2) ( r '”f‘x) Jalls @ # (2.141)
O(y) — P(req) falls z =0.
Beweis. Fur y € 0B,(0), x # 0,
2 2 2
P R R L P P oy P
ro x| r ]
(2.142)
deshalb gilt G(x,y) = 0 falls |y| = r. Man rechnet AyG(z,y) = Ay®(y —
X 2 X r
Fir |y| = r gilt
Yy y || || r 1 r2—2?
LG(zy) =2 Vol —z) - 2 pey (X - )= T
%G(w,y) r Vely —x) r r( )<’I“y |x|x dwg |z — yld
(2.143)
Definition 2.30. Der Poissonkern fiir den Ball B,(0) ist
1 72 —|z|?
K =——. 2.144
BT(O)(xay) dwdr|x—y|d ( )
Fiir den Ball By (x.) ist er gegeben durch
1 72— (v —x,)?
K = 2.145
By(x*)(l'ay) duwg T|.CE' — y|d ( )
Satz 2.31. Sei g € C(0B,(z0)), u: By(x9) = R durch
K(x,y)g(y) dH" " (y)  falls = € By (o)
u(x) = /83T(x0) (2.146)

g(x) falls x € 0B, (x0)

definiert. Dann gilt u € C%(B,(w0)) N C(B(z0)) und Au = 0 in B,(zo).

Beweis. Wie in Lemma zeigt man, dass A, K = 3,02 K = 0. Wie in
Satz folgt, dass u in B,(z() harmonisch ist.
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Es bleibt zu zeigen, dass v auf dem Rand stetig ist. Da v = 1 harmonisch

ist, folgt aus Satz dass faBr(ggo)K(a:,y) dH" Y(y) = 1 fiir alle z €
BT($0).
Sei . € B, (x), € > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass

1
l9(y) = g(@.)| < 5 fiiralle y € 9B, (w0) N Bas () - (2.147)

Sei x € By(x0) N Bs(x,). Dann gilt:

lu(z) — u(zs)| = /aB( )K(ﬂc,y)(g(y) — g(a*)dH" " (y) (2.148)
< / K (2, 9)lg() — g(a*)| dH () (2.149)
0By (z0)
< §+ 2 max |g| K(z,y)dH"  (y). (2.150)
OBy (z0)\Bas(zx)

Aus |y — x| > 20 und |z — x| < § folgt |z — y| > 6, K(z,y) < (r? — |z —
zo|?)/(dwyqd?) und

2 2
lu(z) — u(zy)| < g + did max |g|r ’;d ol (2.151)
Deshalb gilt:
limsup |u(x) — u(zy)| < = (2.152)
T 2
fiir alle € > 0, da € beliebig war, ist die Aussage bewiesen. O

Wir haben insbesondere folgendes bewiesen: Sei Q € R offen, B,.(z) C

Q, u € C(Q). Dann gibt es genau eine Funktion v € C(Q2), so dass gilt:
v=uin Q\ By(x) (2.153)
Av =0in B,(z). (2.154)

Die Funktion v wird harmonische Fortsetzung von u genannt und ist explizit
durch

o(e) = {u(az) falls = € Q\ B (z0)

. (2.155)
f@BT(z) KBT(mo) (xvy)u(y)dH l(y) falls z € Br(xO)

gegeben.

Definition 2.32. Sei Q C R? offen. Wir nennen v € C™(Q) analytisch,
falls fiir alle xg € Q ein R > 0 existiert, so dass

u(z) = Z Z aaf(!CUO)(x — 20)®

(0%

m:() |a|:m

fir x € Br(xo).
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Beispiele: Polynome sind analytisch. Wir betrachten allgemeine Potenz-

reihen -
Z Z ao(r — x0)“

m:0 |a|:m

und definieren

R™! =limsup sup |aa]1/m € [0, o0].

m—r0o0 |o¢|:m
Sei jetzt r < R, |(x — z9);| < r fiir jede Komponente, r < R — ¢ und
laq < C(R—g)7 ol
Dann ist
m
S faae - a0) |<Zcm ( ) < oo
m=0|a|=m

und die Potenzreihe konvergiert in x¢ + [—r,7]¢. Umgekehrt folgt aus der
Konvergenz in zo + [—r,7]¢ dass R > r, wie in einer Dimension.

Satz 2.33. Harmonische Funktionen sind analytisch.

26.04.2019

Beweis. Es gniigt, die Situation u € C?(B,(x.)) N C(B,(0)) zu betrachten.
Ohne Einschrankung sei x, = 0 und r = 1. Dann gilt mit dem Poissonkern
fir |z| <1

- 11— |zf? d—1
u(x) = Km,yuyd?—[dl:/ _— u(y)dH .
(=) /8B1(0) (@ )uly) 9B, (0) dwa [T —y|? )

Mit der geometrischen Reihe gilt (da |y| = 1) mit ¢ = (2(z,y) — |=|?)

1 1 >

o0
ey M AR )

m=0

falls |z| < & und damit || < 1. Das Produkt von Potenzreihen mit Kon-

vergenzradius 1 hat wieder Konvergenzradius < 1 (mit Cauchysummation).

Also ist o
‘l' _ ’271 Z amq Z am(2<$7y> - ‘$|2)m
m=0

mit .
lim sup |ay,|m < 1.
m—0o0
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Also existiert fiir jedes € > 0 ein C' > 0 so dass
lam| < Ce(1+e)™

Damit ist

Z am / — Jal?) " u(y)dH )

31(0)

wobei die Summanden Polynome vom Grad 2m sind, die gleichméssig kon-
vergieren, falls |z| < % Wir betrachten nun die Taylorpolynome Ty (z) . Der
Glied der Reihe mit Potenz m hat Terme vom Grad zwischen m und 2m.
Das Taylorpolynom vom Grad N ist die Summe aller Terme mit 2m < N,
und einem Teil der Summanden nach Ausmultiplizieren fiir m < N. Da

m

@ y) — [Py =3 @) (2, )| P

=0

und daher

m

— m 2 1
@ y)— )" Z( ) 2o Pl = 2" < (G =

Damit folgt

1

Fe <C. Z 1+g Cg%((ua)z)NH =0

_7 9
m=M+1 1 9

fir N — oo. Damit ist
Tyu(x) = ][ T]\fyyu(y)al’}-ldf1
9B1(0)

und

9 T\ N+ ~
)~ Tvu@l < 5(5) T f e

Damit ist u analytisch. Ist d ungerade, dann nehmen wir eine Dummyva-
riable dazu.
O
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2.5 Existenz von Losungen

Definition 2.34. Sei Q C R? offen, u € C(Q). Die Funktion u heif$t sub-
harmonisch, falls

u(zr) < ][ wdH L fir alle Bille mit B,(x) C Q (2.156)
9B, (z)
und superharmonisch, falls

u(x) > ][ wdHY  fiir alle Bille mit B,(x) C Q. (2.157)
OBr(x)

Lemma 2.35. (i) Eine Funktion u € C*(Q) ist genau dann subharmo-

nisch, wenn
—Au<0 inQ. (2.158)

(i1) Eine Funktion uw € C() ist genau dann subharmonisch, wenn —u
superharmonisch ist.

(i1i) Eine Funktion uw € C(2) ist genau dann harmonisch, wenn u sowohl
subharmonisch als auch superharmonisch ist.

Beweis. in Satz [2.3(i1)| (Mittelwertsatz) wurde gezeigt, dass —Au < 0
impliziert. Die Gegenrichtung wird wie in Satz bewiesen: Falls
ein x € Q mit —Awu(x) > 0 existieren wiirde, dann gébe es ein r > 0, so dass
—Au > 0 auf B,(r) und B,(x) C Q. Dann wiirde aus folgen

u(z) > ][ udy, (2.159)
By ()

gegen die Annahme.
es reicht, —u in der Definition einzusetzen.
eine harmonische Funktion erfiillt

u(z) = ][ wdH1  fiir alle Bille mit B,(z) C Q (2.160)
OBy (x)

und ist damit sowohl subharmonisch als auch superharmonisch. Die Gegen-
I‘iChtlElg wurde in Satz bewieseg (fir alle z, € Q gibt es ein 7, > 0, so
dass B(zs,r) C Q, dann u € Li(B(z4, 7)), und daraus folgt Au = 0 in
T O

Lemma 2.36. (i) Sei Q2 C R? offen, beschrinkt und zusammenhdingend,

u,v € C(£2), u subharmonisch, v superharmonisch. Falls v < v auf
09, dann gilt entweder v < v auf Q) oder u = v auf €.
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(ii) Sei u € C(Q) subharmonisch, B.(x) C Q, und sei v : Q — R die
harmonische Fortsetzung von u auf By(x), ndimlich,

~July) falls y € Q\ B, ()
v(y) =

faBr(w) Kp, () (¥, 2u(z)dH*(2)  fallsy € By(x).
(2.161)
Dann gilt v € C(Q), v ist subharmonisch und u < v.

(iii) Seien wuy,...,ux € C(Q) subharmonisch. Dann ist u =
max{ui,...,ux} ebenfalls subharmonisch.

Beweis. Die Funktion v — v ist subharmonisch, und v — v < 0 auf 0f2.
Die Aussage folgt aus dem starken Maximumprinzip, Satz

Aus v € C(B,(x)) und u € C(Q\ B-(x)) mit u = v auf dB,.(x) folgt
v e C(Q).

Die Funktion v ist in B,(z) harmonisch und auf 0B, (z) gilt v = v. Aus
folgt, dass u < v in B, (z). Deshalb gilt u < v auf Q.

Sei Br(y) C Q. Falls y ¢ B,.(x) dann gilt

=u ulz d-1 z v(z d—1 z). .
o(y) = @’S]gBR(y) (2) dH <>s]gBR(y) (2)dHTN(z).  (2.162)

Falls y € B,(z), betrachten wir die Funktion w : Q — R,

w(z) = {v(z) falls z € Q\ Br(y)

= B (2.163)
Jony.r) KB (2, )0(t) dHP1(t)  falls 2 € Br(y).

Aus der Definition folgt
w(y) = ][ w(t)dHT () = ][ v(t)dHI(t). (2.164)
OBR(y) OBR(y)

Falls
v(y) < w(y) (2.165)

folgt
v < f ot
dBRr(y)

und fiir alle R mit Br(z) C © damit auch

o(z) < ]fg R

fiir alle derartigen Bélle. Damit ist der Beweis beendet.

Es bleibt, zu beweisen. Die Funktion u ist subharmonisch und w
ist harmonisch in Bg(y), aus u < v = w auf dBg(y) und dem Maximum-
prinzip folgt u < w auf Bg(y).
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Die Funktion v—w ist harmonisch in B, (z)NBg(y), und v—w = u—w < 0
auf (0B,(x)) N Br(y) € B(y,R) und v — w = 0 auf BRr(y). Deshalb gilt
v—w <0 auf O(B,(z) N Br(y)) und damit auch in y € B,(z) N Br(y).

(i)} Sei w = max; uj, By(z) C Q, p € {1,..., K}, so dass u(x) = u,(z).
Aus u, < u folgt

u(z) = up(r) < ][ up dH! < ][ udH (2.166)

O]

Definition 2.37. Sei Q@ C R? offen und beschrinkt, g € C(95). Dann
definieren wir:

Sy ={v € C(Q) : v subharmonisch und v < g auf ON} . (2.167)
Satz 2.38. Sei Q C R? offen und beschrinkt, g € C(99), u: Q — R durch
u(x) = sup{v(z) : v € Sy} (2.168)

definiert. Die Funktion u ist wohldefiniert und harmonisch.

Beweis. Die Menge S, ist nicht leer, weil die konstante Funktion z
min g(0Q) in Sy liegt.

Fiir alle z € Q0 ist die Menge sup{v(z) : v € S,} beschriinkt, weil v(z) <
max g(09Q) fiir alle v € S,;. Deshalb ist u wohldefiniert.

Sei y € Q, {vr}ren C Sy eine Folge, so dass vg(y) — u(y). Wir kénnen
oBdA annehmen, dass v, < vgy1 (sonst betrachten wir die Folge max{vg, vy,
Sei B,(y) C Q, wy, die harmonische Fortsetzung von vy auf B,(y), d.h.,

w(z) = {vk(z) falls z € Q\ By (y) (2.169)

faBT(y) KBT(y)(Za t)vk(t)dH”_l(t) falls z € B, (y) .

Aus Lemma folgt, dass w; subharmonisch ist und v, < wy, insbe-
sondere wy, € Sy. Deshalb gilt v, < wy, < u, insbesondere konvergiert wy,(y)
gegen u(y). Aus der Monotonie der Folge vy folgt leicht die Monotonie der
Folge wy.

Aus der Monotonie der Folge wy, folgt, dass wy gegen eine harmonische
Funktion U gleichméBig in B, j»(y) konvergiert. Beweis davon: Wir wissen,
dass wy(y) eine Cauchy-Folge ist. Sei k < h. Da wy, — wy, > 0, und A(wy, —
wy) = 0 auf B, (y), folgt aus der Harnack-Ungleichung (Satz [2.12)), dass

max(wp, — wg)(Br/2(y)) < Cmin(wp, — wy)(B/2(y)) < Clwn(y) — wi(y)) .

(2.170)

Deshalb ist wy, eine Cauchy-Folge in C(B,/5(y)) und konvergiert gleichméflig

gegen U. Da U die Mittelwerteigenschaft hat, ist sie harmonisch (Satz
oder Lemma [2.35(iii)]). Ferner, U(y) = u(y) und U < u auf B, /5(y).
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Es bleibt zu zeigen, dass U = u auf B, 5(y). Falls nicht, dann gébe es
ein p € B, /5(y), so dass U(p) < u(p). Dann gébe es ein V' € Sy mit

U(p) < V(p). (2.171)

Sei ¥, = max{V,wy}, und - wie oben -

Bu(2) = {27k(z) falls z € Q\ B,(y)

N _ (2.172)
Jom.() KBow) (2. )TR(O)AHTH(¢)  falls 2 € By (y).

Die Folge wy ist monoton, und wx(y) — wu(y). Deshalb konvergiert wy,
gleichmiBig auf B(y,r/2) gegen eine harmonische Funktion U. Aus wy, < @y,
folgt U < U auf B(y,r/2), mit U(y) = U(y) = u(y) folgt (starkes Maxi-
mumprinzip oder Harnack) U = U, insbesondere V(p) < U(p) = U(p), ein

Widerspruch zu (2.171]). ]

30.04.2019
Wir wenden uns den Randwerten zu.

Definition 2.39. Sei Q C R? offen, z,. € 0Q. Eine Funktion w € C(Q)
heiffit Barriere in x, wenn:

(i) w(zy) =0 und w > 0 auf Q\ {z.};
(11) w ist superharmonisch in 0, d.h., gilt.
Ein Punkt x, € 0 heifit requldr, wenn eine Barriere in x, existiert.

Lemma 2.40. Sei Q C R? offen und beschrinkt, g € C(09), v : @ — R
durch

u(x) = sup{v(z) 1 v € Sy} (2.173)
definiert. Ist x, € 0N) requldr, so gilt
li_}m u(z) = u(zs) = g(xy) - (2.174)

Beweis. Sei w eine Barriere fiir x,. ei € > 0. Dann gibt es ein § > 0 so dass
gilt:

lg(x) — g(xy)| <e  fur alle z € Bs(x,) NOQ. (2.175)
Sei
_ 2max]|g|(9%)
© minw(Q\ Bs(z.)) (2.176)

Dann gilt, fiir alle z € 912,
l9(z) — g(zs)| < e + Cw(z), (2.177)
und deshalb

9(z) — Cw(z) — e < g(x) < g(xs) + Cw(z) + ¢ fiir alle x € 0. (2.178)
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Die erste Funktion ist subharmonisch und deshalb in S, enthalten, es folgt
dass
g(zs) — Cw(x) —e < u(x) fiir alle x € 0. (2.179)

Die Funktion z — g(z.) + Cw(x) + € ist superharmonisch. Fiir alle v € S,
gilt

v(z) < g(z) < g(zs) + Cw(z) + ¢ fiir alle z € 9. (2.180)
Mit Lemma [2.36{1)| folgt
v(z) < g(zy) + Cw(z) + ¢ fur alle z € Q (2.181)

und aus der Definition von u folgt
u(z) = supf{v(z) : v € Sy} < g(xy) + Cw(x) +¢ furalex e . (2.182)
Deshalb gilt:

limsup |u(z) — g(z.)| < e+ lim Cw(z) =¢ (2.183)

T—Tx T—>Tx
fiir alle € > 0. O

Satz 2.41. Sei Q C R¢ offen und beschrinkt. Das Dirichletproblem

{Au =0 inQ (2.184)

u=g in 0N

ist genau dann fiir beliebige g € C(0Q) losbar, wenn alle Punkte x, € OS)
requldr sind.

Beweis. Falls alle x, € 0§ reguliir sind, wurde Existenz in Satz und
Lemma bewiesen.

Falls das Dirichletproblem I6sbar ist, und x, € 02, dann ist die Losung
von Au = 0, u(z) = |z — x| auf 0N eine Barriere in z,. O

Definition 2.42. FEine offene Menge Q C R? erfiillt die dufSere Sphdrenbe-
dingung in x, € 0Q wenn y € R, r > 0 existieren, so dass

By(y) NQ = {z.}. (2.185)

Lemma 2.43. Fulls die offene Menge Q@ C R% in x, € 0 die duflere
Sphdrenbedingung erfiillt, dann ist x, ein requldrer Punkt.

Beweis. Sei
u(z) = ®(zy —y) — ®(z —y). (2.186)

Dann gilt u > 0 auf Q, und u ist auf Q harmonisch. O
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Beispiel. Jede konvexe Menge erfiillt iiberall eine Sphérenbedingung, so-
wie jede Menge deren Rand C?-regulir ist.

Lemma 2.44. Fin Punkt x € 0X) ist genau dann requldr, wenn er als Rand-
punkt von B,(x) N § requldr ist.

Beweis. Sei x € 09 reguliar, w € C(Q) eine Barriere. Dann ist die Ein-
schrinkung von w auf QN B,(z) auch eine Barriere.

Sei jetzt w als Randpunkt von QN B,(x) reguldr, und sei w € C(B,(z)N
Q) superharmonisch, nichtnegativ, w = 0 genau bei z. Falls 9B, (z) NQ = 0,
dann kann man w = 1 auf Q\ B,(z) setzen. Sonst gilt m = min w(dB,(z) N
Q) > 0, und man definiert

( ):{m falls y € Q\ B,(x),
Y min{m,w(y)} fallsy e QN B,(z).

(2.187)

Aus dieser Definition folgt leicht, dass w € C(Q), w(x)
alle y € Q\ {z}.

Es bleibt zu zeigen, dass w superharmonisch ist. Sei B,(y) C Q. Falls
y & By(z) dann gilt:

0, w(y) > 0 fiir

m = 1w(y) :][ mdH" ! > ][ wdH" (2.188)
8B7‘(y) aBr(y)

weil w < m iberall.

Falls y € B,(x), sei z die harmonische Fortsetzung von w auf B, (y). Es
reicht zu zeigen, dass z(y) < w(y). Auf B,(y)NB,(z) ist W superharmonisch,
und z = w auf dem Rand.

O

Lemma 2.45. Sei Q C R? offen und beschrinkt. x, € 0 ist requlir, falls
r >0 und n € R? mit |n| = 1 existieren so dass

Ty +1tn g Q fir0o <t<r.
Beweis. Ohne Einschrinkung sei 2, = 0 und n = —(1,0)?. Wir definieren
w(z) = Revay + iz

O
Bemerkung. Die Sphirenbedingung ist nicht notwendig. Ein Punkt z, €
O erfiillt eine duBlere Kegelbedingung, wenn ein offener Ball B, (y) existiert,
so dass conv({z,} U B,.(y)) NQ = {z,}. (fiir A C R? ist conv A die kleinste
konvexe Menge, die A enthilt). Die duflere Kegelbedingung reicht, und ist

insbesondere in jedem Gebiet erfiillt, deren Rand Lipschitz-stetig ist. Die ist
aber ebenfalls nicht notwendig.
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Lemma 2.46. Seia > 0, C = {x = (¢/,2,) e R" I xR : |z| < 1,2, <
alz'|}. Sei Q C R? offen. Falls z. € OS) so ist, dass ein v > 0 existiert, so
dass B(r,x,) NQ C z, + QC, wobei Q € SO(n) eine Rotation ist, dann gibt
es eine Barriere in x.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass x, = 0 und @ = Id. Wir werden
eine Funktion u auf C' konstruieren. Es ist leicht zu sehen, dass alle Punkte
x, € 0C \ {0} die duBere Sphirenbedingung erfiillen.

Sei g(x) = |z|, g € C(8C), und u = sup Sy wie in Satz [2.38 Dann folgt
0 <u<1und Au =0 in C. Mit Lemma [2.40] folgt u = g on C'\ {0} und
ue C(C\{0}).

Aus Lemma [2.36(1)| folgt, dass u < 1 in C.

Sei w = C'N Byjy, v : w — R durch v(z) = u(2z) definiert. Sei a =
max u(C N dBj ;). Dann ist 1/2 < a < 1. Da v = 1 auf C N8By, und
u= %v auf (Qw) N By sz, folgt u < av auf Jw.

Wir zeigen jetzt, dass v < av in w. Fiir € > 0 sei we = av +¢®. Da u
und av beschrinkt sind, gibt es § > 0, so dass u < w,. auf w N IBs. Mit
u,ws € C(w\ By) folgt u < w, in w\ Bs. Da ¢ beliebig war, folgt u < av in
w.

Wir haben gezeigt, dass fir k e N, k > 1

supu(C N By—x) < asupv(C N By-x) = asupu(C N By—e—1y).  (2.189)

Daraus folgt sup u(C N By—«) < a¥. Mit u > 0 folgt, dass u(0) = 0 und u im
Punkt 0 stetig ist. Aus dem starken Maximumprinzip folgt, dass v > 0 in
C'. Deshalb ist u eine Barriere. O

03.05.2019

Lemma 2.47. Es gibt eine beschrinkte, offene Menge Q C R3 und eine
stetige Funktion g € C(9S2) so dass das Problem Au = 0 in Q, u = g auf
09, keine Losung u € C*(Q) N C(Y) hat.

Beweis. Sei w = B1(0)\ ([0,1] x {0}?) C R3,

1
u(z) = 477/ O(x — tey)tdt tdt . (2.190)
0

1 1
_/o V(= 21)? + 23 + 3

Dann gilt u € C*°(£2) und Au =0 in Q. Da

d|:\/ . t—xq t

— t—x) 2+ 22 +22—=2 arsmh( )}:

g [V m) ety x5 + 23 V(z1 — )% + a3 + 23
folgt

1—:131 |l’1|
\/:pg—i—xg \/x%—}—x%
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Aus
In(x + V22 + 1) = arsinh(x)

folgt
1— _
u(r) =|z — ez|* — |2* — 21 In( vt |o 61‘)+|x1,1n (M)

Vs + a3 Va3 + a3

=z —es” —[a]® — a1 In(1 — 21 + |z — e1]) + |z In(jer| + |2]) — (21)4 In(aF + 23)

Wir schreiben

() = {U($) —z1In(23 +22)  falls 21 >0 (2.191)

v(x) falls 1 <0

wobei v beschrénkt und stetig ist.
Daraus folgt insbesondere, dass u nicht stetig ist. Es gilt sogar: In jeder
Menge B,(0) N {z1 > 0} N3 + 23 > 0 hat

—x1 In(z3 4 22)

ganz (0, 00) als Wertebereich.

Sei k > 2supv(B1(0)). Sei @ = B1(0) N {u < k}. Sei g : 92 — R durch
g = u auf 00\ {0}, und ¢(0) = k definiert. Aus u = k auf 0Q N By \ {0}
folgt g € C'(092).

Wir wollen zeigen, dass keine Losung w € C(Q) N C?(Q2) von Aw = 0
und w = g existiert.

Sei w eine solche Losung. Fiir € > 0 sei we = w + €®. Da u auf
beschriankt ist, & > 0 iiberall, und lim,_,o ®(z) = oo, gibt es § > 0 so dass
we > w auf 9(2\ Bs). Da w, —u auf Q\ Bs harmonisch und auf Q2 \ Bs stetig
ist, folgt w. > w auf Q\ Bs. Da ¢ beliebig war, folgt w > u auf Q. Analog
(mit w — e®) zeigt man w < w. Deshalb w = u. Das kann aber nicht sein,
weil w in € stetig ist, u nicht. O

2.6 Harmonische Polynome und Kugelflichenfunktionen
2.6.1 Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten
Wir schreiben 971 = 9B;(0) c R%

Definition 2.48. Wir sagen, f : S™' — R ist k mal stetig differenzierbar,
wenn

f(z) = f(z/lx]) € CHRN\{0})

Der Laplace-Beltramioperator von S* ' ist die lineare Abbildung
Ag: C*(STh — o8t
Asf(z) = Af(x).
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Wir bezeichnen die radiale Ableitung mit 9,., d.h.

fiir x # 0 und f differenzierbar.
Ist f € CF(R?!) dann ist definiert fiir jedes r» > 0 f,.(z) = f(rz/|z|)
eine Funktion in C*(S?1). Wir definieren fiir f € C?(R%\{0})

Sd 1f(z) = (A gd— Lfr)(z/7)
mit r = |z|.

Lemma 2.49 (Laplace in Polarkoordinaten). Sei f € C?(R4\{0}). Dann
18t

—1
Afz@ferdT@rvar_QAquf

Beweis. Das folgt mit einer Rechnung: Sei |zg| = r9 > 0

Af(zo) =(A(f = fro))(@0) + Afr(z0)
d
=93 (f = fro)(@o) + 15 (Agar f) (o)
j=1
und
890]' (f = fro)(0) :(aarjf - 3mjf(7”096/\37|))|xo
=04, (20) — Oa, f () + 8a:]f(ﬂfo)

)
_T'O arf(x[))
sowie mit r = |z|
d . R
Do (Fof) =0+ (=D 20,10,
j=1 j=1

=2+ o ().

Fiir d = 2 erhalten wir mit z = (r Cf)s ¢>
rsin ¢

Af:83f+%8rf+r‘28§f

42 [13. MAT 2019]



Fiir d = 3 verwenden wir Kugelkoordinaten o < 8 < 7, 0 < ¢ < 27,

r sin 0 cos ¢
x = | rsinfsin¢
r cos 6

und berechnen

0?2 cosf 1 9?2

2ty )

d—1
Au = *u+ —=0, -2 il —
u=0u+ " Oru+1%( " 0u+sin296¢2u

und erhalten fiir den Laplace-Beltramioperator

82u+cos0 1 92

002 sin ou+ sin? 6§ Wu (2.192)

As2u ==

Ahnliche Formeln kann man mit mehr Miihe fiir beliebige Dimensionen
erhalten.
2.6.2 Harmonische Polynome

Definition 2.50. Wir nennen f : R\{0} homogen vom Grad m € R, falls

fAx) = A" f(x).

Wir nennen das Polynom p homogen vom Grad m € N, falls es homogen
vom Grad m ist.

Lemma 2.51 (Euler). Sei f € CY(R?\{0}). f ist genau dann homogen vom
Grad m falls gilt

d
> w0 f =mf (2.193)

j=1

Beweis. Sei f homogen vom Grad m. Dann ist
d d d
> w00, f () = L)l = S (" F@) o1 = mf(a)
j=1

Umgekehrt gelte (2.193). Dann folgt mit g(x) = |z|~™ f(x)

. t —
T 9(tz) =0
und damit ist ¢ homogen vom Grad 0 und f homogen vom Grad m. O

Ein homogenes Polynom vom Grad m lésst sich eindeutig als Summe
von Monomen z¢ mit |a| = m schreiben. Der Homogenitétsgrad ist immer
in N. Wir bezeichnen den Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad
m mit P,,.
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erdfl)

Lemma 2.52. Die Dimension des Vektorraums PS ist ( i1

Beweis. Wir miissen die Multiindizes einer festen Lénge zéhlen. Fiir d = 1
erhalten wir immer 1. Das ist der Induktionsanfang. Die Formel gelte in
Dimension d — 1. Dann zéhlen wir

i (m—j—l—d—l) B <m—|—d—1>
= d—2 d—1
mit Hilfe des Pascalschen Dreiecks. O

Definition 2.53. Wir bezeichnen den Raum der harmonischen Polynome
in PS mit HY.

Lemma 2.54. Seip € P{,. Wir schreiben p(z) = |z|™ f(z/|z|) mit f(z) =
p(x) fir x € SL. Dann gilt

Aga-1f + m(m+d—2)f=0.

Ist f € Hﬁfll und g € HE  mit my # mo then

2

fgdHI ™t =0 (2.194)

§d71

Beweis.
o d—1 —2 —2 d—1
0=Ap=20p+ T(‘)errr Aga-1p =1 “(m(m—1)+(d—1)m)p+Ag™ p.

Der zweite Teil folgt mit dem Satz von Euler und dem Satz von Gauf:

d
my [ fodHi = /§ (w0 gdH
j=1

§d—1

[ (wgvant
8B1(0)

[ V(s
B;(0)

:/ Vf-Vgdx
B1(0)

=my fgdHaL.

§d—1

hence f§d_1 fgdH! = 0. O
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Interpretation: —Ag hat die Eigenwerte

m(m +d-2) = (m+ 27 - (L2

Wir definieren auf P¢ ein Skalarprodukt durch

<xa,x6> _ { 0 fallsa#p

| a! sonst
Wir betrachten die linearen Abbildungen
T: Pl — Pi.y T(p) = |z[’p(x)

und
A:PL P

Lemma 2.55.
(Tp,q) = (p, Aq)

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir Monome zu verifizieren. Seien « ein

Multiindex. Da .
Tx% = Z x?xo‘
j=1
und
(Tx®, 52%) = (x5, 272%) = (a; + 2)(a;j + 1)(z®,2%) = (%, Az*t?%).
O

Satz 2.56. Die Teilriume HE_ , und TP sind orthogonal in P2 _,. Sie
spannen PY ., auf.

Beweis. Orthogonalitit folgt aus Lemma Sei jetzt w € P,ﬁll 9 orthogo-
nal zu TP¢. Dann ist wieder mit Lemma Aw = 0. O

07.05.2019

Korollar 2.57. Die Dimension HY, ist (m:[_dl_l) - (m;lr_dl_?’).

o d=2 (") - ("N =m+1-(m—-1)=2,
(Re(z1 +iz2)™, Im(x1 + ixa)™)

ist eine Basis.
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e d=3: (m2+2) —(3) =3((m+2)(m+1) —m(m —1)) = 2m + 1. Eine

Basis fiir m = 0 ist 1, fiir m = 1 ist (21, z9, 23) und fiir m = 3

2 2 2 2
T122,T1T3,L2L3, X1 — Lo, T] — I3

bzw
Re(xy+ize)?, Im (21 +ize)?, Re(xy +ize) w3, Im (21 +izg)? 23, Re(z1+ize) (303 — (23 +23)),
Im(zy + ix9) (323 — (23 + 22), 523 — 3(2? + 23)x3
Satz 2.58. Die harmonischen Polynome sind dicht in LP(S) fir1 <p < oo

Beweis. Aus der Analysis ITI wissen wir, dass stetige Funktionen in LP(S?~1)
dicht sind. Sei f € C(S%"!). Nach dem Approximationssatz von Weierstrass
existieren Polynome, die in S¢' gleichmissig gegen f konvergieren, und
damit auch in LP(R%). Nach Lemma konnen wir jedes Polynom in P%
auf S als Summe homogenen harmonischer Polynome schreiben (|z| = 1).
Daraus folgt die Aussage. O

2.6.3 Orthonormalbasen in Hf,l1

Die Vektorrdume H¢, versehen wir mit dem Skalarprodukt von L?(S). In
jedem Raum konnen wir eine Orthonormalbasis wéhlen und erhalten eine
Orthonormalbasis von L?(S9~1, H4-1).

Die Einschrankung der harmonischen homogenen Polynome auf die Sphére
werden Kugelflichenfunktionen genannt.

Wir beschrinken uns auf den Fall d = 2, 3.

2.6.4 Der Fall d =2
Eine Orthonormalbasis in H¢, ist durch (mit w = x1 + i)

1 1
ﬁRewm,ﬁImw

Wenn wir S mit (cos @, sin o) parametrisieren, dann hat die Basis die Form

m

— cos(ma), —= sin(ma)

VT va

—L_ fiir m = 0 gegeben.

Ver

fir m > 1 und
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2.6.5 Der Fall d =3 und m > 1.

Wir machen den Ansatz
(Rew™, Tmw™, Re(w™ 1)p" 1 (t), Re(w™ 2)p™=2(t), ... pm(t))  (2.195)
mit Funktionen pj, fiir eine Basis. Wir berechen mit Hilfe von [2.192

Pin(t) = Qi (6)

cos 2

2 n n _ n o _
GQp + S nQp + (mlm +1) = )@ =0

sin @

und daher mit ¢ = cos(#)
(

0)0pr, 05 Qn, = (1 —t*)0py, — Oy,

0pQ,, = —sin
and
n2
(L= ) ()" = 26p5) + (mm+ 1) = 77— o =0 (2.196)
Die Gleichung mit n = 0,
d
A=) )} +m(m+ Dpm(t) = 0 (2.197)
heiflt Legendredifferentialgleichung.
Lemma 2.59. Die Legendrepolynome
m(t) = ————[(t2 = 1)™
pnlt) = g [ = 1))

losen die Legendredifferentialgleichung. Sie geniigen pp, (1) = 1.

Beweis. Die Fall m = 0 ist trivial. Wir schreiben die Legendredifferential-
gleichung als

t
(2 = 1)pl, = m(m + 1)/ DPm(s)ds
1
und verifizieren mit f,,, = (2 — 1)™
(8 = DS = m(m + D

Dazu beobachten wir
(t2 - 1)f7/n = 2tmfm

was wir m mal differenzieren.

(12 — 1) fmHY) pome ) (”;) fim=1) = opm flm) 4 om?2 fim=1),

O]
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Wir machen den Ansatz mit der sogenannten erzeugenden Funktion

1

F(t,u) = V1= 2tu+ 2

und verifizieren
at((1 —2)9,F(t, u)) +ud? (uF (¢, u))

1—t*)u 1—tu
= o) )
(1 —2tu + u?)2 (1 —2tu + u?)2

3(1 — t2)u? — 2tu(l — 2tu + u?) n 3(1 — tu) (tu — u?) — tu(l — 2tu + u?)

(1—2tu+u2)g (1—2tu+u2)g
(1 —t2)u? — tu(l — 2tu + u?) + (1 — tu) (tu — u?)
(1 — 2tu + u2)3

=3
=0

Dann ist

P(tu) =Y pm(t)u™
m=0

und py, 16st die Legendredifferentialgleichung. Da

1 [e.¢] 1 (o ¢]
— n — _1nn
PP
n=0 n=0

gilt p(1) = 1.
Lemma 2.60.
Pm(t) = Pm(t)
Beweis. Mit Hilfe der Wronskideterminante kann man sehen, dass es keine
zweite linear unabhéngige Losung in einer Umgebung von +1 gibt: Seien f

und g Losungen der Legendredifferentialgelichung und W (t) = f(¢)g'(t) —
f'(t)g(t). Dann ist

W'(t) = f(t)g"(t) — f'(t)g(t) = ——

und
2T

W(t) = cexp(—/o )

wobei

/t T g /t L ol o4+ +m -
———d7 = 7=In n(l—
0 (T+1)(T—1) 0T—|—1 T—1
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und
1

Ist f = P, (und g linear unabhéngig, also ¢ # 0) so erhalten wir

j
/ m
g="g+tc——.

Dap/,(1) # 0 kann g nur das triviale Polynom sein. Also ist p,, ein Vielfaches
von p,,. Die Werte in ¢ = 1 stimmen iiberein. ]

Lemma 2.61. Die zugeordneten Legendrefunktionen
dn
P = (1" = )2

dtn
sind Losungen von (2.196)).

Wir erhalten Polynome fiir die Kugelflichenfunktionen.
Beweis. Aufwendige Rechnung. O
Satz 2.62. Sein > 0. Die Funktionen

U (1) = \/ s EZ . Z;: PL(1)

fiir 0 < n < m bilden eine vollstindige Orthonormalbasis von L*((0,1)).

Beweis. Da Polynome dicht in L?((—1,1)) sind und der Grad von ,,, fiir
n gerade m — n ist bilden diese Polynome eine Basis fiir alle Polynome. Ist
n ungerade, so miissen wir die Argumentation leicht dndern und beziiglich
(1 — t?)dm integrieren.

Sie sind orthogonal, aufgrund von Lemma [2.55] Die Aussage folgt aus

1 m n):
[ o= 5 2 (2.19%)

Wir zeigen zunéchst

1 am dr 1
/ T (87 = 1) (87 = 1)t = / (£ = 1ym)mam(1 — ¢2)mat
1
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was Null ist, falls n > m und 227 (2n)! fll(l — t3)ndt fiir n = m.

I, :/1 (1—tH"dt = (n—1) /11 2t(1 — %) 2(t — ét?’)dt

1 —

:2(71_1)/1(1—752)"%#—4(”3_1)/1 (1_t2)n—1dt+4(713_1)/1(1_752)71—26175

3 1 —1 —1
2(n—1 4(n—1 4(n —1
= ( 3 )In— ( 3 )Infl_ ( 3 )In72
und damit

0=(2n—5)1, —4(n — V)Ih_1 — 4(n — 1)In_y

woraus sich das Integral rekursiv bestimmen 1a8t.
Fast genauso sieht man fiir my # mo

1
/ p%lp"m2dt =0.
1

[ym%

ist mithsam und wird nicht durchgefiihrt.

Die Auswertung von

10.05.2019
Lemma 2.63. Je zwei Funktionen in (2.195)) sind orthogonal in L*(S).

Beweis. Wir parametrisieren S? bis auf eine Nullmenge durch

V1 —t2cos ¢
(“1,1) % (0,21) 3 (t,6) - ¥(t,6) = | VI~ Psing
t

und berechnen

\/%cosgzﬁ —V1 —t2sin¢
Dy = \/%sinqﬁ V1 —t2cos ¢
1 0

und
—z 0
Dyl Dy = 0
1—¢2
Mit
nm = Pm(23) Re(z1 + ix9)"
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und '
= Pm(73) Im (21 + d22)"

erhalten wir

27
L B B 4? = / | P 00,0 costmas) cos(mag) o

21
_ / P (O ()t [ cos(m ) cos(mao) o
1

9

2w
/ CcosN1¢ cosnopdp =

{0 falls nq # no
0

7 fallsny = n9

0 falls ny # no
7 fallsny = n9

)

2w
/ sinni ¢ sinnapdg = {
0

2
/ cos ny¢sinnapdp = 0
0

erhalten wir nur dann etwas von Null verschiedenes wenn nq1 = ns. In diesem
Fall folgt die Aussage aus Lemma [2.62
O

2.7 Holomorphe Funktionen und komplexe Differentialglei-
chungen

2.7.1 Wege und Zusammenhang

Sei A C RY. Ein parametrisierter Weg in A ist eine stetige Abbildung eines
Intervals I nach A. Die Bildpunkte (y) = {7(¢) : ¢ € I nennen wir die
Bahn des Weges. Sind I, J Intervalle ® : J — I ein monoton wachsender
Homo6omorphismus, v : I — A ein Weg, dann ist yo¢ : J — A ein Weg mit
(7) = (v o ¢). Die Wege unterscheiden sich nur durch die Parametrisierung.

Ein Weg ist Aquivalenzklasse von parametrisierten Wegen, die sich nur
durch die Parametrisierung unterscheiden.

Jeder Weg wird in einer Richtung durchlaufen. Wir bezeichnen die Rich-
tung auch mit Orientierung.

Sind 71 : [a1,b1] — A und 2 : a2, bo] Wege mit y(b1) = y(az), so kénnen
wir die Wege zu dem parametrisierten Weg

’73(t) _ { ’yl(t) te [al,bl]
72(15 — b+ az) t e [bl,bQ — a2 + bﬂ

zusamimensetzen.
Die Menge A heifit wegzusammenhéngend, wenn es zu x,y € A einen
parametrisierten Weg ~ : [a,b] — A gibt mit v(a) = x und ~(b) = y.
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Ist I = [a,b] und 7 ein parametrisierter Weg mit y(a) = v(b), so nennen
wir den Weg geschlossen. Wir identifizieren geschlossene Wege mit Aquiva-
lenzklassen von stetigen Abbildungen S' — A.

Wir sagen, A ist einfach zusammenhéngend, wenn es zu jedem geschlos-
senen Weg v € C(S!, A) eine stetige Abbildung 4 € C(B1(0)) gibt mit
A(z) = (x) fiir [2] = 1.

Lemma 2.64. Sternférmige Mengen sind einfach zusammenhdngend.

Beweis. Sei A sternformig bezgl. 29 € A und 7 : S — A ein geschlossenener
Weg. Wir definieren

Y(y) = zo + yl(v(y/|y]) — 20) € A.
0

Wir nennen einen Weg k£ mal stetig differenzierbar, wenn es eine £ mal
stetig differenzierbare Parametrierung v mit v/(¢) # 0 gibt. Wir betrachten
in diesem Fall Aquivalenzklassen, wobei ¢ dann ein monotoner wachsender
C* Diffeomorphismus ist.

Ist U C RY offen und einfach zusammenhingend, v : [0,27] — U ein
geschlossener Weg mit 7/(0) = +/(27), so existiert ein 4 € C1(B1(0)) mit
v(x) = A(x) fir |z| = 1: Da U einfach zusammenhiingend ist, existiert
0 € C(B1(0)). Sei € > 0. Mit dem Approximationssatz von Weierstrafl
existiert ein Polynom 41 mit [Jo(z) — 41(z)| < /2 fur |z| < 1. Sei n € C°
monoton wachsend, n(t) = 0 fiir ¢ <0 und n(t) =1 fiir ¢ > 1 (Analysis III).
Wir definieren fiir A grofl

$(@) = (1 = A1 = JaD)A(/lal) + (1= (L= A1 = [2]) )1 ()

wobei wir z = (cost,sint)T mit ¢ identifizieren. Dann ist ¥ € C1(B;(0)),
das Bild liegt in U falls ¢ klein ist und 4(x) = y(x) fiir |z| = 1. Eine analoge
Aussage gilt fiir stiickweise C' Wege. Bei der Umkehrung der Orientierung
dndert sich das Vorzeichen.

Ist U € R?offen, F' € C(U;R?) ein stetiges Vektorfeld und v € C*([a, b]; U).
Dann ist das Wegintegral durch

p d
[ Faz= [ 3" EG) @
i a j=1

definiert. Dieses Integral héngt nur vom Weg und der Orientierung, aber
nicht von der Parametrisierung ab. Es ist linear im Integranden und additiv
unter der Zusammensetzung von Wegen.

Definition 2.65. Ein Vektorfeld F € C'(Q;RY) heift rotationsfrei, falls

8ijk(a:) = 890ij($)
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Satz 2.66. Sei Q) C R? offen, zusammenhingend und einfach zusammenhdingend
und F € CY(Q;R?Y) rotationsfrei. Dann sind Integrale diber geschlossene
stiickweise C' Wege immer Null. Es existiert eine Stammfunktion ® €
C?(%2), d.h.

Oz, ®(z) = Fj(x).

Beweis. Sei v € C'([a,b]) ein geschlossener Weg. Da ) einfach zusam-
menhiingend ist existiert (x) € C'(B1(0)) wie oben. Mit der Konstruktion
ist 70,7 € C*(B1(0))

Sei v, (t) = 7((r cos(t),rsin(¢))?) und

Fr) = / Pdi

Wir differenzieren nach r, verwenden den Satz von Schwarz um die Ablei-
tungen zu vertauschen (Wir hatten nicht angenommen, dass (r,t) € ~,(t)
zweimal stetig differenzierbar ist, aber (r,t) — r0,7, ist stetig differenzier-
bar, was ausreicht), und integrieren partiell, und verwenden am Ende die
Wirbelfreiheit.

o d
£ =4 [ X Fnanon. b
j=1

_ /j’f

d
(020 F5) (1 (0) 0y 186 + ) FyOrpyrjt

d
j=1 k=1 j=1
on d d d
=/ Z Z 02, Fj0rvr kO vrj — Z(at(Fj 0 ) Opyr jdt
0 j=1k=1 j=1
on d d d
:/ Z aszjar’YT,kat'Yr,j - Z(axj Fk)at'YT,jarfYT,kdt
0 o1 k=1 j=1
=0

Das gleiche Argument funktioniert fiir stiickweise stetig differenzierbare We-

ge.
Die erste Aussage folgt mit lim,_q f% Fdz =0:

/ Fdz
Tr

B (t) = B (r(cos t,sint)T) = rD( (1) (

2
= s PO [ oo

0<t<2mw

und

— sin(t)

cos(t) ) —0 firr—0

gleichméssig in ¢.
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Wir fixieren zg. Fiir alle z € Q existiert v € C'*([0,1]; Q) mit v(0) = x
und (1) = 2. Wir definieren

B(z) = A Fdi

Ist v1 € C'([0,1];Q) ein zweiter Weg von g nach z, so ist

_ (t) telo,1]
() = { 71(2175) te(1,2]

ist dann ein geschlossener stiickweise C! Weg. Damit ist

0:/ Fdf:/Fdf—/ Fdz.
V2 v V2

Sei 1 < j < d. Wir wihlen einen Weg, der zuletzt in Richtung der j Achse
mit Geschwindigkeit 1 verlduft. Dann ist mit dem Hauptsatz

Oz, ®(z) = Fj(x).

Korollar 2.67. R?\{0} ist nicht einfach zusammenhingend.

(H8)
cos(t)

sin(t)

Beweis. Das Vektorfeld

ist wirbelfrei (Rechnung). Sei v(t) = < > fir t € [0,27]. Das ist ein

geschlossener Weg. Dann ist

[rar= [TC) oty =20

Wiire R?\ {0} einfach zusammenhingend, so miifite dieses Integral verschwin-

den.
O
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