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1 Einfiihrung in metrische Riume

Definition 1.1 (Metrischer Raum). Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X
ist eine Abbildung d : X x X — [0,00) mit den Figenschaften

1. d(x,y) = 0 genau dann wenn xr =y.
2. (Symmetrie) d(z,y) = d(y,x) fir alle x,y € X.
3. (Dreiecksungleichung) d(x, z) < d(x,y) + d(y, z) fir alle x,y,z € X.

Wir nennen das Paar (X,d) einen metrischen Raum.

Beispiel 1.1. X =R, d(z,y) = |z — y|.

Beispiel 1.2. X =C, d(z,w) = |z — w|.

Beispiel 1.3. Teilmengen metrischer Rdume sind wieder metrische Rdume.

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Dann definiert die Einschrinkung
von d auf A x A, d|ax 4, eine Metrik auf A.

Beispiel 1.4. Sei X die Menge der Stddte in Deutschland, d(z,y) die Ent-
fernung auf der Strafle.

Beispiel 1.5. Sei X eine Menge. Die diskrete Metrik auf X ist definiert durch
d(xz,y) =0 falls z = y und d(z,y) = 1 sonst.

1.1 Normierte Vektorriume

Definition 1.2 (Normierter Raum). Sei V' ein Vektorraum iber K = R

oder K = C. Fine Norm ist eine Abbildung |.|| : V x V — [0,00) mit den
Eigenschaften
1. ||z|| = 0 genau dann wenn x = 0.

2. || Ax|| = |A| ||z fir alle N € K and z € V.
3. (Dreiecksungleichung) ||z + y|| < ||lz|| + |ly|| fir alle z,y € V.
Das Paar (V, ||.||) wird normierter Vektorraum genannt.
Satz 1.1. Sei (V,||.||) ein normierter Vektorraum. Dann definiert
d(z,y) = ||z =yl
eine Metrik auf V.

Zum Beweis verifiziert man die drei Bedingungen fiir die Norm.
Beispiel 1.6. (R%,|.]) and (C4,|.|).



1.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 1.3 (offener Ball). Sei (X,d) ein metrischer Raum, r > 0 und
a € X. Die Menge B,(a) = {x € X : d(x,a) < r} heifit Ball mit Mittelpunkt
a und Radius .

Definition 1.4 (offene, abgeschlossene Mengen). U C X wird offen ge-
nannt, wenn zu jedem x € U einr > 0 existiert, so dass By(z) CU. AC X
heif$t abgeschlossen, wenn das Komplement X\ A offen ist.

Beispiel 1.7. Die Bille B, (a) sind offen.

Beispiel 1.8. Die Bille B, (z) = {y € X : d(z,y) < r} sind abgeschlossen.

Beispiel 1.9. Die leere Menge und der ganze Raum sind offen und abge-
schlossen.

Rechenregeln:

1. Endliche Schnitte und beliebige Vereinigungen offener Mengen sind
offen.

2. Beliebige Schnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Men-
gen sind abgeschlossen.

3. X\(AUB) = (X\A)N(X\B) und X\(Ugeq A) = Ngea(X\A) wobei
A eine Menge von Teilmengen von X ist.

4. X\(ANB) = (X\A)U(X\B) und X\ (N gea4) = Useca(X\A) wobei
A eine Menge von Teilmengen von X ist.

5. Ist A C B so gilt B\A = (X\A4)\(X\B).

Definition 1.5 (Inneres). Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X. Das
Innere A ist die grofte in A enthaltene offene Teilmenge. Der Abschiuf$ A
ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthdlt. Der Rand ist A\(A).

Bemerkung: Das Innere von A ist die Vereinigung aller in A enthaltenen
offenen Mengen. Der Abschluss von A ist der Schnitt aller A enthaltenden
abgeschlossenen Mengen. Daraus ergibt sich die Wohldefiniertheit.

Lemma. Es gilt ANX\A=2 und AUX\A=X und )DA=X \ ANA.
Beweis. Es gilt

€A== Ir>0:B(r) C A=

Fr>0: X\AC X\B.(z) «— 2 ¢ X\A
woraus die erste Formel folgt. Damit folgt auch

X\Ad=X\4



und, durch Ubergang zu Komplementen
X\4=Xx\A

Es folgt S . ) B
A = A\A = XVA\(X\4) = (X\A)\(X\A)

und daher 94 C AN X\ A und aufgrund der Definition
DANA=2=0AN(X\A).
Der Beweis ist vollstéindig. O
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Satz 1.2. Es gilt immer

1.z € A genau dann, wenn x ein innerer Punkt ist, d.h. falls v > 0
existiert mit B,(x) C A.

2. x € A genau dann, x ein Berihrpunkt ist, d.h. wenn jeder Ball um x
die Menge A schneidet, d.h., wenn fir alle r >0 By(x) N A # @.

3. x € A genau dann, wenn x ein Berihrpunkt von A und X\ A ist, d.h.
wenn fir alle v > 0 weder By(x) N A noch By(x) N (X\A) die leere
Menge 1ist.

Beweis. Die erste Aussage ist die Definition. Nun ist € A genau dann
wenn x nicht in X\ A liegt, was genau dann der Fall ist, wenn kein r > 0
existiert so dass B, (x) C X\ A. Also schneidet jeder Ball dieser Form A. Da
r € A genau dann gilt wenn z € AN X\ A folgt die letzte Aussage aus der
zweiten Aussage. O

1.3 Konvergenz von Folgen

Definition 1.6 (Folgenkonvergenz). Fin Folge in einem metrischen Raum
ist eine Abbildung N — X . Wir schreiben sie wieder als (xy,)nen. Wir sagen,
die Folge konvergiert gegen x € X falls fiir jedes € > 0 ein N € N existiert,
so dass

d(xn,z) <€

fiir alle n > N. Wir sagen, die Folge konvergiert, wenn sie gegen ein x
konvergiert. Wir nennen (x,)nen Cauchyfolge, wenn fir jedes € > 0 ein
N € N existiert, so dass

d(xn, zm) <€ firn,m >N

Ein Element y € X heifst Hiufungswert der Folge, wenn eine Teilfolge gegen
y konvergiert.



Bemerkungen.

1. Der Grenzwert ist eindeutig wenn er existiert.

2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Jede Cauchyfolge ist be-
schrénkt.

3. Es gibt metrische Rdume, in denen nicht jede Cauchyfolge konvergiert.

Satz 1.3. A ist genau dann abgeschlossen, wenn aus x, € A, x, — y folgt
y € A.

Beweis. Sei A abgeschlossen, x, € A, x, — y. Dann ist x ¢ (X\A4)° (sonst
erhélt man leicht einen Widerspruch) und damit y € A. Nun ist aber A = A.

Nun habe jede konvergente Folge in A einen Limes in A. Wir zeigen: Dann
ist X\ A offen. Genauer zeigen wir: Ist y € X\ A so existert » > 0 so dass
B, (y) € X\A. Falls nicht existiert eine Folge in A, die gegen y konvergiert.
Das kann nicht sein, da nach Annahme dann y € A. O

Definition 1.7 (Vollstindiger metrischer Raum). Ein metrischer Raum
heif§t vollstandig, wenn jede Cauchyfolge konvergiert.

Satz 1.4. Der normierte Vektorraum (R%,|.|) ist vollstindig.

Beweis. Sei (zp,)nen eine Cauchyfolge. Dann ist die Folge der Koordinaten
(@n,j)nen eine reelle Cauchfolge da

|Tn; — Tm | < |Tn — 2m.
Wir definieren z; = lim,, o op ; fiir alle j = 1,...,d. Dann ist
d
| — 20| <D |2y — Tyl = 0
j=1
da die endliche Summe von Nullfolgen eine Nullfolge ist. O

Bemerkung: x,, — 2 in R? genau dann wenn jede Koordinate konvergiert.

1.4 Stetige Abbildungen

Definition 1.8 (Stetigkeit). Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume.
Eine Abbildung f : X — Y heifst stetig in a € X falls fiir jedes € > 0 ein
0 > 0 existiert, so dass

dy (f(z), f(a)) <e falls dx(z,a) <.



f heifst stetig, wenn alle Urbilder offener Mengen offen sind, d.h. wenn aus
V CY offen folgt
frV)={zeX:f(x)eV}

offen ist.

Satz 1.5. f ist genau dann stetig, wenn f in jedem Punkt stetig ist.

Beweis. f: X — Y sei stetig in jedem Punkt, V' C Y offen, f(a) € V. Da V'
offen ist existiert € > 0 so dass BY (f(a)) C V. Da f in A stetig ist, existiert
§ > 0so dass f(z) € BY (f(a)) falls € Bs(a). Damit ist f stetig.

Umgekehrt: Sei f stetig, a € X, V C Y offen, BY (f(a)) wie oben. Dann ist
U=f1BY(fla)) ={zx € X :dy(f(x), fla)) < &}

offen in X und es existiert 6 > 0 so dass Bs(a) C U. Damit ist f im Punkt
a stetig. O

Beispiel 1.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist
d(z, A) .= inf{d(z,y) :y € A}

stetig.

Beispiel 1.11. Sei (V,||.]|) ein normierter Vektorraum. Dann ist
z = |||

stetig.

Das Kartesische Produkt zweier metrischer Rdume X x Y ist ein metrischer
Raum mit der Metrik

d((1, 1), (w2, y2)) = max{dx (21, x2), dy(y1,y2)}

ist wieder ein metrischer Raum.

Beispiel 1.12. Die Abbildung add : R x R — R, die zwei Zahlen auf ihre
Summe abbildet ist stetig. Genauso auch die Summe in normierten Vek-
torrdumen, die Multiplikation, und die Division mit Nenner in R\{0}. Die
gleichen Aussagen gelten iiber den komplexen Zahlen.

Beispiel 1.13. Sei V' ein normierter Vektorraum. Dann ist
KxVs\e) > eV

stetig.

Beispiel 1.14. Produkte und Quotienten stetiger Funktionen sind stetig (falls
der Nenner nie Null ist).



Beispiel 1.15. Monome und Polynome in R sind stetig. Die Abbildung auf
die Determinante ist stetig.

Satz 1.6. Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig.
Beweis: Wie in Analysis 1.

Lemma. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Dann ist f : X — Y
genau dann stetig in a € X, wenn fiir jede Folge x,, — a folgt f(x,) — f(a).

Der Beweis ist identisch zur analogen Aussage in Analysis I.
Satz 1.7. Gleichmdjige Limiten stetiger Abbildungen sind stetig.

Beweis. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume und f, : X — Y eine
Folge stetiger Abbildungen, die gleichméfig gegen f : X — Y konvergieren
(d.h. fiir jedes € > 0 existiert N € N so dass

dy (fu(x), f(x)) <e fir x € X und n > N.
Sei jetzt a € X, e > 0 und N € N so dass
dy (fn(z), f(x)) <e/3 firxze X,n> N.
Da fyn stetig ist, existiert § > 0 so dass

dy(fN(I),fN(a)) < 6/3 fir dx(l‘,a) < 6.

Fiir diese x folgt nun mit mehrfacher Anwendung der Dreiecksungleichung

dy (f(z), f(a)) <dy (fn(x), f(2)) + dv (fn(2), n(a)) + dy (fn(a), f(a))
<e/3+¢/3+¢/3=¢.

Damit ist f stetig in a. O

Satz 1.8 (Fixpunktsatz von Banach). Sei (X,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum, f : X — X eine Kontraktion, d.h. es existiert ein 6 < 1 so
dass

d(f(z), f(y)) < 0d(z,y)

fur alle x,y € X gilt. Dann gibt es genau ein x € X so dass
z = f(x)

gilt.



Beweis. Wir konstruieren rekursiv eine Folge durch zg € X,
Tni1 = f(xn).
Es folgt
d(@p41,2n) = d(f(zn), f(zn-1)) < 0d(2n, 2n-1) < 6"d(21,20)
und, fir m > n,

n

m m—n 9
xm-i—lymn Z I‘j+1,$] Z 9]d x?’b+17$n S 1 ad(‘r17m0)7
: ]:0

woraus folgt, dass (z,,) eine Cauchyfolge ist. Wir definieren z = lim,,,o 2,
Die Abbildung f ist stetig ( wihle 6 =€) und daher gilt

z= lm 2,4y = lim f(z,) = f(2).
Es gelte nun auch y = f(y). Daraus folgt

d(z,y) = d(f (), f(y)) < 0d(z,y)

was nur wahr sein kann, wenn d(z,y) = 0 und damit x = y. Der Beweis ist
vollstandig.

O]

[12.04.2018]
[16.04.2018]

2 Euklidische und normierte Vektorraume

2.1 FEuklidische Vektorraume

Definition 2.1 (Euklidische Vektorrdume). Ein Euklidscher Vektorraum ist
ein K = R oder K = C -Vektorraum V' mit einer Abbildung (.,.) : VxV — K
mit den Eigenschaften

1. Fiir alley € V ist x — (x,y) eine lineare Abbildung.

2. Es gilt immer (x,y) = (y,x)

3. Es gilt immer (z,x) > 0. Es gilt und (x,x) = 0 genau dann wenn
xz=0.

Wir definieren dann ||z|| = \/{(x,z). (.,.) heifst inneres Produkt.

10



Manchmal nennt man C-Vektorrdume mit den obigen Eigenschaften auch
unitdre Vektorrdaume.

Satz 2.1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). ||.|| ist eine Norm und es gilt fiir
alle x,y € V die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(@, )] < [l

Beweis. Aus ||z|| = 0 folgt (x,2) = 0 und nach der dritten Forderung = = 0.
Fir A €e Kund x € V gilt

IXal* = (Az, Az) = Mz, Az) = Az, 2) = Az, z) = APz

Wir zeigen die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Seien x,y € V, y # 0. Wir

definieren
(z,y)

(y,9)
Man sieht leicht: (z,y) =0 = (y, z). Es folgt

Z=T —

(2, y)|?
llyI?

(z,9y)
(y,v)

lz]]* = Il= + yll? = Il=l* +

woraus
[, )P < =)yl
und damit die Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt.

Zuletzt verifizieren wir die Dreiecksungleichung:

lz+yl* =z +y,z+y)
=(z,z) + (z,y) + (¥, 2) + (v, )
<[lzlI* + 2l|lz ]| Iyl + llyII”

= (llzl + llyl))*

Definition 2.2. Wir nennen x und y orthogonal, falls (z,y) = 0.

2.2 Banachriume

Definition 2.3 (Banachraum). Ein Banachraum ist ein normierter Vek-
torraum, der als metrischer Raum vollstindig ist.

Beispiel 2.1.

R? and C? sind Banachriume.
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Sei M eine Menge. Die beschriankten Funktionen B(M) = {f : M —
R, f beschrénkt } sind ein Banachraum mit der Suppremumsnorm

1fllar = sup{|f(z)| : x € M}

Satz 2.2. Auf einem metrischen Raum (X, d) betrachten wir den Raum der
stetigen beschrdnkten Funktionen Cy(X) mit der Supremumsnorm. Cyp(X)
ist ein Banachraum.

Beweis. Da Summen und Vielfache stetiger Funktionen stetig sind, und da
Cy(X) C B(X) ist Cp(X) ein Vektorraum und die Supremumsnorm eine
Norm. Seien f, eine Cauchyfolge. Dann ist fiir jedes x € X auch f,(z)
eine reelle Cauchyfolge. Dies ist auch eine Cauchyfolge in B(X) und f,
konvergiert gleichmissig gegen die Limesfunktion f € B(X). Nach Satz 1.7
ist f stetig. Damit konvergiert f,, gegen f in Cp(X). O

Bemerkung: Wir kénnen R ohne wesentliche Anderungen im Beweis durch
einen Banachraum ersetzen.

[16.04.2018]
[19.04.2018]

2.3 Beschriankte lineare Abbildungen
Es seien (V,||.]lv) und (W, ||.|[w) normierte Vektorrdume iiber R oder C.

Definition 2.4 (Beschréinkte lineare Abbildungen). Wir nennen eine linea-
re Abbildung A :'V — W beschrinkt, wenn

lAllv—w = [[Allw) = supilAzllw = |lzllv < 1} = [|Al5r g llgrey < oo
Wir bezeichen den Raum der beschrinkten linearen Abbildungen mit L(V,W).
Bemerkungen:

(i) Es geniigt, das Supremum iiber den Rand der Einheitskugel zu neh-
men. Da fiir ¢ #£ 0
1

Az|lw = |lz||v||A
| Az| ][] (lellv

z)lw < [ Allv-wllzlx

konnen wir ||A|lyw auch als die kleinste Konstante definieren, fiir
die diese Ungleichung gilt.

(ii) Eine lineare Abbildung A : V' — W ist genau dann stetig, wenn sie
beschrénkt ist.
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Satz 2.3. Die beschrinkten linearen Abbildungen sind ein normierter Vek-
torraum mit der angegebenen Norm. Ist W ein Banachraum, so ist auch
L(V,W) ein Banachraum.

Beweis. Vielfache beschriankter linearer Abbildungen sind beschrinkte li-
neare Abbildungen und genauso Produkte. Damit ist L(V, W) ein Vektor-
raum. Durch die Einschréinkung kénnen wir beschrinkte lineare Abbildun-
gen als W wertige beschrinkte Abbildungen auf dem abgeschlossenen Ein-
heitsball in W auffassen. Damit ist auch ||.||y-w eine Norm. Sei A, ein
Cauchyfolge. Dann ist fiir jedes = (A4,2)nen eine Cauchyfolge in Y. Ist YV
vollstandig so existiert ein Grenzwert und wir definieren Az = lim,_, o, Anx.
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass A eine lineare Abbildung ist. Da die
Einschréinkung auf den abgeschlossenen Einheitsball konvergiert ist A eine
beschrénkte lineare Abbildung und A,, - A in L(V,W). O

Wir nennen ||.[|zv,w) die Operatornorm. Sind (Vj, ||.|ly;) fiir j = 1,2,3
normierte Vektorrdume, und ist S € L(V;,V2) and T € L(V3,V3) so ist
TS =ToS e L(V1,V3) und es gilt

1TSIvisvs < ISlvi=va 1T lva—svs- (2.1)

2.4 Matrizen und lineare Abbildungen

Seien N,M € N, NNM > 1 und A = (Gnm)lgngj\[’lSmSM € Man<R)
eine reelle N x M Matrix. Wir versehen die Matrizen mit der Hilbert-
Schmidtnorm

|Allzs =

Mit dieser Norm und dem offensichtlichen inneren Produkt sind die N x M
Matrizen ein euklidscher Vektorraum.

Wir identifizieren N x M Matrizen mit linearen Abbildungen von R nach
RY. Es ist leicht zu sehen, dass diese linearen Abbildungen beschrinkt sind.
Die Operatornorm definiert eine zweite Norm auf den Matrizen.

Satz 2.4. FEs gilt
|Allgr gy < ||Allzs < VM||A|lgy g

Beweis. Die erste Ungleichung folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

13



N /M 2
‘Axh?%l\’ :Z ( anmxm>
=1

n=1 \'m
N N M
3 (z |anmw2) (z w)
n=1 \m=1 m/=1
=||A||%glz|?.

Aus der trivialen Abschitzung der Summe der Quadrate folgt

N
1A} < VM max{> " |anm|* : 1 <m < M}.
n=1

Da
N
Z ‘anm|2 < HAemH2 < HAH]%{M_HRN
n=1
erhalten wir die zweite Ungleichung. 0

In diesen Uberlegungen kénnen wir R durch C ersetzen.

[19.04.2018]
23.04.2018]

Satz 2.5. Es sei A eine invertierbare N x N Matriz und B eine N x N
Matriz fir die gilt:
—1—1
| Bllryry < |A7 gy g

Dann ist A — B invertierbar und es gilt
(A-B)'=) ATY(BA™Y.
j=0

Insbesondere konvergiert die Reihe (d.h. die Folge der Partialsummen kon-
vergiert). Es gilt

A7 |gv g

|A— Bllgy gy <

1= [[A7gn g || Bllgy gy

Man iiberzeugt sich wie bei den reellen Zahlen, dass die Folge der Partial-
summen E]O'io Zn in einem Banachraum konvergiert falls die Reihe

oo
>zl < oo
j=0

konvergiert.
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Beweis. Wir verifizieren zunéchst die Konvergenz und wenden (2.1) mehr-
fach an:

AT (BA™Y |lgn gy < A7 [gn sz [(BA™Y gy g
und rekursiv
I(BA™" Y |lgn gy < |BA™ [gn py < ||Bllgy spn [A7 gy gy =10 < 1
Daraus erhalten wir
A~ (BA™YY |lgn jn < 07|A7 Y |pv g

und die Konvergenz folgt mit der geometrischen Reihe, genauso wie die
Abschétzung.

Da .
(A= B)> AN BA™Y =1y — (BAT)™! = Iy
=0
ist die Reihe das Inverse zu A — B. O

Wir erhalten zwei interessante Schlussfolgerungen: Die Menge der invertier-
baren Matrizen ist offen (folgt direkt aus dem Satz) und die Abbildung
auf die inverse Matrix stetig. Zum Nachweis der Stetigkeit sei A eine in-
vertierbar Matrix und r = m. Ist |B|| < r so folgt mit dem Satz

I(A=B)~"] <2|A7"]. Da

(A-B)'—A'=(A-B)'BA™!

folgt
(A= B)~™" — A7 < 2|A7Y?||B]|.
Sei e > 0 und )
5 = min{e] A2/, )
2| A7

Ist ||C' — A < ¢ so folgt
|c7t— A7 < e

und damit die Stetigkeit. Alle Normen hier sind die Operatornormen.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Matrixexponentialfunktion der N x N

Matrix A:
exp(4) = Z ?
§=0
Da wieder "
J 1 , 1 ,
150 = < 147) < A
! 4! 4!
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erhalten wir
| exp Al < exp(]|All) (2.2)

und die Exponentialreihe konvergiert. Wie bei der reellen und der komplexen
Exponentialfunktion folgt

exp(A+ B) =exp Aexp B

falls AB = BA, da wir bei der reellen Exponentialfunktion die Kommutati-
vitdt die Multiplikation ausgenutzt haben. Im Allgemeinen ist die Identitét
falsch. Wir halten die wichtigsten Aussagen fest.

Satz 2.6. Die Reihe der Matrizexponentialfunktion konvergiert und es gilt
(2.2). Fir s,t € K gilt

exp((s +t)A) = exp(sA) exp(tA)

exp(Ogn) = 1gn

lim exp(tA) — 1z~
t—0 t

=A

Fiir den Beweis verwenden wir, dass (tA)(sA) = (sA)(tA). Fiir den Limes
argumentieren wir genauso wie bei der reellen Exponentialfunktion.

Beispiele:

1. N = 1. Wir erhalten die gewthnliche Exponentialfunktion.

2. N = 2. Wir betrachten zuerst spezielle Matrizen der Form A =
<CCL b > und berechnen

A2 = (a2 + be) (é (1)>

und ersetzen die Quadrate in der Reihe durch die Multiplikation:

> 1
A= AZ] A2n+1
P Z ) Z 2n + 1)
j= 1 =0
= (a? + be)? (1 O) = (a% + be)”
| |
ot 0 1 — (2n+1)!

et teh (1 0) et —eH o (a? + be)™
2 0 1 20 = (2n+1)!

wobei p eine komplexe Zahl ist mit dem Quadrat p? = a® + be. Die
letzte Identitét folgt mit einem Koeffizientenvergleich.
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3. Der Fall der Diagonalmatrix.

ag 0 ... 0 e“r 0 ... 0

0 a2 ... O 0 e2 ... 0
exXp | . .. . = . . .

0 0 an 0 0 e

4. Der Fall eines Jordanblocks

0 ¢t 0 1t % (5\17\7:11)'
00 ¢t ... 0 01 + ... %
exp|: = oo =1 - : (2.3)
000 t 00 0 .. ¢
0 00 00 0 1

3 Kompakte Mengen

Definition 3.1 (Kompaktheit). Wir nennen einen metrischen Raum (X, d)
kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung be-
sitzt. Eine offene Uberdeckung ist eine Menge A von offenen Teilmengen

von X, so dass
xclu
UeA

von diesen Mengen tberdeckt, d.h. falls jedes x € X in mindestens einer die-
ser Teilmengen liegt. Fine endliche Teiliiberdeckung ist eine endliche Menge
dieser offenen Mengen, die X immer noch tberdeckt.

Wir nennen X folgenkompakt, wenn jede Folge eine konvergente Teilfolge
besitzt.

Wir nennen X prdikompakt, wenn fiir jedes r > 0 endlich viele Punkte
(zj)1<j<n existieren, so dass

X c | Bi(x)).
j=1

Satz 3.1. Fiir einen metrischen Raum (X.d) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. (X,d) ist kompakt.
2. (X, d) ist folgenkompakt.

3. (X, d) ist vollstindig und prikompakt.

17



Beweis. 1. Schritt. Sei (X, d) kompakt und (x,)nen eine Folge in X. Wir
nehmen an, die Folge habe keinen H#ufungspunkt und fiihren das zu ei-
nem Widerspruch. Ist x kein Hiufungspunkt, so gibt es ein r(xz) > 0 so
dass in B, (y) () nur endlich viele Folgenglieder liegen. Da wir annehmen, es
gibe keinen HP, so gibt es einen deratigen Ball fiir jedes z und diese Bélle
iiberdecken X - sogar die Mittelpunkte iiberdecken X. Da (X,d) kompakt
ist gibt es ein (z;)1<j<p so dass

X C U Br(mj)(xj).
j=1

Das ist absurd, da dann die Folge nur endlich viele Folgenglieder haben kann.

2. Schritt. Sei (X, d) folgenkompakt. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis
und nehmen an, es gibe r > 0 so dass es keine Uberdeckung mit endlich
vielen Billen mit Radius r gibt. Wir konstruieren rekursiv eine Folge (z;,)nen
mit der Eigenschaft

d(Tpy X)) > 1

falls n # m. Wir nehmen an, wir haben die Punkte (x,) fir 1 <n < N
gefunden. Da es keine endliche Uberdeckung mit N + 2 Billen mit Radius
r gibt muss es einen Punkt xxy1 geben, der zu allen fritheren Mittelpunk-

ten mindestens den Abstand 7 hat. Diese Folge (z,,) hat keine konvergente
Teilfolge.

[23.04.2018]
[26.04.2018]

3. Schritt. Sei (X,d) folgenkompakt. Dann konvergent insbesondere jede
Cauchyfolge und X is vollstéindig.

4. Schritt. Sei (X, d) vollsténdig und prékompakt. Sei A eine Menge offe-
ner Teilmengen, die X iiberdecken. Wir nehmen an, es géibe keine endliche
Teiliiberdeckung und fithren das zu einem Widerspruch. Sei B die Menge al-
ler Teilmengen, die nicht von endlich vielen Mengen in A iibedeckt werden.
Dann ist insbesondere X € B. Wir kontruieren eine Folge (z,)nen so dass

J=1

Wir machen dies rekursiv und nehmen an, wir haben (z;)1<;j<n gefunden.
Seir = %H Da X prakompakt ist existieren (y)i<k<nr so dass

M
XCkLJIBnil(yk)

Fiir mindestens ein kg ist

Dn+1 == Dn N Bi(yko) eB

1
n+1
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da sonst D,, von endlich vielen Mengen in A iiberdeckt wiirde. Wir wihlen
Tn4+1 = Yk,- Die Mengen D), sind nicht leer. Daher muss
1 1
d(Tp, xm) < — 4+ —
n . m
gelten und (z,) ist eine Cauchyfolge. X ist vollstindig und die Folge kon-
vergiert gegen ein x € X. Da die Mengen in A X iiberdecken existiert ein
U € Amit x € U. Da U offen ist, existiert » > 0 so dass B,(z) € U. Das
ist aber ein Widerspruch zu D,, € B fir m > % da dann D,, C B, C U
folgt. O

Wir sagen, eine Teilmenge A C X ist kompakt, wenn der metrische Raum
(A, d|axa) kompakt ist. Die folgenden Beobachtungen sind niitzlich.

1. U C A ist genau dann offen in (A,d|axa) wenn eine offene Menge
V C X existiert, so dass U = V N A.

2. Eine Teilmenge A C X eines vollstdndigen metrischen Raumes ist
genau dann vollstdndig, wenn sie abgeschlossen ist. Dies folgt aus der
Charakterisierung abgeschlossener Mengen in Satz 1.3.

3. Der Durchmesser kompakter Mengen X ist beschrinkt: Sei zy € X.
Dann iiberdecken die Bille B, () den Raum X. Da X kompakt ist,
gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, und daher folgt X C B, (zo) fiir
ein n. Insbesondere folgt

sup d(z,y) < 2n.
z,yeX

Satz 3.2. FEine Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes ist genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist. Seien (X, dx) und (Y, dy) metri-
sche Riume, (X, d) kompakt und f: X — Y stetig. Dann ist das Bild

f(X)=A{y: esexistiert x € X mity = f(x)}
kompakt.

Satz 3.3. (Satz vom Mazimum) Eine stetige Funktion auf einer kompakten
Menge nimmt das Mazximum an.

Die Dimension eines Vektorraums V ist die Kardinalitét einer Basis. Die
Dimension ist also genau dann endlich, wenn es eine bijektive lineare Abbil-
dung ¢ € L(KY,V) gibt. Ist V ein normierter Vektorraum, so definiert

]l = lloxllv

eine Norm auf K%.
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Satz 3.4. Sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum mit den Nor-
men ||.|[1 und ||.||2. Dann existiert C > 1 so dass

Ozl < llzll2 < Cllzlh
fiir alle x € 'V gilt.

Dieser Satz hat die interessante Konsequenz, dass beide Normen dieselben
offenen, abgeschlossen und kompakten Mengen, Cauchyfolgen und konver-
gente Folgen definieren. Wir sagen, die Normen sind dquivalent.

Beweis. Mit der obigen Beobachtung geniigt es, V = R zu betrachten. Es
geniigt weiterhin, den Fall ||.||; = |.| zu betrachten (wir wenden die Aussage
in diesem Spezialfall zweimal an, um die allgemeine Aussage zu erhalten).
Sei also ||| eine zweite Norm auf RY. Sei (e;) die Standardbasis. Es gilt
dann

N
1Y " zjeill <) |zl max ;]| < VN max |le] ||

J=1

und wir erhalten die erste Ungleichung. Mit der Dreiecksungleichung
Iz = llyll < [l =yl < V'N max|lejl||z - y|

und die Abbildung RY > x — ||z ist stetig. Nach dem Satz vom Maximum
gibt es ein 29 € 9B1(0) C RY so dass

=llzoll = =llyll
fiir jedes y € 9B1(0). Also folgt
jzl[Jzoll < fafll/l|]| = ||z

und wir erhalten die zweite Ungleichung. O

30.04.2018

4 Wege und Kurven

Vorbemerkungen: Wir hatten die Ableitung iiber den Differenzenquotienten
defininiert. In dieser Definition kénnen wir Abbildungen nach R durch Abbil-
dungen nach R? oder allgemeiner in Banachriume ersetzen ohne wesentliche
Anderungen in den folgenden Aussagen und Beweisen.

Genauso kénnen wir das Riemannintegral fiir stetige Funktionen in den R
ohne weitere Anderungen definieren. Dann gilt fiir f : [a,b] — R? stetig:

(/ bf(t)dt>j = [ s
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wobei links die j-te Komponente des Integral steht (das Integral ist ein
Vektor in RY).

Definition 4.1 (Weg). Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein Weg ist eine
stetige Abbildung eines Intervalls

v:I—=X.
Wir nennen das Bild
(v)={xe X :3tel mit~y(t)=uz}

Bahn von ~y. Ein injektiver Weg wird einfacher Weg oder Jordanweg genannt.
Ein Weg 7y : [a,b] — X heif§t geschlossener Jordanweg, wenn 7y|i ) injektiv
ist und y(a) = v(b). Wir sagen, v parametrisiert die Kurve (7).

Wir nennen (X, d) wegzusammenhdingend, wenn es zu je zwei Punkten x,y €
X einen Weg v :[0,1] = X gibt mit v(0) = x und y(1) = y.

o (520)

(0= (32)

Satz 4.1. Seien vy : I — X und y2 : J — X Wege mit (v1) = (72). Dann
existiert eine bijektive Abbildung o : I — J, die I bijektiv auf J abbildet und
dort streng monoton ist.

Beispiel 4.1. 1 = [0, 2)

Beispiel 4.2. I =[-1,1],

Die Kurve bestimmt also die Parametrisierung bis auf eine streng monotone

Abbildug a.

Definition 4.2 (Léinge eines Weges). Seiy : [ — X ein Weg. Wir definieren
die Linge des Weges

N
L(y) =sup{>_d(y(t;),¥(tj-1)) : t; € I,tg <ty < ...ty} € [0, 00].
j=1

Wir nennen 7 = (to, t1,...ty) wie oben Zerlegung. In der Analysis 1 hatten
wir Zerlegungen und Verfeinerungen im Rahmen des Riemannintegrals be-
trachtet. Zu je zwei Zerlegungen gibt es eine gemeinsame Verfeinerung. Bei
einer Verfeinerung wird die Summe im Supremum nicht kleiner. Es geniigt
also, feine Zerlegungen zu betrachten.

Fiir einfache Wege héngt L(7y) offensichtlich nur von der Bahn () und nicht
der Parametrisierung ab.
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Satz 4.2. Sei v : [a,b] — R? differenzierbar mit stetiger Ableitung. Dann
gilt

b
Liy) = / /(1) dt

Beispiel 4.3. Wir kommen zuriick auf das erste Beispiel.
~ (cos(t)
0= (i)
1o —sin(?)
V() = < cos(t) >
und daher |+/(¢)| = 1. Mit I = [0, 7] erhalten wir

L(v)=T

Definition 4.3. Ein Jordanweg v heifit reguldr, wenn v differenzierbar ist
mit stetiger Ableitung, und wenn immer |y (t)| # 0 gilt.

Satz 4.3. Sei vy : [a,b] — X ein requlirer Jordanweg. Dann existiert
a: [0, L(y)] — [a, 0]

bijektiv, differenzierbar mit stetiger Ableitung und o'(t) > 0 fiir alle t so
dass

(o) (1) =1 in [0, L(7)]-
Beweis. « ist die Umkehrabbildung von
[a,b] > 5 — / |7 (7)|dT.

O

03.05.2018

Definition 4.4 (Rektifizierbarkeit). Wir nennen einen Weg v bzw die Bahn
eines Jordanweges rektifizierbar, wenn L(7y) < oo.

Beispiel 4.4. Sei A € Myy4(K) eine reelle oder komplexe d x d Matrix. Wir
betrachten

f(t) = exp(tA)
Dann gilt

F(t) :% exp(tA)(t)
= lim %(exp((t + h)A) — exp(tA))
= lim %(exp(hA) exp(tA) — exp(tA))
= lim %(exp(hA) —exp(0)) exp(tA)
—Aexp(tA)
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nach Satz 2.6.

Definition 4.5. Sei A C R%. Ein Vektorfeld auf A ist eine Abbildung A —
R?, die an jeden Punkt einen Vektor anheftet.

Im folgenden sei v : [a, b] — R? ein differenzierbarer Weg mit stetiger Ablei-
tung.

Definition 4.6. Sei f : (v) — R stetig. Wir definieren das Wegintegral tiber
v beziiglich der Bogenlinge durch

/7 fds = / ’ Fa(s) P ()]ds

Sei F : () — RY stetig. Wir definieren das Wegintegral

p d
[ Faz= [ 3" EGop;0
y @ =1

Beispiel 4.5. Sei v(t) die Position eines Fahrzeuges zur Zeit t. Wir nehmen
an, v sei regulirer Jordanweg. Fiir z € () sei f(x) der Verbrauch des
Fahrzeuges in Liter je Kilometer. Dann ist der gesamte Verbrauch zwischen
dem Zeitpunkt ¢y und t; (mit vy definiert auf [t, t1])

/7 fds

Beispiel 4.6. Ist « ein reguldrer Weg mit |7/| = 1, so gilt

d
/Fdf_/ZFﬂ;ds
v V=1

Lemma. Sei F : [a,b] — R? stetig. Dann gilt:

/abF(t)dt‘ < /:F(t)\dt

Beweis. Sei w € R%. Dann ist

in geeigneten Einheiten.

d

b b d
Z(/a F(t)dt)jw:/a ;Fjwjdt

Jj=1
Wir nehmen nun Betrége:

d

Z(/jF(t)dt)jw S/:|F(t)||w|dt§ |w|/ab\F(t)|dt

Jj=1
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Wenn wir w = f; Fdt nehmen, so erhalten wir

2
d

> (/abF(t)dt>jwj < Iw/ablF(t)ldt

d
j=1 =

( / bF(t)dt) w,
1 a J

woraus die Aussage folgt. O

J

Wir erinnern an den folgenden Satz:

Satz 4.4 (Fixpunktsatz von Banach). Sei (X,d) ein vollstindiger metri-
scher Raum, f: X — X eine Kontraktion, d.h. es existiere 0 < 1 so dass

d(f(x), f(y)) < 0d(z,y)

fiir alle x,y € X gilt. Dann gibt es genau ein x € X so dass
z = f(x)
gilt.

Ein typisches Vektorfeld auf « ist durch die Ableitung + eines reguliren
Weges gegeben. Wir wenden uns nun der Frage zu: Gibt es zu jedem Vek-
torfeld und Anfangspunkt einen Weg, dessen Ableitung mit dem Vektorfeld
libereinstimmt?

Konkret: Sei F': R x R? — R%. Wir bezeichnen Punkte in R x R% mit (¢, z).
Sei g € X. Gesucht ist nun 7 : R — R? differenzierbar, so dass

L. 4(0) = zo
2. Y (t) = F(t,v(t))

Zunichst formulieren wir das Problem um: Falls v existiert, so gilt auch
nach dem Hauptsatz

vw—m+AF@wmw (4.1)

Umgekehrt: Geniigt v dieser Integralgleichung, so ist nach dem Hauptsatz
7 differenzierbar mit stetiger Ableitung, und es gilt v(0) = zp und +/(t) =

F(t,~(t))-
Wir treffen nun die Annahme: F ist stetig und es existiert C > 0 so dass

IF(t,0)] < C (4.2)

|F(t, ) = F(t,y)| < Clz —yl. (4.3)
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und betrachten die Abbildung
t
Cy(R,RY) 5 f — Tf = e 2N gy 4 ¢72C1H / F(s,e2°F1f(s))ds € Cy(R,RY).
0

Der Raum Cj(R, R?) ist ein Banachraum nach Satz 2.2.
Es gilt nun

t t
ITfllc,mray < |zol + ngp/o e 2lslds + ¢ Sl{}p/o e 2CUt=IsN g

und 1
ITf —Tglle,mrey < 5If = 9llc, @ ra)-

Nach dem Fixpunktsatz von Banach, Satz 4.4, hat diese Abbildung genau
einen Fixpunkt, d.h., es gibt genau eine Funktion f fiir die

f@):e%W%0+6XW{/#F@¢£Cﬂf@»ds
0

Diese Gleichung ist Aquivalent dazu, dass v(t) = e?“* f(t) (4.1) erfiillt. Nach
dem Hauptsatz ist v dann stetig differenzierbar, und geniigt dem Anfangs-
wertproblem.

Satz 4.5 (Picard). F sei stetig und geniige (4.2) und (4.3). Sei zg € RY,
Dann existiert genau ein v : R — R? stetig mit stetiger Ableitung. Das
Anfangswertproblem

1. v(0) = zo
2.9'(t) = F(t,7(1))
lost.

Beweis. Da wir nicht annehmen, dass e 2Cltly € Cj gilt, miissen wir noch
nachpriifen, dass es keine weiteren Losungen gibt. Es genitigt, die obigen

Uberlegungen auf einem konpakten Intervall durchzufiihren, das 0 enthélt.
O

Beispiel:
%ww:A@Um U0) =1

Die eindeutige Losung ist U(t) = exp(tA). Wir kénnen aber auch die hinter
dem Satz von Banach stehende Iteration ausfithren: Uy = 1,

t
U1:1+/A
0
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k
1
J=0"

[26.04.2018]
[06.05.2018]

5 Die totale Ableitung

Idee und Ziel: Verallgemeinerung des aus der Analysis 1 bekannnten Diffe-
rentierbarkeitsbegriffs von reellen Funktion auf Abbildungen f : U — RM,
U C R? offen.

Erinnerung: Sei I C R ein offenes Intervall. f : I — R heifit differenzierbar
in a € R, falls der Grenzwert der Differenzenquotienten

i @)= f(@)

r—a,x#a r—a
existiert. Wir nennen den Grenzwert Ableitung in zg. Ist f in jedem Punkt
differenzierbar, so nennen wir f in I differenzierbar.

In der Analysis I haben wir eine lineare Approximationseigenschaft als al-
ternative Definition der Differenzierbarkeit kennengelernt.

Satz 5.1. Sei U C R? offen, f: U — R™ eine Abbildung und a € U. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Es gibt eine lineare Abbildung L : R* — R™ mit

@)= @) - Lz —a)

r—a,x#a ’l‘ — a|

=0.

2. Es gibt eine lineare Abbildung L : R* — R™ und eine Abbildung ¢ :
U — R™ so dass

(o) f(z) = fa) + L(x —a) + ¢(z) in U
o (z)

lz—al

b) limz—a =

(b) lima e

3. Es gibt eine in a stetige lineare Abbildung 6 : U — L(R%R™) s0 dass
f(a) = f(a) +b(z)(x - a).

Beweis. (1) = (2): Setze ¢(z) := f(x) — f(a) — L(x — a).
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(2) = (3): Definiere fir z € U

- o) 4 ET0) N s x £ g
§(x)(v) -—{L()+x_a2¢() falls z #

L(v) falls z = a

Damit erhalten wir

f(x) = f(a) +6(x)(z — a)
und
(0(x) = L)(z —a) = ¢(x) — 0 fir x — a.
Damit erhalten wir die Stetigkeit.
(3) = (1). Wir definieren L = §(a). Dann ist
f(z) = f(a) = L(z — a) = §(2)(z — a) — §(a)(x — a) = ((x) — §(a))(z — a)

und damit

flz) = fla) =Lz —a)| _ 5 :

—al = |0(x) —d(a)| = 0 fir x — a.

Der Beweis ist vollstéandig. O

Bemerkung: Die lineare Abbildung L ist eindeutig bestimmt, wenn eine der
Bedingungen erfiillt ist. Das folgt aus dem Beweis.

Definition 5.1 (Totale Differenzierbarkeit, Jacobimatrix). Sei U C R of-
fen und f: U — R™ eine Abbildung. Wir nennen f in a € U total differen-
zierbar, falls eine der dquivalenten Bedingungen des Satzes erfiillt ist. Ist f
in jedem Punkt in U total differenzierbar, so nennen wir f in U total dif-
ferenzierbar. Die lineare Abbildung L nennen wir totale Ableitung in a und
bezeichnen sie mit D f(a). Die zugehérige Matriz heifft Jacobimatriz oder
Funktionalmatriz.

Satz 5.2. Sei U C R? offen, a € U, f: U — R™ sei in a total differenzier-
bar. Dann ist f in a stetig.

Beweis. Das folgt direkt aus der Eigenschaft (3). O

Beispiel 5.1. Sei f(x) = ¢,c € R™ Setze § = 0 und damit ist D f(z) = 0 fiir
alle z € RY.

Beispiel 5.2. Sei f R? — R™ linear. Dann ist f(z) — f(a) = f(z—a). Setze
d(x) = f. Dann ist Df(a) = f.

Beispiel 5.3. Sei A € Mgy, symmetrisch und definiere

fa) = 2T Az
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Dann ist
f(z) = fla) =27 Az — o™ Aa
=(z—a)T Az xa” A(x — a)
=T A(x —a) + aT A(z — a)
=(z+a)TA(z — a).

Damit ist 6(z) = ( + a)”A und Df(a) = 2aT A wobei wir Matrizen und
lineare Abbildungen identifizieren.

Beispiel 5.4. Sei A eine reelle invertierbare d x d Matrix und B eine d x d
Matrix mit
-1
[Bllga—spral A7 lpare <1

Dann ist A — B invertierbar und es gilt
(A-B) ' =) A(BA™)
§=0

wobei die Reihe konvergiert. Insbesondere ist die Menge der invertierbaren
Matrizen offen. Die Abbildung auf die inverse Abbildung ist stetig. Wir
rechnen fiir invertierbare Matrizen A, C

Cl—Al=CcHA-0)A" =6(C)[C — 4]

wobei §(C) die durch
S5(C)H]=-CctHA™!

definierte lineare Abbildung ist. Wir bezeichnen die Abbildung auf die In-
verse mit f. Dann gilt

Df(A)H] = -A"'HA™L,

Satz 5.3. Sei U C R? offen, f,qg : U — R™ in a total differenzierbar und
r,s € R. Dann ist auch rf + sg in a differenzierbar und es gilt

D(rf + sg)(a) = rDf(a) + sDg(a).

Der Beweis folgt direkt aus der Definition.

Satz 5.4 (Kettenregel). Sei U C RY, V C R¥ offen f: U — V seiina €U
total differenzierbar, g : V. — R™ sei in f(a) total differenzierbar. Dann ist
go [ in a total differenzierbar und es gilt

D(g o f)(a) = Dg(f(a))Df(a).
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Beweis. Sei b= f(a),

Es folgt
(9o (@) = go fla) = 64(f())(f(2) = f(a)) = (J4(f(x)) 0 ¢ (2))(x — a)
Dgo f(a) = d4(b)dy(a).
Der Beweis ist vollstéindig. O

06.05.2018]
[14.05.2018]

6 Die partielle Ableitung

Sei U cRY, f:U — R™.

Definition 6.1 (Partielle Differenzierbarkeit). Seia € U, 1 < j < d. Wir
sagen, f ist in a in Richtung e; partiell differenzierbar, falls der Limes

fla+hej) — fla) _ Of a) = Ofk a
( (3%( ))1gk§m

existiert. f ist in a partiell differenzhierbar, wenn die Limiten in alle Rich-
tungen e; ewistieren. f ist in U partiell differenzierbar, wenn f in jedem
Punkt partiell differenzierbar ist. Wir nennen f stetig partiell differenzier-
bar, wenn alle partiellen Ableitungen stetig sind.

li = —
h—0,h£0 h 0

Satz 6.1. Ist f in a total differenzierbar, so ist f in a auch partiell diffe-
renzierbar. Die Jacobimatriz ist

) ) )
(af TQ(G) Tg(a) TQ(G)
k
(a)) = . . .
Ox; 1<k<m,1<j<d i i i
_____ Ofm Ofm Ofm
mis Fm(a) =) .. Y2(a)

Beweis. Sei f in a total differenzierbar mit Jacobimatrix A. Sei 1 < j < d.
Dann gilt

- f(a+ hej) — f(a) — A(hej) _0
h—0,h0 |h
und damit of
ach(a) = Aej,
Wir erhalten die angegebene Jacobimatrix. O
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Definition 6.2 (Richtungsableitung). Sei a € U, v € R%. Die Richtungs-
ableitung in Richtung v ist

B0 T 0F
h—0,h£0 h v

falls der Grenzwert existiert.

Bemerkung: Ist f in a total differenzierbar, so ist es auch in a in jede Rich-
tung differenzierbar. Der Beweis ist analog zur Aussage mit den partiellen
Aussagen in Satz 6.1

Beispiel 6.1. Wir definieren f : R? — R

0 fallsx=0
f(z) = { T2 falls 2 #£ 0

||

Dann ist
0 fallsx=0
2
8:61 ?2 QT;T? falls x # 0
0 fallsxz=0
2
8:62 71 — QT;T?? falls x # 0

Damit ist f partiell differenzierbar. Da

1

)7 = —|t
f((&1)7) \/5\ |
ist f in Null nicht in Richtung (1,1)7 differenzierbar und damit auch nicht
in x = 0 total differenzierbar.

Beispiel 6.2. Wir definieren f : R> = R

0 fallsxz=0
—= 2
i@ T2 falls £ 0

Sei v € R?\{0}. Dann ist

vlvg

fot); = f(tv) = t—

2
vy + 5

differenzierbar und alle Richtungsableitungen existieren in jedem Punkt.
Liegt v auf einer Koordinatenachse, so ist f,(t) = 0 fur ¢ € R. Damit ver-
schwinden alle partiellen Ableitungen. Wére f in 0 differenzierbar, so wire
die totale Ableitung die Nullabbildung, da alle Eintrige der Jacobimatrix
verschwinden. Dann wéren auch alle Richtungsableitungen in x = 0 Null,
und das ist ein Widerspruch. Daher ist f in = 0 nicht total differenzierbar,
obwohl alle Richtungsableitungen existieren.
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Satz 6.2. Ist [ stetig partiell differenzierbar, so ist f auch total differen-
zierbar

Beweis. Es geniigt, den Fall m = 1 zu betrachten, da f offensichtlich in
einem Punkt genau dann total differenzierbar ist, wenn dies fiir jede Kom-
ponente gilt. Sei also m = 1 und x # a. Wir definieren %; € Refiir 0 <j<d

durch
X1

oo | T
aj+1

aq

Dann gilt
d

=D f(@5) — (@)
j=1

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (angewandt in der j Ko-
ordinate) erhalten wir

f(@5) = f(&5-1) = 9;£(§;)(wj — aj)

fiir ein &; zwischen x;_1 und z;. Es folgt

d d 9 9
=32 g, @~ = (G ) g e )
=1 J j=1 J J

Sei € > 0. Dann existiert 7 > 0 so dass wegen der Stetigkeit der Ableitungen
der Betrag der rechten Seite nicht grofler als |z — a| ist. Damit folgt die
totale Differenzierbarkeit. O

6.1 Der Satz von Schwarz

Definition 6.3. Sei k € N und U C R? offen. Eine Funktion F : U — R?
heifst k + 1 mal stetig partiell differenzierbar, wenn F k-mal differenzierbar
ist, und wenn die partiellen Ableitungen der Ordnung k partiell differen-
zierbar sind. Wir sagen, F ist k mal stetig differenzierbar, wenn die k ten
partiellen Ableitungen stetig sind.

Insbesondere ist F' : U — R™ zweimal partiell differenzierbar, wenn die
partiellen Ableitungen % f partiell differenzierbar sind, was wir als

o 0
8mk 83:]

schreiben. Es gilt der wichtige Satz
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Satz 6.3 (Satz von Schwarz). Sei U C R? offen und f : U — R™ zweimal
stetig partiell differenzierbar. Dann gilt

9 0 o 9

9 0, ) = B Dy

()

Beweis. Es geniigt, die Ableitungen im Punkt x = 0 zu betrachten, unter
der Annahme 0 € U. Auflerdem diirfen wir uns auf den Fall m = 1 be-
schrianken, da es geniigt, die Aussage fiir Komponenten zu beweisen. Da nur
zwei Ableitungen vorkommen, reicht es aus, den Fall d = 2 zu betrachten.
Sei also f : U — R zweimal stetig differenzierbar, U C R? offen und 0 € U.
Der Einfachheit halber betrachten wir U = R?, um die Notation einfacher
zu halten. Wir definieren

wr-1(5)-1(3)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert & zwischen 0 und
z1 so dass

1 Fy(€) = Fyfwr) = Fy (0).

ooy OF (&) _Of (¢
e =35 () o )

Wir wenden den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die Abbildung

of (¢
y_>8x1<y)

(- 2020
81323351 n _81‘1 Yy 8951 0/

Durch Vertauschen der Rollen von x1 und x9 erhalten wir

o 0 (¢ L w1 0 0y _ 9 9 (¢
arser? (o) e =1 (2) 1 (6) 7 (2) 71 (5) = st (5) 2o

Ist 129 # 0 erhalten wir

Nun ist

o 0 (¢ 0 0 (€
B2 01 <n> T B <n> 122

Lassen wir x1,z9 — 0 streben, so erhalten wir die erwiinschte Gleichheit.
Der Beweis ist vollsténdig.

O]

[14.05.2018]
[25.05.2018]
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7 Lokale Extrema und die Taylorformel

Sei U € R? offen, f : U — R in a partiell differenzierbar. Wir definieren den
Gradienten
O, f(a)

Vi@=1{ ... |=(Df(a)"
633df(a)

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so definieren wir die Hessematrix
Hf(l’) = (aziawjf(x))lgz"jgd .
Nach dem Satz von Schwarz ist die Hessematrix symmetrisch.

Definition 7.1. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir sagen, f: X — R
besitzt in a ein lokales Mazimum (Minimum), falls eine offene Umgebung
V C X von a existiert (d.h. eine offene Menge V', die a enthdlt) mit

f2) < fla) (f@) = fla))  firallex € V.

a heifft lokale Mazimal(Minimal)stelle und f(a) lokales Maximum (Mini-
mum,). Dieses heif§t isoliert falls fir a # x € V f(x) # f(a) gilt. In beiden
Fillen nennen wir a (isolierte) Extremalstelle.

Satz 7.1. a € U C R? sei lokale Extremalstelle. Ist f: U — R in a partiell
differenzierbar, so ist V f(a) = 0.

Beweis. Fiir 1 < j < d betrachten wir ¢(t) = f(a + tej). t = 0 ist lokale
Extremalstelle, und damit ¢'(0) = 0, woraus J,, f(a) = 0 folgt. O

Wir nennen a einen kritischen Punkt von f, falls V f(a) = 0.

Sei jetzt f zweimal stetig differenzierbar. Fiir v € R% definieren wir
o(t) = fla+tv).
Damit gilt
¢'(t) = Oy f(a+th) = Df(a+th)(v)

und

d
¢"(t) =Y 00,00, f(a+ thyvyv; = " Hf(a + thv. (7.1)

1,7=1

Nach der Taylorformel gilt

1
mn=wm+wm+4¢%mfww
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woraus
1
fla+v) = f(a)+ Df(a)v + /0 (1 -t Hf(a+ tv)vdt.

Ist a ein kritischer Punkt, so ist der zweite Term auf der rechten Seite 0.

Definition 7.2. Sei A eine symmetrische d x d Matriz. A heifit

1. postiv definit, falls v Av > 0 fiir alle v # 0

2. positiv semidefinit, falls vT Av > 0 fir alle v € R?

3. negativ (semi) definit, falls —A positiv (semi) definit.

4. indefinit, wenn A weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Wir bezeichnen den normierten Vektorraum der symmetrischen d x d Ma-
trizen mit S(d). Wir schreiben A > B fiir A, B € S(d) und A — B positiv
definit, und A > B fiir A — B positiv semidefinit.

Lemma. e Fiirv e R? ist die Menge {A € S(d) : vT Av > 0} offen.

o Ist A € S(d) positiv definit, so existiert « > 0 so dass fir C € S(d)
mit ||C — Al|lga_pe < o gilt

vICv > alvl?

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Stetigkeit von A — vT Av. Sei jetzt
A > 0. Dann ist
o =inf{vT Av: jv] =1}/2 >0

da {v : |v| = 1} kompakt ist, v Av > 0 fiir alle v vom Betrag 1, und nach
dem Satz vom Maximum das Minimum auf 0B;(0) angenommen wird. Ist
|C — Allga_pge < a so folgt

vICv=vTAv +07(C - A > 20 —a =«

fiir |v| = 1, woraus
vl Cv > alvl?

folgt. O

Satz 7.2. Sei U C R? offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar,
a € U sei ein kritischer Punkt und A = H f(a) die Hessematriz in a. Es gilt

1. A>0 = f hat ein isoliertes Minimum in a.

2. f hat ein lokales Minimum in a — A >0

34



3. A< 0 = f hat ein isoliertes Maximum in a.
4. f hat ein lokales Mazimum ina = 02> A

5. A indefinit => a ist keine Extremalstelle.

Beweis. a) Wegen H f(a) > 0 gibt es nach dem Lemma ein a so dass
v'Cv > alv)?

fiir alle C' € S(d) mit |C—H f(a)|gi_yge < aund allev € R%. Dax — H f(z)
stetig ist, existiert § > 0 so dass v H f(x)v > a|v|? for € Bs(a). Damit
folgt nach (7.1) dass

f(@) > f(a@) + Sl — af?
fiir x € Bs(a).

b) Hat f ein lokales Minimum, so hat ¢(¢) fiir jedes v ein lokales Minimum
in 0. Es folgt ¢”(0) > 0 und damit H f(a) > 0.

c¢) und d) folgen aus a) und b) angewandt auf —f. e) folgt aus b) und d). O

[25.05.2018]
[28.05.2018]

Satz 7.3 (Hurwitz). Fir A € S(d) und 1 < k < d sei Ay, = (aij)i<ij<k €
S(k) die linke obere k x k Matriz von A. Dann gilt

1. det Ax > 0 fiir alle k < A >0
2. (=1)kdet Ay, > 0 fiir alle k <= A <0

3. Falls 1 <k < d/2 existiert mit det Agg, < 0, so ist A indefinit.
Beweis. Spater in Kapitel 10. O

Wie betrachten zur konkreten Anwendung dieses Satzes von Hurwitz ein
Beispiel 7.1. Betrachte f: R3 — R gegeben durch
T
f: |y |~ 6zy—3y*—223—y22

z

Wir wollen die lokalen Extrema dieser Funktion herausfinden. Wir berechnen
dann den Gradienten sowie die Hessematrix als

T

6y — 622 —122 6 0
Df(x7yaz): 6.%‘—6]/—2’2 ) Hf(x,y,z)z 6 -6 -2z
_2yz O _2Z _2y

35



Nun gilt Df(x,y,z) = 0 genau dann, wenn y = 22, yz = 0 sowie 22 = 6x—6y
allesamt erfiillt sind. Gilt y = 0, so muss wegen der ersten Gleichung auch
z = 0 und dann wegen der dritten Gleichung auch z = 0 gelten. Fall y # 0, so
muss wegen der zweiten Gleichung sodann notwendigerweise z = 0 gelten.
Damit folgt * = y nach der dritten Gleichung und daher mit der ersten
2?2 =2, x =y, z = 0. Es gibt nun zwei Moglichkeiten: z € {0,1}. Ist = = 0,
so fithrt und das gerade auf x = y = 2z = 0, was wir oben schon erhalten
hatten. Ist = 1, so folgt ¥y = 1 und z = 0. Also sind die einzigen kritischen

Punkte gegeben durch

0 1
&L:=10 sowie &= | 1
0 0

Um nun herauszufinden, ob es sich in diesen Punkten um lokale Minimal-
bzw. Maximalstellen handelt, verwenden wir das Kriterium nach Hurwitz.
Die Hessematrix in &; lautet

0 6
Hf(€) =16 -6
0 0

o O O

Die Determinanten der 1.,2.,3. Abschnittsmatrizen lauten in dieser Reihen-
folge: 0,—36,0. Damit ist H f(£;) indefinit und es liegt in & kein lokales
Extremum vor. In & erhalten wir hingegen

~12 6 0
Hf(&)=| 6 -6 0
0 0 -2

Hier rechnen wir wieder fiir die Determinanten in dieser Reihenfolge 1., 2., 3.
Abschnittsmatrizen: —12,36, —72. Nach dem Satz von Hurwitz ist H f in
&5 also negativ definit, also liegt in & ein isoliertes lokales Maximum der
Funktion f vor.

7.1 Ho6here Ableitungen und der Satz von Taylor

Unser Ziel ist nun, die Taylorformel aus der Analysis 1 auf Funktionen
f:R* — R™ zu verallgemeinern. Damals war wie in dieser Vorlesung die
Idee hinter der Taylorformel, hinreichend oft differenzierbare Funktionen
durch Polynome zu approximieren. Hierzu wollen wir die mehrdimensionale
Situation auf die Eindimensionale zuriickfiihren.

Bemerkung: Fiir das Folgende kénnen wir ohne Einschrankung m = 1 an-
nehmen. Betrachten wir dann Abbildungen f = (fi, ..., fm)": R — R™ mit
m € N, so wenden wir die nachfolgenden Theorie auf jede einzelne Kompo-
nente f;, j =1,...,m, an.
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Sei im Folgenden U C R? offen, k¥ € N und f € C*+1(U), wobei wir an die
Schreibweise

CI(U) :={g: U = R: gist j-mal stetig differenzierbar}

fir j € N erinnern. Seien weiters zg € U und x € U so, dass die Verbin-
dungsstrecke [zg, 2] := { Az 4+ (1 = A)zp: 0 < A < 1} in U enthalten ist. Wir
setzen h := x — x¢ und ferner

0:[0,1] = R, ¢(t) :== f(xg + th).

Dann folgt mittels Kettenregel, dass
d

O'(t) =Y (9 f)(xo + th)hi,,

i1=1
und induktiv folgt

d

d
W) =" Y (83,0405, f) (w0 + th)hiy i,

S (90,05,-0i, f) (@ + thhi, ...,

i1peip=1

Aus der Analysis 1 ist die folgende Integraldarstellung des Restglieds be-
kannt: Ist I C R ein echtes Intervall und g € C*T1(I) mit k-tem Taylorpo-
lynom
kgt ,
Pt = Y S 1oy

J=0

Q

in tg, so gilt

1 t
o) = Pult) + Rult) = Put) 7 [ (6= 9" (5)ds.

Wir wenden das nun auf ¢ von oben an. Es ergibt sich sodann mit I = [0, 1],
t=1lundt; =0

ﬂ)(npm+1/%1 )i (s)d
z) = =P, A S) e s)as
k 1 d
= = Z (&»l...8,~jf)(a:o)hi1---hz‘j
j=0 J: i1,eeij=1

e d
+ 0 O(l—s)k > (0nenOipy, £)(@o + sh)hiy . hiy ds =t (%)

U1yt t1=1

(7.2)
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Diese Darstellung ist recht umsténdlich, und um eine bequeme abkiirzende
Schreibweise zu haben, fithren wir Multi-Indices ein.

Multiindices. Sei a = (az, ..., ag) € N%. Wir setzen

la] := a1 + ... + ag,
al = aql...ay!,
o

=ty fiir x = (21, ...,2q)" € RY,
a . Qo1 d
0% = 07'...05".

Wir setzen auch noch 99 := id. Fassen wir die in (7.2) auftretenden
Summen iiber Multiindices zusammen, so treten nach dem Satz von Schwarz
in (7.2) Ableitungen, die zu einem fixierten Multiindex o gehoren, mehrfach
auf.

Es sei daher j € {0, ...,k +1}. Dann betrégt die Anzahl der Tupel (i1, ..., ;)
in der Summe

d

Z (6“ 8,] f) (wo)hil ...hi].,

i1 yeyij=1

in denen nach der Koordinaten x, genau «,-mal differenziert wird,

J\[(J— j—a1r—...—ag-1\ J!
(051 (0% Qg T al’

Damit folgt fiir (%) (cf. (7.2)):

1
v a2 TR e g+ nyheas

Damit haben wir den folgenden Satz iiber die Taylorapproximation bewie-
sen:

Satz 7.4. Sei U C R? offen, xg,70 + h € U mit [zg,x0 + h] C U. Sei
f € CK(U;R™). Dann gilt

LS|
l'()—i-h ZE he

+(k+1) > / (1= 5)* = (0" F)(wo + sh)hds.

|a|=k+1
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Im vorherigen Satz haben wir die integrale Form des Restglieds (der eindi-
mensionalen Taylorapproximation) verwendet. Verwendet man stattdessen
das Lagrangesche Restglied, so erhalten wir den nachfolgenden

Satz 7.5. In der Situation des vorherigen Satzes existiert ein & € [xg,xo+h]
mit
0“ 0“
f(xO + h) _ Z f(l‘()) he + Z fl(g) he

|
(6] Q.
lal <k laf=k+1

Wie in Analysis fiihren wir nun eine kanonische Sprechweise fiir die voraus-
gegangenen Sétze ein:

Definition 7.3. Fiir U C R? offen, xo € U, f € C*(U;R™) heifit

T f(h) = aa";(!xo)ha

lal<k

das Taylorpolynom in h zu f vom Grad k in xg. Ist f € C®(U;R™) :=
N CF(U;R™), so heift

8af(1‘0> he
a!

T f(h) =)

aeN"”

die Taylorreihe in h zu f in xo. Wir nennen f reell-analytisch, falls zu jedem
xg € U ein 6 > 0 existiert sodass T f(h) fir alle |h| < 6 summierbar ist
und ithre Summe f(xo + h) ist.

Wir besprechen nun die Approximationsgiite der Taylorapproximation. Aus
dem Satz iiber das Lagrangesche Restglied folgt sofort

Lemma. In der Situation von Satz 7.4 gilt

i @0+ 1) =T F )| _
im =0.
h—0 ‘h‘k

Weiters ist in der Situation von Satz 7.4 T;°f das eindeutig bestimmte
Polynom P vom Grad kleiner gleich k mit 0*P(z¢) = 0“f(xo) fiir alle
Multiindices o mit || < k.

Fiir praktische Berechnungen ldsst sich das Taylorpolynom der Ordnung
zwei kompakt schreiben als

T30 (1) = f(r0) + (V5 (o). )+ 5 (H f (o), B,

wobei (-,-) das Euklidische Skalarprodukt in R¢ bezeichne. Wir betrachten
dahingehend nun ein
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Beispiel 7.2. Sei F: R? 3 (z,y)" — 2¥ € R. Dann ist F in (0, 00)? differen-
zierbar. Es gilt sodann

)T

T F(R) = F(1,1) + (VF(1,1), ) + é(HF(xo)h, h,)

=14 hy + hihg,

wobei h = (h1,hs)7, da
VF(1,1) = (é) H(1,1) = ( ; (1] )

8 Der Satz iiber implizite Funktionen

8.1 Diffeomorphismen und Umkehrfunktionen

Sei A € Myxq(R). Die lineare Algebra behandelt die Losbarkeit von Glei-
chungen Az = b, wobei b € R? gegeben ist. Wir wissen, dass diese Gleichung
fiir jedes b € R? genau dann eindeutig 1osbar ist, wenn A € Mgy q(R) in-
vertierbar ist. Sei nun F: R? 3 z — F(z) := Az € R% Dann iibersetzt
sich dieses Problem in F(x) = b. Es ist dann natiirlich zu fragen, wie die
Losbarkeit solcher Gleichungen behandelt werden kann, wenn F' nichtlinear
ist.

Fin Schliisselkonzept ist dahingehend die Linearisierung; wir fithren nicht-
lineare Problem auf lineare zuriick.

Bevor wir dies genauer behandeln, formulieren wir zuerst die Fragen von
Interesse genauer. Sei hierzu D C R offen, F € C1(D;R?) und y € R%.

1. Fir welche y ist F(z) =y in U lésbar?
2. Wann ist die Losung eindeutig?

3. Héngen die Losungen stetig von den Daten y ab?

Fiir die Beantwortung dieser Fragen fiihren wir zuerst eine neue Sprechweise
ein.

Definition 8.1 (C*-Diffeomorphismen). Seien U, D C R? offen und k € NU
{oo}. Eine bijektive C*-Abbildung ¥: D — U heifit C*-Diffeomorphismus,
falls auch W=': U — D eine C*-Abbildung ist.

Weiters heifit U ein lokaler C’“-Diﬁeomorphisrgus, falls fir alle x € D eine
Umgebung V' C D von x und eine Umgebung V' von f(z) existieren, sodass
flv:V =V ein Ck-Diffeomorphismus ist.

Der zentrale Satz dieses Abschnitts lautet nun wie folgt:
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Satz 8.1 (Lokaler Umkehrsatz). Es seien D C R? offen, 1 < k < co. Eine
Abbildung f € C*(D;R?) ist genau dann ein lokaler C*-Diffeomorphismus,
wenn fir alle x € D die totale Ableitung D f(x) invertierbar ist.

In der Praxis priifen wir also fiir die Anwendbarkeit des Satzes nach, ob
det(Df(z)) # 0 gilt.
Man beachte, dass der Satz nichts iiber die globale Umkehrbarkeit einer
Abbildung aussagt:

Beispiel 8.1. Wir betrachten die komplexe Exponentialfunktion in reellen
Koordinaten, also

Foley)T o ( e” cos(y) ) '

e’ sin(y)
Dann gilt fiir alle z,y € R
det (Df(z,y)) = € #0,
aber man sieht leicht, dass f nicht global injektiv ist.

[28.05.2018]
[04.06.2018)]

8.2 Der Satz iiber implizite Funktionenen

Satz 8.2. Sei k € NUoo, dym € N, 1 < d,k,m, U C R? x R™ = R¢+™
offen. Wir schreiben <§> fiir Punkte in R? x R™. Sei F € C*(U;R™). Wir

schreiben
DF (x> = (D, F <"’3> ,D,F (x>)
) ) )
Sei DF (Z) e U so dass
a
L p(2) o

2. D, F (Z) = 0 ist tnvertierbar.

Dann existieren p >0, r > 0 und f € C*(B,(a); R™) so dass

B,(a) x B.(b) C U,

{(;’) .2 € By(a),y € B.(b), F (5) = } - {(ﬁx)) Lz € Bp(x)}
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und

Df(z) = — (DyF (ch”x)))_l D,F <fé”m)> . (8.1)

Beweis. Wir beginnen mit Vorbemerkungen und Vereinfachungen. Sei U C
RY, G € CY(U), und z,y € U. Wir nehmen an, dass auch die Verbindungs-
strecke in U liegt. Wir definieren fiir ¢ € [0, 1]

g9(t) = Gz +t(y — x)).

Nach dem Hauptsatz gilt

1
:%;DG@+ﬂy—@xy—@ﬁ

1
:%;DG@+dy—@Wﬂy—@

wobei die dritte Identitéit mit der Kettenregel folgt, und die letzt aufgrund
der Linearitédt des Integrals, wobei das letzte Integral ein Integral iiber eine
Matrix ist, und wie immer als die Matrix mit den Integralen der Kompo-
nenten als Eintrége ist.

Dieses Argument funktioniert genauso mit Integralen mit Integranden, die
Werte in R? annehmen. Sei also G € C'(U;R™). Dann gilt

1
IG@)—G@H=LA1X%x+ﬂy—@ﬂy—@ﬁ

1
sA|DGu+uy—@xy—mwt

1
§A|DG@+ﬂy—@Wmﬁwﬁw—$L

Diese Art von Abschéiitzung werden wir im Folgenden wiederholt verwenden.

F()-me ) ()

Damit ist F (8) = 0 und Dyﬁ <8> = 1gm. F ist auf einer Menge U defi-

Wir definieren

niert, die aus U durch Verschieben um <a> erhalten wird.

b
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Schritt 1: Wir arbeiten mit F und lassen in diesem und dem niichsten

Schritt die Tilde weg, betrachten also F' fiir a = 0, b = 0 und Dy F’ <8) =

1gm.
Da die Ableitung stetig ist, existiert > 0, so dass fiir |z| < r and |y| <r

x 1
HDyF (y) - ].RmHRm*)Rm S 5

AuBlerdem existiert > p > 0 so dass fir |z| < p

|F(z,0)| < r/2.

Sei jetzt |z| < p. Wir definieren ¢ : BX™(0) — R™ durch

X
¢<y>—y—F<y).
Es gilt

D(y2) — d(y1) =y2 —y1 — <F <;;) d (;))
:/01 <1Rm —D,F (yl t y1)>) (y2 — y1)dt

und mit den Abschéitzungen aus dem nullten Schritt

X
lpm — DF
B <y1 +t(y2 — y1)>

6(y2) — ()| <sup \

ly2 — y1]
RmMm—R™
<1|yz -yl
-2
Da
$(y) = (y) — ¢(0) + $(0) = d(y) — $(0) — F (ﬁj)
folgt

1 r
- ~ <
lp(y)| < 2|y!+ 5 <7

und ¢ bildet B (0) auf sich selbst ab. Auflerdem ist ¢ eine Kontraktion
mit Kontraktionskonstanten % Nach dem Fixpunktsatz von Banach existiert

genau ein y in dem Ball mit y = ¢(y). Das ist dquivalent zu F <§) = 0.
WIr definieren die Abbildung f(z) :=y.

Schritt 2: f ist Lipschitz stetig. Wenn wir r und p notfalls kleiner wéhlen,
so diirfen wir annehmen, dass

per ()2 ()
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Sei x1,x9 € de(()) und y; = f(x1), y2 = f(x2). Aufgrund der Definition

RERTCRT
() - () () -+ ()

Wie oben erhalten wir mit ||D,F <0> |lga_gm =: C

Y2 Y2
und

1
T 1 €1
F —F =y — Y1 — lpm — D, F — dt
<92> (3/1> vz /o (Ix Y <y1 +t(y1 — y2)> (92 =11)

und daher
I I
_ <|F _F
vz = w1 < ‘ (3/2> <y1>

und zusammen erhalten wir die Lipschitzstetigkeit

)

+ Ly —
2y2 Y1

ly2 — y1| < 2(C 4 1)|z2 — 21].

Schritt 3: f ist in x = 0 total differenzierbar. Sei ¢ > 0. Wir wihlen
r > 0 so klein dass

e ()-2r o)

L —
ga+m_pgm  2(1+C)

Es folgt

0 1 tx 0 T
vve0ur (= [0 () [ (0) 001 (2)] et

und daher
<

(] + [yl) < el].

0 e
D,F
P+ Qﬂx C+2

Damit ist

Dﬂm:—aﬁ<$.
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[04.06.2018]
(07.06.2018]

Schritt 4: Riickkehr zu F wie im Satz. Wir versehen die Abbildungen
in den ersten drei Schritten wieder mit einer Tilde. Dann ist

fla)=flz—a)+b

it~ (0, (2)) " pur (2).

Wir konnen dieses Argument in fiir jedes # € B,(a) anwenden und erhalten
die Formel fiir die Ableitung. Die rechte Seite der Formel wird aus stetigen
Funktionen gebildet, und damit folgt f € C'(B,(a); R™ =.

Sei nun k& > 2. Wie bei der Stetigkeit sehen wir, dass die partiellen Ableitun-
gen von f total differenzierbar sind. Wir berechnen die zweiten Ableitung

( und verwenden, dass die totale Ableitung der Inversen an der invertieren
Matrix A die lineare Abbildung H — — A 1HA™! ist):

und

0 9

9a, O () = (DyF)'8,,(DyF)(DyF) 0, F — (DyF) 8,0, F.

Rekursiv erhalten wir f € C*(B,(a); R™), da sich die Struktur der Formel
fiir die Ableitungen nicht dndert.

O]

Der Satz von der Umkehrfunktion ist eine direkte Konsequenz aus dem Satz
iiber implizite Funktionen.

Beweis des Satzes von der Umkehrfunktion: Es seien U C R offen, f €
C*(U;RY), a € U und Df(a) invertierbar. Wir definieren

F e CHR? x U;RY)
mit m = d durch

F(x,y) =2 — f(y).

Dann ist DyF' = —Df, D, F = 1ga und wir konnen den Satz iiber implizite
Funktionen anwenden. Wir erhalten eine Abbildung g € C*(B,(f(a));R?)
mit

z— f(g(z)) =0
und
Dy(z) = (Df(g(x)))".
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9 Mannigfaltigkeiten des R?

Definition 9.1. Seien k € NNoo, d,p € N, d,k,p > 1 und p < d. Eine
Menge S C R heifit p dimensionale C* Mannigfaltigkeit, falls zu jedem
a € S eine offene Umgebung V C R?, eine offene Menge W C R% und ein
C* Diffeomorphismus ® : V. — W existieren, so dass

O(SNV) = (RP x {Oga—>p}) NW.
Satz 9.1. Fir eine Menge S C R? sind dquivalent:

(a) S ist eine p dimensionale C* Mannigfaltigkeit des RY.

(b) Zu jedem a € S existiert eine offene Umgebung V. C R? und ein
f € C*(V;R¥P) so dass der Rang von Df(z) immer d — p ist und

SNV ={zeV:f(x)=0}

(c) Zujedem a € S gibt es nach einer Permutation der Koordinaten offene
Mengen Vi C RP, Vo C R¥P und g € CF(V,RP) so dass a €
V1XV2CRd,g:‘/i—>V2 und

SN (Vi x Va) = {(2) L a9 = g(z1), 71 € Vl}.

(d) Zu jedem a € S gibt es eine offene Umgebung V C R%, eine offene
Menge W C RP und eine C* Abbildung 1 : W — R so dass der Rang
von Dy immer p ist, (W) = SNV und v : W — SNV ist ein
Homdomorphismus, d.h. eine stetige bijektive Abbildung mit stetiger
Umkehrabbildung.

Es ist instruktiv, das vermutlich einfachste nichttriviale Beispiel zu betrach-
ten mit d =2, p =1 und k = oc:

S={xecR?: 2 +23=1}.
Wir definieren die Funktion

fl@)=zf* ~ 1.

Dann ist Df(z) = 227 was nur dann Null ist, wenn z = 0, sonst ist der
Rang 1. Also geniigt S der Bedingung in (b).

Ist x5 > 0 s0 gilt 29 = /1 — 2% und S ist der Graph dieser Funktion in einer
Umgebung von « € S. Die Modifikationen fiir o < 0, ;1 > 0 und 27 < 0
sind offensichtlich. Wir kénnen also S als Graph schreiben, moglicherweise
nach einer Permutation der Koordinaten.
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Fine Parametrisierung wie in Teil d erhalten wir durch
_ [cos(t)
o0 = (Gt

(07.06.2018]
[11.06.2018]

Beweis. “(a) = (b)”. Sei ® wie in der Definition. Wir definieren

flz) = (‘I)j(x))pqu-

f hat offensichtlich die gewiinschen Eigenschaften.

“b) = (c)” Sei a € S und f wie in (b). Dann ist der Rang von D f

>J x>

invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kénnen wir nach den
letzten Koordinaten auflosen.

“(c) = (d)” Nach einer Permutation der Koordinaten definieren wir

vl = (g(l;)> '

“(d) = (a)” Sei a = ¥(b). Die Ableitung DW¥ hat den Rang p. Nach einer
Permutation der Koordinaten diirfen wir annehmen, dass die ersten p Zeilen
linear unabhéngig sind. Wir definieren

O:V xREP 5 RY

0

i) (“) vt | °

S S1
Sd—p

Dann ist
b\ _ (D¥y(b) 0
2w ;) = (Dusy) 1
wobei die Zerlegung von DW¥ der des R? = RP x R%~P entspricht. Diese lineare
Abbildung ist invertierbar, das D;W¥(b) nach Konstruktion und Annahme

invertierbar ist. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist ¥ in einer
Umgebung ein Diffeomorphismus, der die gewiinschten Eigenschaften hat.

O]
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Beispiel 9.1. Wir betrachten die Sphére
5471 .= 9B (0) c RY.
Sei
F(@) = Jaf? - 1.

Wir oben sieht man, dass S die Nullstellenmenge von f ist, und dass der
Rang der Ableitung in S 1 ist. Damit ist S eine Mannigfaltigkeit.

Mit Polarkoordinaten bekommen wir Abbildung wie in der Definition der
Mannigfaltigkeit. Im Fall d = 2 definieren wir

r\ _ [rcos¢
® (gb) - <r sin ¢>

fiir » > 0 und ¢ € R. Wir berechnen die Jacobimatrix

r\ _(cos¢ —rsing
be (gf)) N <sin¢ 7 COS ¢ >
und det D® = r # 0. Daher ist ® ein lokaler Diffeomorphismus, der die Men-
ge {r = 1} auf S* abbildet, und wir bekommen aus der Umkehrabbildung
durch Subtraktion der Konstanten eine Abbildung wie in der Definition.

Wenn wir ¢ auf ein Intervall der Linge < 27 einschrénken, so erhalten wir
einen Diffeomorphismus auf das Bild.

Im Fall d = 3 definieren wir
0 7 Ccos ¢ sin
v <¢) = | rsin¢sind
7 Ccos

fiir 0 < ¢ < 27, 0 < 8 < 7. Wir berechnen

r ov cos¢sinf rcos¢pcosf —rsingsind
DV |0 —< >— singsinfd rsin¢cosf rcos@sinb

10} o(r.9,9) cos 6 —rsinf 0
Dann ist
r
det DU | 0 | =r?sinf £0
¢

@ : (0,00) x (0,7) x (0,7) = RN\{z: 25 = 0,27 >0}

ist ein Diffeomorphismus, und die Umkehrabbildung minus e; ist eine Ab-
bildung wie in der Definition der Mannigfaltigkeit fiir S2.
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Analog kénnen wir S durch
cos¢psinfy ...sinf,_o
singsindy ...sinf,_ o
Y(01,09,...,042,0) = cos 6y .. .8in b2

cos 0,2
parametrisieren.

Definition 9.2. Sei f € C*(U;R™). y € R™ heifit requlirer Wert, wenn
Df(x) den Rang m hat fiir alle x mit f(x) =y. Die Menge

S={z:f(z) =y}
heifit dann regulire Niveaumenge.

Ist y ein regulédrer Wert, so geniigt in jedem Punkt von S f — y den Anfor-
derungen von Teil b) von Satz 9.1 und daher ist eine regulire Niveaumenge
eine Mannigfaltigkeit.

Beispiel 9.2. Wir betrachten Quadriken. Sei A eine symmetrische d x d

Matrix und
f(z) =2t Az — 1.
Die Menge
S={z: f(z) =0}
ist eine Quadrik. Da
Df(x)=22TA

impliziert Df(x) = 0 auch f(z) = 0 und daher ist die Quadrik eine C'*°
Mannigfaltigkeit. Konkrete Beispiele

0 1
-0

10
(3

Hyperbel
Ellipse
1 0 0
A=10 1 0
0 0 —1
Zweischaliges Hyperboloid
1 0 0
A= -1 0
0 0 -1

Einschaliges Hyperboloid.
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Definition 9.3. S C R? sei eine p dimensionale C* Mannigfaltigkeit und
a € S. Der Tangentialraum in a besteht aus allen Vektoren v des R®, fiir
die ein € > 0 und ein differenzierbarer Weg ~v: (—e,e) — S existiert mit
v(0) = a und 7/ (0) = v.

Satz 9.2. Sei S eine Mannigfaltigkeit, a € S und f wie oben. Dann ist v

genau dann im Tangentialraum, wenn D f(a)(v) = 0, d.h. wenn v im Kern
von D f(a) liegt.

Beweis. Sei vy ein Weg in S mit y(0) = a. Da f o~v(t) = 0 ist fiir alle ¢ folgt
Df(a)y'(0) = 0.

Umgekehrt: Seia € S, und v im Kern von D f(a). Sei ® wie in der Definition
der Mannigfaltigkeit, v" = D®(a)(v). Aufgrund der Definition gilt

v € RP x {0}.

Wir definieren + als den affinen Weg ~(t) = ®(a) + tv’ und

Dann ist v ein Weg in S, v(0) = a und
7(0) = (D®(a)) 1 = v.
Der Beweis ist vollsténdig. O

[11.06.2018]
[14.06.2018]

Satz 9.3. Sei S eine Mannigfaltigkeit, a € S, T,S der Tangentialraum von
S, und No(S) der zu T,(S) orthogonale Teilraum. Dann existieren offene
Mengen Vi und Vi in Ty(S) und Nu(S) und g € CF(Vp; Viy) sodass g(Vr) C
VN) und

V(i x W) ={u+g(u):ueVr}

Definition 9.4. N,(S) heifit Normalenraum von S in a. Ist f eine Abbil-
dung wie in Satz 9.1, Teil b, so sind die Transponierten der Zeilen von D f
eine Basis.

Beweis. Im Fall T,,S = RP x {0} folgt dies aus Satz 9.1 bzw dessen Beweis.
Im allgemeinen Fallen wihlen wir geeignete Koordinaten, um uns auf den
ersten Fall zuriickzuziehen: Wir wéhlen eine ONB in 7,5 und in N, S, die zu-
sammen eine ONB von R? bilden. Sei O die aus diesen Vektoren bestehende
orthogonale Matrix. Wir betrachten dann = — f(Ox) und

0TS ={0Tz:2¢€8}
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Beispiel 9.3. Die orthogonale Gruppe O(R?). Wir definieren
ORY) = {A: ATA = 1pa = AAT}.
Diese Bedingung ist dquivalent zu
(z,y) = (Az, Ay)
fiir alle z,y € R? oder sogar zu
|Az| = ||

fiir alle 2 € R%: Fiir die einfache Richtung nehmen wir A € O(d) an. Dann
folgt
|Az|? = (Az, Az) = (z, AT Az) = (z,z) = |z|.

Es gelte nun |Az| = |z| fiir alle 2 € RY. Es folgt

(Ar, Ay) =7 ((A(x +), Al +)) — (Al ), Az — 1))
=1 (4@ +9)P - 4@~ y)P)
=1 (2 + 9 ~ o~ yP)
=(z,y)

fir z,y € R%. Es folgt
(AT Az,y) = (2, y).

Einsetzen der Vektoren der Standardbasis zeigt dass AT A = 1ga.

Wir erinnern an die Definition S(R?) als die symmetrischen d x d Matrizen.
Die Abbildung F : Mgyq — S(R%)

F(A) = ATA — 15

hat die Ableitung
Df(A)(H)=H"A+ (H"A)T

Sei jetzt B € S(R?) und A € O(R?). Wir definieren
1
H = —(AB)
2
und {iberpriifen
1 1
H'A=_B"=_B
2 2

Damit ist D f surjektiv fiir A € O(R?) und hat damit den maximalen Rang.
Damit ist O(R?) eine Mannigfaltigkeit. Der Tangentialraum in 1 besteht aus
dem Kern von df(1), also aus den Matrizen, die

AT +A=0

o1



geniigen. Diese Matrizen nennen wir schiefsymmetrisch und bezeichnen sie

mit A(RY). Die Dimension von S(RY) ist die Dimension der oberen Drei-

ecksmatrizen, also -%-2. Die Dimension von A(R?) ist die Dimension des

d+1
. . . d—1)d
Raumes der strikten oberen Dreiecksmatrizen, also ( 3 ),

Wir erarbeiten einen Diffeomorphismus in der Néhe der 1 wie in der Defini-
tion der Mannigfaltigkeit.

Lemma. Ist A eine schiefsymmetrische d x d Matriz, so ist
exp(A) € O(R?).
Beweis. Da exp(AT) = (exp(A))7 ist

exp(A)(exp(A))" = exp(A) exp(AT)
=exp(A)exp(—A)
=exp(A — A) = exp(0) = 1pa.

O]

Lemma. Die Abbildung Myyxq > A — exp(A) € Mgyxq ist C*°. Die Ableitung
i 1 ist die Identitdt.

Beweis. Wir zeigen nur, dass A — exp(A) stetig differenzierbar ist. Mittels
vollsténdiger Induktion folgt exp € C°°(Mgxq, Mixq)- Da

(A+HY — AV =HA '+ (A+ H)HAT > (A+ H)'H
ist A — f;(A) = A’ differenzierbar und
Df;(A)(H) = HAY + .-+ AVH.
Auflerdem gilt

(A+ H) — (A + Dfj(A)H) =(A+ H — A)HAI 2
+ ((A+ H)> - A2 )HA 2
+ . ((A+H)Y2-A)H

und, da die Norm des Produktes von Matrizen nicht grofler als das Produkt
der Normen ist,

1D £5(A) () gasza < (G + DAl gal H o pe

sowie

I(A+H) 2= A7 =D f(A)(H) |[gaspe < (G+2)G+D N Al gl H 1 ga
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Also ist

A || d_yRd
Z D fi(A)(H) <Z | H g e

RiRd =0
= exp([|Al|gaga) [ H ||pasra
und
=1
exp(A + H) — exp(A) — Y ﬁD £i(A)(H) <
j=1"" RI—sRd

exp([|Allga g + I1H gz | HlRa_za-

Damit folgt

o
1
Dexp(A)(H) =) ED fi(A)(H).
j=17
Wir wihlen die Standardbasis E;; der Matrizen mit einem Eintrag 1 und 0
sonst. Dann ist die partielle Ableitung

dexp(A)
aEik—; = Dfi(A)E;

Die Argumentation fiir hohere Ableitungen erfolgt genauso. O

Da die totale Ableitung von exp in 0 die Identitdt (und damit invertier-
bar) ist, definiert exp nach dem Satz von der Umkehrfunktion einen C'*°
Diffeomorphismus einer Umgebung der Null in eine Umgebung der 1.
A(R?) ist der zu S(R?) orthonale Teilraum (im euklidschen Vektorraum mit
Hilbert-Schmidt Norm) und umgekehrt. S(R?) = T10(R9). Also ist O(R?)
der Graph einer Abbildung g in einer Umgebung der Identitdt. Sei P die
Projektion auf A(d) entlang S(d). Die Ableitung von

A(d) > A — Pexp(A) € A(d)

in A = 0 ist die Identitét. Also ist die Abbildung nach dem Satz von der
Umkehrabbildung ein Diffeomorphismus von geeigneten Umgebung. Damit
erfiillt die Umkehrabbildung der Matrixexponentialabbildung die in der De-
finition geforderten Bediungungen in einer Umgebung der Identitét, nach
Wahl geigneter Koordinaten.

[14.06.2018]
[18.06.2018]
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9.1 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

Satz 9.4. Sei U C R? offen, S C U eine p dimensionale C* Mannigfal-
tigkeit, h € CY(U;R). Besitzt f|s ein lokales Extremum in a € S, so ist
Vh(a) C N4(S).

Beweis. Zu zeigen ist, dass Vh(a) senkrecht auf jedem Tangentialvektor
steht. Sei v : (—¢,¢) — S ein C! Weg mit v(0) = a. Dat — ho+~ ein lokales
Extremum in ¢ = 0 hat folgt

0= "4 hoy(0) = Df(a)(0).

Der Beweis ist komplett. O

Insbesondere existieren sogenannte Lagrangesche Multiplikatoren )A;, so dass

Dh(a) = (A1, ..., Aa_p)Df(a)

oder, in einer dquivalenten Formulierung

d—p
Vh(a) =Y AV fpys(a)
=1

wobei wir die Funktion im Satz 9.1, Teil b hier mit f bezeichnen.

Beispiel 9.4. Wir das Maximum von

h(z) = 423 — 3z120

auf B;(0). Wir berechnen
Dh(z) = (8z1 — 3x2, —3x1).

Wir suchen zunéchst lokale Extrema im Inneren und dafiir Nullstellen der
totalen Ableitung. Aus der zweiten komponenten lesen wir die Bedingung
z1 = 0 ab, und dann aus der ersten x; = 0. Dort nimmt h den Wert Null
an.

Auf S' suchen wir einen Lagrangeschen Multiplikator, d.h. Losungen von
(81‘1 - 31‘2, —31‘1) = )\(%1, 1‘2)

mit 2 + 23 =1, da S' = {z : f(z) = 1(|z|> = 1) = 0} und V f(z) = 2, also

und damit



Ist 22 = 0, so miisste auch x1 = 0 sein, was 22 + 23 = 1 widerspricht. Sonst
erhalten wir

0=XA+8\—-9=A+9)(\—1)

Wir erhalten zwei Punkte, die den Gleichungen

3r1 = 22 und 23 + 22 =1
also
_3 __3
V10 VT
bwz
T, = —3T9 und :c% + x% =1
und damit

1 1
V10 V10

Nach dem Satz vom Maximum wird das Maximum angenommen. Da wir
die notwendigen Bedingungen getestet haben, muss das Maximum an einem
dieser fiinf Punkte angenommen werden. Wir testen

3 3 1 1

2 —= T —7=\ 13
o o) a7 ) = (1) - () -0

V10 V1o 10 V10 V10

9.2 Die Schurzerlegung fiir symmetrische und selbstadjun-
gierte Matrizen

Satz 9.5 (Schurzerlegung, Hauptachsentransformation). Sei V' ein d dimen-
sionaler Euklidscher reeller (komplezer) Vektorraum tiber C und A :V — V
symmetrisch (selbstadjungiert). Dann existiert eine orthogonale (unitire)
Abbildung O : RY — V (U : C¢ — V) und eine Diagonalmatriz D mit
reellen Eintrdgen so dass

0oTAO=D  (U*AU = D).

Die Spalten von O (U) sind Eigenvektoren und die Eintrdge von D Eigen-
werte.

Bemerkungen. Wir kénnen die Gleichung auch in der Form
AO=0D

schreiben. Rechts steht eine Matrix, deren Spalten Vielfache der Spalten von
U sind.
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Wir nennen A symmetrisch (unitér) , falls
(v, Aw) = (Av,w)
und O : R? — V orthogonal (unitér), falls
(Ov, Ow)y = (v, W)ga

Dann definiert
<U, Ow>V = <OTva w>
fir v € V,w € R? die transponierte Abbildung OT : V — R¢. Analog
definieren wir die adjungierte Abbildung.
Seien 27 Eigenvektoren zu &/ € R, j = 1,2. Ist d; # ds so folgt

di(22,2Y) = (22, AzY) = (A2 2Y) = do (22, 2Y)
Daraus lesen wir ab, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten or-

thogonal sind.

Wir kénnen das Ergebnis auch anders interpretieren: Ist A symmetrisch
(unitér), so existiert eine Basis aus Eigenvektoren, in der die lineare Abbil-
dung durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird.

Beweis. Nach einem Basiswechsel geniigt es, die Aussage fiir V = R¢ bzw

V = C% zu beweisen. Wir betrachten zunichst den reellen Fall und definieren
h € C*(R?) durch
h(z) = 2T Az € R.

Nach dem Satz vom Maximum nimmt f das Maximum auf der kompakten
Menge S%~1 in einem Punkt @ mit |a| = 1 an. Die totale Ableitung von h und
f(x) = |z|> — 1 1Bt sich leicht bestimmen: Vh(z) = 24z und Vf(z) = 2.
Nach dem Satz 9.4 existiert A € R mit

Aa = \a

also ist a ein Eigenvektor und A ein Eigenwert.

Wir beweisen die Aussage nun mittels vollstdndiger Induktion nach d. Der
Fall d = 1 is trivial. Sei also d > 1 und die Aussage des Satzes wahr fiir
d — 1. Sei v mit |v| =1 ein Eigenvektor zum Eigenwert A.

Sei (< v,w) = 0. Es folgt
(v, Aw) = (Av,w) = Aw,w) =0
d.h.; A definiert eine Abbildung des orthogonalen TRs. Sei

V' ={w: (v,w) = 0}
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und A" : V! — V' die durch die Einschréinkung von A definierte Abbildung.
Dann ist A" symmetrisch. Wir wenden die Induktionsannahme auf A’ an
und erhalten

(O/)TA/O/ - D
und die Spalten von O’ sind Eigenvektoren von A. Wir ergéinzen die ortho-
gonale Abbildung O’ : R — V' ¢ R? durch Hinzufiigen der Spalte v zu
einer orthogonalen d x d Matrix, und D’ durch Hinzufiigen des Diagonalele-
ments A zu einer d X d Diagonalmatrix. Wir erhalten damit die gewiinschte
Zerlegung.
Im komplexen Fall betrachten wir V' als reellen Vektorraum der doppelten
Dimension. Da jeweils mit z auch iz Eigenvektor ist, haben die Eigenrdume
jeweils die reelle Dimension 2. Der komplexe Fall folgt damit aus dem reellen
Fall.

O]

[18.06.2018]
[21.06.2018]

9.3 Das Hurwitzkriterium

Wir beweisen den Satz 7.3.

Beweis. Wir schreiben fir 1 < k <d

A, B
A= ( A C) .
Ist A selbstadjungiert und ist A ein Eigenwert mit normiertem Eigenvektor

v, so folgt wegen
A= (Av,v) >0

dass alle Eigenwerte positiv sind, falls A positiv definit ist, und damit
det A > 0. Ist A positiv definit, so gilt dies auch fiir Ag, und daher gilt
dann auch

det A, > 0.

Sei nun det A, > 0 fiir alle 1 < k < d. Wir machen eine Induktion nach
d. Der Induktionsanfang d = 1 ist trivial. Wir nehmen an, der Satz gel-
te fiir alle d < d. Dann ist A4_; positiv definit, C > 0 und det A > 0.
Wiire A nicht positiv definit, so gibe es mindestens zwei negative Eigenwer-
te (mit Vielfachtheit) und Eigenvektoren v; und vy. Auf dem von v und vy
aufgespannten Raum ist die quadratische Form negativ definit. Aus Dimen-
sionsgriinden ist der Schnitt dieses Teilraumes mit R~! x {0} nichttrivial,
was nicht sein kann.

O]
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10 Wachstumsprozesse und getrennte Verédnderliche

In diesem Abschnitt betrachten wir gewohnliche Differentialgleichungen.
Wir interessieren uns fiir allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen,
flir Strukturaussagen fiir Losungen, und fiir explizite Losungsmethoden.
Gewohnliche Differentialgleichungen sind in der Regel nicht explizit l6sbar,
dennoch ist es wichtig, die Losungen fiir einzelne Differentialgeleichungen
explizit angeben zu kénnen.

10.1 Wachstumsprozesse

Wir betrachten zunéchst die Frage: Sei I C R ein offenes Intervall, a € C(I).
Wir suchen alle Funktionen z € C*(I), die der Differentialgleichung

L 2(t) = a(t)a(t) (10.1)

geniigen.

Unter der Annahme z(t) > 0 definieren wir y(¢) = Inxz(t). Die obige Glei-
chung ist dann dquivalent zu

4o
Ly = 22 _ o

und damit ist

y(t) :/ a(s)ds+C

to

fiir ein tg € I und )
l‘(t) _ ecefto a(s)ds‘

Insbesondere folgt x(tg) = ¢“ und
t
w(t) = z(to)elo U, (10.2)

Satz 10.1. Sei tg € I und x¢9 € R. Dann existiert genau eine Lisung der
Differentialgleichung mit dem Anfangswert x(ty) = xo. Sie ist durch

t
ZL‘(t) _ xoefto a(s)ds

gegeben.

Beweis. Wir iiberpriifen

t
Ao Jhatds _ b a(s)as 4 / a(s)ds = a(t)zoes O = a(t)a(t).
dt dt J,,
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Ist y(t) eine zweite Losung, so folgt
(I 1)) = (—afs) + als))e Heoy(6) =0
also ist das Produkt konstant. Mit der Auswertung in to folgt
2o = e o %y )
und damit z(t) = y(t). O
Mit Hilfe von Tricks kann man die Losungen weiterer Gleichungen finden.

Die Differentialgleichung

d
jc::%:1::b(g—:L‘)ac:a:lc—b:r2

ist ein einfaches Populationsmodel mit der Wachstumsrate a(z) = b(g — x)
wobei g > 0 und b > 0. Die Grenzpopulation z(t) = g ist sicher eine Losung,
genauso wie x(t) = 0. Ist x(¢) > 0 fiir eine Losung, so erhalten wir fiir
y(t) = 1/z(t) die Gleichung

y=—ay(t)+b (10.3)

Wir verifizieren wie oben, dass

1
y(t) = ; + Ce™ (10.4)

mit C > 0 eine Losung ist. Ist yo eine zweite Losung, so geniigt §(t) =
y2(t) — y(t) der Gleichung

Su(t) = ~ay(?)

und y ist durch die Angabe eines Wertes y(tg) = yo eindeutig bestimmt.
Damit ist

2(t) = (; + Cemal)y1

mit C' > —g~! die allgemeine positive Losung fiir ¢ > 0.

Seien nun a,b € C(I), typ € I und xy € R. Wir betrachten das sogenannte
Anfangswertproblem
x(t) = a(t)z(t) + b(t) (10.5)

x(tg) = xo.

Satz 10.2. Das Anfangswertproblem hat genau eine Lisung x € C1(I).
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Bewets. Wir machen den Ansatz
2(t) = O(t)elo 44

und erhalten
. / [ a(s)ds
x(t) —a(t)z(t) = C'(t)e’to .

Damit ist das Anfangswertproblem &quivalent zu

C'(t) = b(t)e 0O Otg) = mp.

Wir erhalten
[ a(s)ds b
x(t) = zpe’to +/ elr “(S)dsb(T)dT.
to
Zur Probe kann man nachrechnen, dass man so eine Losung erhélt. Ist zo(t)
eine zweite Losung, so ist Z(t) = z2(t) — x(t) eine Losung der homogenen
Gleichung, und wir erhalten die Eindeutigkeit. O

10.2 Die Methode der getrennten Veridnderlichen

Definition 10.1. Es seien D C R x R offen und f € C(D;R), I C R ein
offenes Intervall. ¢ € C1(I) heifit Losung der Differentialgleichung

T = f(ta JJ)
falls der Graph T'(¢) C D und ¢(t) = f(t, ¢(t)).

Wir bezeichnen den Spezialfall

&= f(t)g(x) (10.6)

mit f € C(I) und g € C(J) fiir offene Intervalle I, J als Differentialgleichung
mit getrennten Verédnderlichen. Ist g € J und g(zo) = 0, so ist z(t) = xo
eine Losung. Sei nun g(x) # 0 fiir x € J. Dann ist entweder g(xz) > 0 oder
g(z) < 0 fiir z € J, da g stetig ist. Sei jetzt G eine Stammfunktion der
Umkehrfunktion g=1. Ist ¢ € C1(I) eine Losung, so gilt

d ob) Y / _ (b/(t)
—Gog)(t) = G(6(t)9 (t)—g(¢(t)

= = f(0).

Ist F' eine Stammfunktion von f, so gilt
G(e(t) = F(t)+C

fiir ein C' € R. Damit kann man ¢ berechnen, falls man die Stammfunktionen
und die Umkehrfunktion bestimmen kann.
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Satz 10.3. In der Situation wie oben und ty € I und o € J gibt es ein
offenes Intervall Iy mit tg € Iy und genau eine Lisung x € Cl(Io, R) zu dem
Anfangswertproblem (11.1) mit dem Anfangswert x(to) = xo. Mit

G(z) = /x: g(ls)ds, F(t)= /t:

ist die Losung durch
z(t) = GT1F (1)

gegeben.

Beweis. G'(z) = ﬁ andert das Vorzeichen nicht, also ist G streng monoton
und damit invertierbar. Wegen F(tg) = 0 = G(z0) ist F(zo) € G(J). Da F
stetig ist, gibt es ein offenes Intervall Iy C I mit F'(Ip) C G(J). Damit ist

a(t) = GTH(F(t))

in Iy definiert und stetig differenzierbar. Es gilt x(¢y) = G~1(0) = z9 und

1
mf(t) = g(z(t)) f(t).

Sei z9 eine zweite Losung. Wie oben sehen wir

G(x(t)) = G(az(t) + C

i(t) = (G (F(H)F'(t) =

fiir ein C € R. Auswertung in to ergibt C' = 0 und damit 2?(¢) = x(¢) und
die Losung ist eindeutig. O

[21.06.2018]
[25.06.2018]

Beispiel 10.1. Wir betrachten

also

G y) = /2y + o}
z(t) = (/2% — 2

fiir [t| < xo. Der Graph ist ein Halbkreis mit Radius zg.

und
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Beispiel 10.2. Wir betrachten

i =+/lzl.

Dann ist z(t) = 0 eine Losung. Nun sind F(t) = fti, lds = t — to und

1
G(z) = ffo s"3ds = 2(:):% — x ) die Stammfunktionen und, fiir zp > 0

G l(y) = (%y + wé)Q

Wir erhalten die Losung

o(t) = (30— t0) +8)?

1
flir t # tg — 2$g. Sei t1 < ty, wobei t; = —oo und ts = oo erlaubt ist. Dann
ist
— ()2 fiir t < t;
2(t) = 0 fiir ¢, < t < t5
(52)? fiir ¢ > t

ein Losung und mit den obigen Formeln sehen wir, dass die allgemeine
Losung so aussieht. Das ist ein schlechte Nachricht: Dass Anfangswertpro-
blem mit x(0) = 0 hat unendlich viele Lésungen.

Beispiel 10.3. Wir betrachten

Dann ist ]

x(t) = P—

eine Losung fiir ¢ # tg. Es gibt einen "blow-up’ in t = .

Die Methode der getrennten Verdnderlichen kann man sich am leichtesten
durch folgende 'Rechnung’ einprégen:

dx dx

o = g@) (1) = = f(t)d.

Durch Integrieren erhalten wir

xT

G(:c(t)):/ g(lx)dx: s = r.

Wir werden spéter eine Rechtfertigung fiir diese abenteuerliche Rechnung
sehen.
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11 Pfaffsche Formen und exakte Differentialglei-
chungen

11.1 Pfaffsche Formen und Vektorfelder

Definition 11.1. Sei D C R?. Eine Pfaffsche Form, Differentialform erster
Ordnung oder 1 Form ist eine Abbildung w : D — L(R% R). Wir bezeichnen
den Raum aller k mal stetig differenzierbaren Pfaffschen Formen mit Ay (D).

Der Raum der linearen Abbildungen von R? nach R besteht aus den Zeilen-
vektoren der Lénge d.

Beispiel 11.1. sei f € C*Y(D;R). Dann ist Df € Ai(D). Wir schreiben
dafiir

df .= Df.
Offensichtlich gilt df (z) = (Vf(z))T. Fiir f = x; erhalten wir
dr; = e;‘»r.

Ist f € C*(D) und w € A}(D) so ist fw € A}L(D). Die Pfaffschen Formen

bilden einen reellen Vektorraum. Wir kénnen jede Pfaffsche Form als

d
w = g wjdx;
j=1

schreiben, wobei w; die j te Komponente ist.
Aus der Definition folgt

d
:Za—f x)dx;.

Ist d = 1 und z eine Funktion von ¢ so ist

X = Fng)
dquivalent zu .
mdw = f(t)dt. (11.1)

Sei jetzt w € AJ(D) und v € C1([a, b]; D). Wir definieren das Integral

b b _d
/w—/ w(’y’(t))dt—/ E wjydt = /wTdf.
2l a @ =1 v

Insbesondere folgt mit d = 1 aus (11.1) die Existenz von C' so dass

z 1 t
/IO @ds— . f(s)ds+C.
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Definition 11.2. FEine Pfaffsche Form w € A}{(D) heif$t geschlossen, falls
Oz ;wy, — O wj =0

fir 1 < j,k < d. Eine Pfaffsche Form w € A}(D) heifit exakt, falls eine
Funktion f € CY(D) existiert, so dass w = df .

Nach dem Satz von Schwarz sind alle exakten Differentialformen geschlossen.
Die Umkehrung ist komplizierter.

Definition 11.3. Eine Menge D C R¢ heifit sternformig beziglich a € D,
falls fir x € D auch a+t(x —a) €D fir0<t<1

Satz 11.1. D C R? sei offen und sternférmig bzgl eines Punktes a € D,
w € A(D) sei geschlossen. Dann ist w exakt.

Beweis. Die 1-Form w € A}(D) sei geschlossen. Fiir # € D definieren wir
Yz(t) = a+ t(r — a) und

1 d
f(x)—/ w—/o ij(a—i—t(:n—a))(xj—aj)dt.
Yz j=1

Wir berechnen

d

1 1
O, f(2) =) (5 — aj)aik/o wi(a +t(x — a))dt + /0 wi(a +t(z — a))dt

J=1

und, da der Differenzenquotient gleichmiBig (in ¢ € [0, 1]) konvergiert. wor-
auf am Ende des Beweises noch einmal eingegangen wird, und gleichméfige
Limiten mit der Integration vertauschen,

lim Ywila+t(x+h—a))—wjla+tr—a

))dt—/la (a+t(x—a))dt
h=0 Jg h = Jy Bz leTRETA)Ar

Wir erhalten da w geschlossen ist

1 d 1
Op, [ () :/0 wi(a +t(x —a))dt + Z/o Oz;wi(a +t(x — a))(zj — a)dt
j=1
1
—/ wr(a+t(z —a))dt + inté%wk(a +t(x —a))dt
0

1 g
:/0 © (tnla + 1(z — a))dr
=k(z)

und damit w = df.
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Zur gleichméssigen Konvergenz des Differenzenquotienten betrachten wir die
Funktion

g(t,y) = vj(a+t(2x + yer — a)

wobei @ = (x1,..., 21,0, Tps1,...24)" . Die Funktion g ist k mal stetig
differenzierbar mit

0
@g(t7 y) - taxkf}/j’a+t(§:+yek+a)-
Nach dem Mittelwertsatz ist
gty +h) = g(t9)) = —g(t,y +€)
hgvy g,y —8y9,y

fiir ein £ zwischen 0 und h. Da die Ableitung stetig ist, ist sie auch gleichméssig
stetig auf kompakten Mengen der Art [0, 1] x [—¢, ] fiir € > 0 so dass diese
Menge im (offenen) Definitionsbereich von g liegt. Damit erhalten wir die
gleichméfBige Konvergenz des Differenzenquotienten.

O

Wir nennen f € C'(D) Potential des Vektorfeldes F' € C(D;RY) falls F =
Vf = (df)". Wir nennen ein Vektorfeld wirbelfrei, falls

0, Fj = 0y, F.

Satz 11.2. D C R? sei offen und sternformig bzgl a. F € CY(D;R?) sei
wirbelfrei. Dann existiert ein Potential f und

flx) = /I Fdz

ist ein Potential.

Das ist eine direkte Folge von Satz 11.1. Das Nullvektorfeld ist geschlossen.
Potentiale sind die konstanten Funktionen. Also ist das Potential in einem
sternférmigen Gebiet eindeutig bis auf die Addition einer Konstanten.

Beispiel 11.2.
2_ .2
P(3)-(Ca)
y —2xy

1
f =gt~ oy

Beispiel 11.3. D = {(?j) tx > O}
()-(2
y z24y?
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Das Vektorfeld ist Null auf der reellen Achse und

y
f <§> :/0 %—Fszds = arctan(y/x).

F ist in R?\{0} wirbelfrei, aber es existiert kein Potential. Die Differential-
form w = FT ist geschlossen in R?\{0} aber nicht exakt. Das sehen wir am
einfachsten mit dem folgenden Satz.

[25.06.2018]
[28.06.2018)]

Satz 11.3. Sei F ein Vektorfeld auf D , f ein Potential und y € C*([a, b]; D)
emn Weg. Dann ist

/ Fdz = f(v(b)) — f(7(a)).
:

Insbesondere ist das Integral einer exakten 1-Form tber einen geschlossenen
C' Weg ~ immer Null.

Bewets.
. b d b
[ Fite) =[S ai6@)wd = [ L ortat=160) - fo)
¥ a =1 a
O

11.2 Exakte Differentialgleichungen

Definition 11.4. Es sei w = a(z,y)dx + b(x,y)dy € A}(D) eine stetige
Pfaffsche Form. Ein C' Weg v : (a,b) — D heifst Losung der Differential-
gleichung

w=20
falls w(y(t))'(t) = 0.
Die Differentialgleichung heif$t exakt, wenn w exakt ist. Eine Stammefunk-
tion A € CY(D,R) heifit Integral der Differentialgleichunyg.

Satz 11.4. Ein Weg v € C'(I; D) ist genau dann eine Lisung der Diffe-
rentialgleichung, wenn A o~y konstant ist.

Beweis. Das folgt aus

%A(v(b‘)) = DA(()Y (t) = w(v(£)7'(1).
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Bemerkung: Losungen verlaufen also in Niveaumengen von A. Ist w(q) # 0
und ¢ = A(q) so ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Niveaumen-
ge eine eindimensionale Mannigfaltigkeit, also die Bahn eines Jordanweges
in einer Umgebung von q. Wir kénnen die Niveaumenge in einer Umgebung
als Graph einer Funktion ¢(x) oder ¢(y) schreiben.

Beispiel 11.4. Wir betrachten wieder die Differentialgleichung

(11.2)

schreiben. Sei nun
w = xdx + ydy

und v(t) = (z(t) y(t)). Ist 7(t) eine Lésung der Differentialgleichung, dann
ist w auch Losung der Differentialgleichung
w(y)y =0

und damit A(v(t)) = 0. Die Umkehrung gilt nicht. Wir sehen aber, dass der
Graph der Losung z(t) = /22 + t2 in einer Niveaumenge von A liegen muss.
Die Formulierung als exakte Differentialgleichung erlaubt es, allgemeinere
Losungen zu betrachten.

Wir betrachten nun sogenannte autonome Differentialgleichungssysteme

a‘c_f@), y_g@). (11.3)

Wir definieren die Pfaffsche Form

1))

Satz 11.5. Jede Losung v von (11.3) ist auch Lésung von
w(y(t)'(t) = 0.

Das folgt sofort aus obigen Uberlegungen.

Beispiel 11.5. Das Rauber-Beutemodell von Lotka-Volterra. Sei > 0 die
Population der Beute, und y > 0 die Population der Riuber. Sei o« > 0
die Wachstumsrate der Beutepopulation, die durch einen proportional zur
R&auberpopulation durch py vermindert wird, wobei p > 0. Dann hat die
Ré&uberpopulation eine negative konstante Wachstumsrate, die durch einen
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Termin proportional zur Beutepopulation erhtht wird. Wir erhalten die Dif-
ferentialgleichungen

= (a—pyr, Y= (Br—pny.
Dann ist
w = (a = py)rdy + (u — Bz)ydx
Die Pfaffsche Form w ist nicht geschlossen, aber
1
—w = (B - ﬂ)dw + (E - p)dy
Y T )

ist exakt mit Stammfunktion

f=phnz—px+alny —py

fiir x > 0 und y > 0. Offensichtlich ist das Vektorfeld 0 genau dann wenn

(u/ﬁ).

a/p

Uberall sonst ist Df # 0 und die Niveaumengen sind eindimensionale Man-
nigfaltigkeiten. Fiir ¢ € R ist die Menge {(zy)” : f(x,y) > c beschrinkt

und abgeschlossen. Damit sind die Niveaumengen in ersten Quadranten alle
kompakt.

Beispiel 11.6. Ein Punktkorper im Potentialfeld.

Die kinetische Energie eines Punktkorpers der Geschwindigkeit v € R der

Masse m > 0 ist
2

Ein = 5
Die potentielle Energie ist durch U(x) gegeben - z.B. mg mal die Héhe z in
Meter ist das Graviationspotential der Erde. Die Gesamtenergie ist

1
§m1)2 +U(x).

Wir schreiben die Energie durch den Impuls p = mwv. Dann ist
1
E=_—p*+U(z).
2mp +U(@)

Wir schreiben H statt E. H wird Hamiltonfunktion genannt. Die Hamilton-

schen Gleichungen sind
. OH (2.p) P
xr=—I\x = —
ap Y p

m
. OH B ,

Mit w = U'(x)dx + £dv ist die Differentialgleichung exakt mit dem Integral
E. Wir betrachten einige Beispiele.
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1. Der freie Bewegung: U = 0, der Impuls p ist konstant
4
2(t) = o + 2.
m

2. Der freie Fall im Graviationspotential: z ist die Hohe, U(x) = kma
das Graviationspotential,

=, p=—Kkm

P
m
also
p(t) == po — km(t — to)
po KM 9
t) = t—1tg)— — —( — 1
(t) = o+ (t—to) ~ — —-(t—to)
und wir erhalten die Parabelbewegung des freien Falles mit den An-

fangswerten x(to) = o, p(to) = po.

3. Das Pendel der Lénge r. x ist der Winkel, y die Winkelgeschwindigkeit.
Die kinetische Energie ist

- 2
B mry

und die potentielle Energie

kmr cos(x).

Wir setzen p = rmy und erhalten die Energie

1

E = zrme + kmr cos(x)
und die Gleichungen
Lo P
rm

p=rKmrsinx

Die rechten Seiten sind Null falls p = 0 und z € 7Z. Wir wollen nun
die Niveaumengen von H(z,p) = ip* + cos(z) skizzieren, wobei wir
alle Konstanten der Einfachheit halber als 1 gewéhlt haben.

(a) Die Funktion H(z,p) ist 2w periodisch in x: Fiir alle z,p gilt
H(x + 2m,p) = H(x,p), H(z,p) = H(z,—p) und H(7 + z,p) =
H(’/T -, p)

(b) Fiir festes x € R wiichst [0,00) 3 p — H(x,p) streng monoton.
Die Ableitung nach p ist p, was > 0 fiir p > 0 ist.

(¢) Aus diesen Eigenschaften folgt, dass das Minimum in einem Punkt
mit p = 0 angenommen wird. Die Funktion cos(x) hat die isolier-
ten lokalen Minimalstellen x = (2k + 1) fiir k € Z.
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(d)

Die kritischen Punkte sind Punkte mit p = 0 und sin(z) = 0, also

km

0
fiir £ € Z. Die ungeraden Vielfachen sind Minimalstellen. Die
Niveaulinien mit H(z,p) = —1 sind die Minmalstellen. Alle Ni-

veaulinean mit H(z,p) = A # £1 sind 1-Mannigfaltigkeiten, da
der Rang von dH nur in den kritischen Punkten ungleich 1 ist.

Der Tangentialraum an die Niveaulinien ist senkrecht zum Gra-

dienten
<— sin(x))
p

Dabher ist der Tangentialraum senkrecht in <x

0
faches von 27 ist. Genauso ist der Tangentialraum waagerecht,
falls x ein Vielfaches von 7 und p > 0 ist. Ist z € (0,7) und
p > 0, dann zeigt der Gradient nach links. Die Niveaulinie durch

> falls  kein Viel-

<§> ist lokal ein Graph einer Funktion p = n(z) mit Ableitung

> 0. Genauso ist die Ableitung fiir 7 < x < 27 und p > 0 < 0.
Wir betrachten nun die Niveaumenge H(z,p) = 1 fiir 0 < z <
27. Da H(z,0) < 1 und lim, o H(z,p) = 0o, und da H stetig
ist, existiert eine Funktion p = n(x) > 0, 0 < z < 2x. Nach
dem Satz iiber implizite Funktionen ist n € C*°(0,7). Da = —
n(x) monoton wéchst fir 0 < = < m und n > 0 existiert der
Limes limg_,07n(x). Dann folgt H(0,lim;_0n(z)) = 1 und damit
lim,_0n(x) = 0. Die Hessematrix in (0,0)7 ist

-1 0

0 1
Aus der Hessematrix wollen wir das Verhalten von 7 in der Nihe
von = = 0 ablesen. Fiir v € R? sei

¢fu(t) = H(t’U).

Ist v1 = v9 = 1 so ist

bu(t) = %# +cos(t) = 1+ (eos(r) — (1 5)) > 1

fir 0 < ¢t < ¢ fiir ein 6 > 0 (Betrachte die Taylorformel der
Ordnung 2 mit Restglied). Daher ist die Niveaumenge fiir 0 <
x < 0 unterhalb der Diagonalen. Sei jetzt 0 < vy < v1. Dann ist
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¢"(0) = 3(—v? +v3) < 0 und wir schliessen, dass fiir jedes ¢ > 0
ein 6 > 0 existiert, so dass

(1—e)x<n(z) <z fiir 0 < <.

Da nach dem Satz iiber implizite Funktionen

0 (@) = —0pH (2,n(2))0: H (z,1(x)) = (n(x)) " sin(z)

folgt 1'(z) — 1 as z — 0 und mit etwas Arbeit n € C*([0, 27].

Die Niveaumengen H(z,p) = A mit A > 1 sind Graphen 27
periodischer Funktionen auf R.

Was passiert fir —1 < A < 1?7 Sei a € (0,7) die reelle Zahl in
diesem Intervall mit cos(a) = A. Dann sind a und 27 —a in der Ni-
veaumenge H(z,p) = \. In diesen Punkten ist die Niveaumenge
der Graph einer Funktion z = ¢(p) mit ¢/(0) = 0. Die Niveau-
menge in (0,7) x R liegt in [a,27m — a] N R. Im Inneren kénnen
wir die Niveaumenge in p > 0 als Graph einer Funktion p = n(x)
schreiben, wobei 1 in (a,7) streng monoton wichst (aufgrund
der Formel fiir die Ableitung nach dem Satz von der impliziten
Funktion) und auf (7,27 — a) mononton féllt. Wir kénnen diese
Niveaumengen sind kénnen also als geschlossene Jordankurven
parametrisieren.

In der oberen Halbebene bewegt sich die Losung nach rechts, in
der unteren Halbebene nach links, da & = p.

[28.06.2018]

[02.07.2018]

Bemerkung. Wir betrachten wieder eine Differentialgleichung

Y= f(tvy)'

Wir erweitern sie zu einem System von zwei Differentialgleichungen

und denken uns x = t. Ist A ein Integral fiir diese zweite Gleichung, so ver-
laufen die Losungen in Niveaumengen von A. Wir betrachten nun das An-
fangswertproblem fiir die erste Gleichung mit den Anfangswerten y(tg) = y0.
Dann verlaufen die Losungen der zweiten Gleichung, die zu diesen Anfangs-
werten gehoren, auf

()2 ()=
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Falls %—‘2 (;0> # 0 konnen wir die Niveaulinie in einer Umgebung des Punk-
0

tes als Graph y = f(z) einer Funktion f schreiben. Dann ist y(t) = f(¢)
eine Losung des Anfangswertproblems.

Bemerkung. Im Allgemeinen konnen wir die Differentialgleichungen mit
einer Hamiltonfunktion H(z,p) = 1p?+U(z) um eine Dimension reduzieren.
Da die Energie ein Integral der Gleichung ist, existiert Ey € R so dass

1 4
— U =F
2mp + (ac) 0

ist. Wir kénnen nun p = ma einsetzen und erhalten

SmlE) +U(x) = By

und damit erhalten wir die Differentialgleichungen

i = i,/%(EO _U@)).

Die Differentialgleichung kann mit der Methode der getrennten Verdnderlichen
angegangen werden.

12 Lineare Differentialgleichungen

Sei I € R ein offenes Intervall, A € C(I; Mgxq), f € C(I;R?). Sei tg € T
und z¢ € R%. Wir betrachten das Anfangswertproblem

B(t) = A(t)x(t) + f(t),  a(to) = wo.
Satz 12.1. Das Anfangswertproblem hat genau eine Ldsung.

Beweis. SeiJ C I eine beschrinkte Umgebung von to mit .J C I. Da existiert
C > 0 sodass

sup | f(t)] + | A(#) [gare < C,
7

dat — |f(t)| und t — ||A(t)||ga_ra stetig sind und stetige Funktionen auf
kompakten Intervallen das Maximum annehmen.

Damit sind die Vorraussetzungen von Satz 4.5 erfiillt und es existiert genau
eine Losung in J. Sind J; und Jy zwei derartige Intervalle, so gilt dies auch
fiir J1 U Jz und wir erhalten eine eindeutige Losung auf der Vereinigung aller
derartiger Intervalle, und damit auf /. O
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Satz 12.2. Die Menge der Lisungen von
o(t) = A(t)x(t)

ist ein Vektorraum V der Dimension d. Wir nennen diese Gleichung homo-
gen. Fiir jedes ty € I ist die Abbildung

V 3z — x(ty) € R
ein Vektorraumisomorphismus. Ist y € C*(I;R) eine Lisung von
#(t) = A(t)z(t) + f(2),

so laft sich jede andere Losung als Summe von y und einer Lisung der
homogenen Gleichung schreiben

Beweis. Summen und Vielfache von Losungen der homogenen Gleichung
sind selbst Losungen. Damit ist ein Vektorraum.

Sei ty € I. Wir betrachten die Abbildung
V 3z — x(ty) € RE

Nach Satz 12.1 ist diese Abbildung bijektiv. Sie ist offensichtlich linear.
Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung. Ist y eine Losung der in-
homogenen Gleichung, und z eine Lésung der homogenen Gleichung, so ist
x + y eine Losung der inhomogenen Gleichung.

Sei nun g eine weitere Losung der inhomogenen Gleichung. Dann ist z = g—y
eine Losung der homogenen Gleichung. O

Seien 27 € C'(I;R?%) Losungen des homogenen Problems fiir 1 < j < d. Sei
X € CH(I; Myyq) die Matrix wertige Abbildung mit der jten Spalte z7(t).
Dann ist _

X = AX
Wenn 27 (tg) = e; so ist X (ty) = lga.

Definition 12.1. Wir nennen ein d Tupel von linear unabhdingigen Lisungen
etn Fundamentalsystem.

(02.07.2018]
(05.07.2018]

Satz 12.3 (Variation der Konstanten). Sei X € CY(I; Myyxq), so dass die
Spalten ein Fundamentalsystem sind. Dann ist X (to) fiir jedes to € I inver-
tierbar und

2(t) = X ()X (to) ‘zo + tX(t)X(s)’lf(s)ds (12.1)

to
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Beweis. Es folgt aus dem Beweis von Satz 12.1, dass X (tp) immer invertier-
bar ist. Wir leiten nach ¢ ab:

50) = X(OX(10) 0+ X(0) [ X6 (6)ds + XOX ()10
= AOXWX () a0+ ADX) [ X 1)ds + 110

= A(t) (X ()X (to) zo + X (2) t X(s)"f(s)ds) + f(t)
= A(t)z(t) + f(2).

Hier haben wir in der ersten Zeile die Produktregel angewandt, in der zweiten
Zeile, dass X = AX und in der letzten die Definition von x. Der Beweis ist
vollstandig. O

Wir definieren die Wronskideterminante w(t) = det X (¢).
Satz 12.4. Es gilt
w(t) = tr A(t)w(t)
Beweis. Wir betrachten die Abbildung
Mixi> A — f(A) = det(A).

Die Determinante ist eine Summe von Produkten von d verschiedenen Ein-
tragen, und damit stetig, partiell differenzierbar, mit stetigen partiellen Ab-
leitungen die wieder die gleiche Struktur haben. Damit folgt f € C*°(Myxq; R).
Wir betrachten nun

d
det(le + A) =1+ Zadd + ..
=1

wobei alle weiteren Summanden das Produkt von mindestens zwei Eintragen
a;; sind. Daher folgt
Dfla=1,,(H)=trH.

Sei A invertierbar. Aus
det(A + H) = det Adet(1 + A~ H)

folgt
DF(A)(H) = det Atr(A™ H).

Sei jetzt X (t) wie im vorherigen Satz. Nach der Kettenregel gilt
detX (t) = det X (¢) tr[(X (¢)) 7 X (£)] = det X (¢) tr A(¢).

Der Beweis ist vollsténdig. O
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12.1 Konstante Koeffizienten

Sei A € Myxq(C) und I und f € C(I,(Cd). Wir betrachten die komplexe
Gleichung mit konstanten Koeflizienten

&= Ax + f(t)

Fiir
X (t) = exp((t —t0)A)
gilt
X(t)=AX(@®),  X(to) = lga.

Damit erhalten wir die Losung des Anfangswertproblems z(tg) = z¢ mit der
Variation der Konstanten

x(t) = exp((t — to)A)xzo + / exp(t — s)f(s)ds.

to

Sei V' ein invertierbare Matrix so dass
VviAv =J
wobei J eine Block-Jordanmatrix ist . Dann ist
exp(tA) = exp(tVJV 1) = Vexp(tJ)V 1

und exp(tJ) ist durch (2.3) gegeben.
Beispiel 12.1. Wir betrachten

-1 1 0
A=|-4 -3 0
-5 1 2
Dann ist 1
1 00 1 10 1 00
A=(2 1 0 010 2 10
3 21 0 0 2 3 21
und
1 00 el tet 0 1 0 O
exp(tA)=[2 1 0 0 € 0 -2 1 0
3 2 1 0 0 e 1 -2 1
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12.2 Gleichungen héherer Ordnung

Seien a; € C'(I,C), 0 < j < d. Wir betrachten das Anfangswertproblem

d—1

2@ 4 Zaj(t)ﬂﬁ(j) = f

=0

x(j):xj 0<j<d

Wir schreiben

l.(d—'l) (t)

und erhalten
y;(t) = yj41(t)
flir 0 <j<d-—2und

d—1
Ja—1=— Y _ajyi+ f
j=0
oder, als System
0 1 0 0
] 0 0 1 e 0
y= : : : - : y+f
—ap —aip —az PN —Qg—1
mit den Anfangswerten
Zo
x1
y(to) = :
Td—1

Satz 12.5. Der Raum V der Lisungen der homogenen Gleichung (f =0)
hat die Dimension d. Die Abbildung V' 3 x — (2UV);<jcq € C? ist ein
Vektorraumisomorphism.

Beweis. Das folgt sofort aus der Konstruktion und Satz 12.2. O

Wir nennen eine Basis von V wieder Fundamentalsystem. Wir betrachten
nun den Fall konstanter Koeffizienten a; € C.
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Satz 12.6. Seien a; € C unabhingig von t, (A\j,m;)1<j<p<d die Menge der
Nullstellen von

d—1
p(z) = 2%+ Z a;z
§=0
mit Vielfachheit m;. Dann bilden die Funktionen
{thedit 1 0 <k < mj}
ein Fundamentalsystem.

Beweis. 1. Schritt: Die Funktionen sind linear unabhingig. Wir be-
weisen die lineare Unabhéngigkeit durch Induktion nach der Ordnung d, d.h.
nach der Anzahl der Funktionen. Seien also \; die paarweise verschiedenene
komplexe Zahlen, m; € N, m; > 0 und Z?Zl m; = d.

Zunichst bemerken wir, dass Ze = AeM, d.h. die Ableitung ist durch

di
die komplexe Multiplikation auf der rechten Seite gegeben. Diese Formel
kann man leicht mittels der eulerschen Formel e’ = eReM(cos(Im At) +

isin(Im At)) iiberpriifen. Es folgt

%(tkew) ANt = kE1N 4 (3 — A)(HeMD).

Zum einen besteht die rechte Seite aus dhnlichen Termen wie die linke Seite.
Zum zweiten verschwindet der zweite Term falls A; = A\. Wir nehmen nun an,
jeweils d—1 derartige Funktionen seien linear unabhéngig und wir betrachten
die Funktionen

thetit 1<j<nk<m

E chgtke)‘jt =0
gk

Daraus folgt mit A = Ay und ¢, =0

und nehmen an

D (b + Dejppr + cip(hy — M))thed =0
j?k
Da ¢jm; = 0 ist konnen wir die Induktionshypothese anwenden und sehen
dass
Cj,mjfl =0.
Rekursiv sehen wir, dass cjp = 0 fiir j > 1 oder £ > 1. Der einzige

iiberigbleibende potentiell nichtverschwindende Koeffizient ist ¢1g. Aber croe™Mt =
0 genau dann wenn cig = 0.

2. Schritt: Der Fall A = 0.
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Sei p(0) = 0 mit Vielfachheit m. Wir zeigen fiir x = t*, k < m

Da 0 die Vielfachheit m hat folgt a; = 0 fiir j < m, d.h. jeder Sum-
mand bringt mindestens m Ableitungen auf das Monom. Das geniigt, dass
(t*) ™) = 0 fiir k < m.

3. Schritt: Allgemeine Nullstellen.

Sei z(t) = y(t)eM. Es folgt

J .
() — M APV
T e Z < k‘> N TR,
k=0
Die linke Seite entspricht dem Monom #/ und die rechte Seite dem Polynom
(t+ A)7. Sei

o) =pt+N) =) a;(MH.

.
I M&
o

Dann folgt
d—1 ‘ d—1 '
2@ 4 Z ajx(J) = (yD + Z aj()\)y(J))e)\t_
j=0 j=0

Um zu zeigen, dass t*eMt eine Losung der Gleichung ist geniigt es zu zeigen,
dass t* eine Losung der Gleichung mit den Koeffizienten a;()) ist. Dann ist
0 aber Nullstelle der Vielfachheit m; und wir haben die Aussage in Schritt
2 gezeigt.

Hiermit ist der Beweis vollsténdig. O

05.07.2018]
(09.07.2018]

13 Gleichungen zweiter Ordnung
Von besonderer Bedeutung sind Gleichungen zweiter Ordnung
2+ a7’ + apxr = f.

Wir kénnen die Variation der Konstanten auf dieses Problem anwenden.
Seien z; und x9 ein Fundamentalsystem. Die Wronskideterminante ist

W(t) = det <5”1.<t) ‘””2“)) = 21 ()i (t) — 22(t)in (1)

I jﬁg(lf)
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und
W (t) = a1 ()2$ () — 2a(t)2tP () = —aa W (t)

t
also W(t) = W(to)e Jog r(s)ds,
Satz 13.1. In der Situation wie oben ist

(1) :¢2(t0)$1(t) — x1(to)z2(t) x1(to)wa(t) — x2(to)x1(t)

W (to) " W (to) "
+/t 551(8)@(%/_(;;2(5)“@)f(s)ds.
Beweis. Es folgt
:L‘(to) = o, i’(to) =

und
P 4+ ay ()i + ap(t)x = f(t).

Beispiel 13.1.
2" 4+ 262 +kr =0

Die charakteristischen Exponenten sind

—0 £ V2 —k.

Ist =0 und s > 0, so ist

sin(v/kt), cos(v/kt)
ein Fundamentalsystem. Ist § = 0 und x < 0 so ist

V—kt _—v/—kt
e , €

ein Fundmentalsystem. Ist § > 0 und x > 62, so ist der Realteil der charac-
teristischen Exponenten —.

13.1 Lineare Randwertprobleme

Sei I = (a,b), ¢ € C([a,C];R), f € C([a,b];C) und X € C. Wir betrachten
das Randwertproblem
2" +qr=f (13.1)

z(a) =z(b) =0 (13.2)
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Satz 13.2 (Fredholmsche Alternative). Der Raum der Losungen der homo-
genen Gleichung (f = 0) hat hichstens die Dimension 1. Das Randwertpro-
blem hat genau dann eine Losung, falls

b
/ FOF(t)dE =0 (13.3)
fiir jede Losung der homogenen Gleichung
v +qy=0 (13.4)

Die Lésung ist eindeutig, wenn die homogene Gleichung nur die triviale
Lésung besitzt.

Beweis. Seien x! und 22 zwei Losungen des homogenen Problems. Insbe-
sondere gilt 1(a) = 2%(a) = 0. Eine nichtriviale Linearkombination

x = pox® + '

geniigt auBerdem ’(a) = 0. Nach Satz 12.5 ist dann = = 0 und 22 und z'
sind linear abhéngig. Also ist die Dimension hochstens 1.

Sei nun z eine Losung und y eine Losung der homogenen Gleichung. Dann
folgt mit partieller Integration

b b
[ @ = [ (o + o)y
a a
b
= / 2’y + qrydt
ab -
a
Also ist diese Bedingung 13.3 notwendig. Sei jetzt z die Losung des Anfangs-

wertproblems
z(a) = %(a) =0,—2" +qz = f.

Wir suchen die Losung der inhomogenen Gleichung in der Form z+ cy wobei
y eine Losung des Anfangswertproblems

y(a) =0,9'(a) =1, —y"+qy=0
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Falls y(b) = 0 diirfen wir ff fydt = 0 annehmen. Es folgt

b
O:/ fy(t)de
b
:/ (—=2" + qz)ydt

ab
:/ (2'y + qzy)dt

¢ b
(/) + | 04" (1) + aop)i
—=(0)§/ (b).

Nun ist 3/(b) # 0, also ist z(b) = 0 und wir haben die Losung = = 2
konstruiert.

Sind 2! und 2? Losungen des Randwertpoblems,so ist die Differenz Losung
des homogenen Randwertproblems. Ist diese trivial, dann ist ' = 22. O

09.07.2018]
[12.07.2018]

Wir fixieren nun eine Funktion ¢ € C([a,b];R) und betrachten den soge-
nannten Diferentialoperator L

{z € C*([a,b];C) : z(a) = z(b) =0} 3 2 — Lz = —2” + qx € C([a, b];C).

Definition 13.1. Wir sagen, A\ € C ist ein Eigenwert und x € C?([a,b])
eine Eigenfunktion von L falls x(a) = z(b) = 0, x ist nicht identisch Null
und

—2" +qxr = M.

Die Menge aller Eigenwerte nennen wir Spektrum.

Satz 13.3. Die Eigenwerte sind alle reell und nach unten durch inf q be-
schrinkt. Sind X # p Figenwerte und v bzw w dazugehdrende Eigenfunktio-

nen, so gilt
/vwdx = 0.

—2" + qx = M.

Beweis. Sei A € C und

Wir erhalten

b b b b
/ )\xa‘cdt:/ (—x”—l—qac)a‘cdt:/ :1:(—:1:”+qx)dt:/ A\ Zdt
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und daher A = X\ oder f; |z|2dt = 0. Im zweiten Fall ist # = 0. Sei jetzt
A € R und «x nicht identisch Null. Dann gilt

b b b b
/\/ |a:]2dt:/ (—:c”+v:z:)xdt:/ |x’2+q|x|2dtzinfq/ |z|2dt.

Sind x und y Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten A # u so folgt

b b
A / xydt = p / xydt.
Ist X\ # p so folgt fab 2y =0 O

Die Eigenfunktionen bilden also ein Orthogonalsystem.

Fragen:

1. Existieren Eigenwerte?
2. Existieren unendlich viele Eigenwerte?
3. Bilden die Eigenfunktionen eine Basis?

Satz 13.4. Sei V,W € C([a,b];R) V < W und z,y € C([a,b];R) reell und
2"+ Ve=0, —y'+Wy=0.

y sei nicht identisch Null. Dann liegt zwischen je zwei Nullstellen von y eine
von x.

Beweis. Beweis durch Widerspruch. Durch Verkleinerung des Intervalls kénnen
wir annehmen, dass y(a) = y(b) = 0 und y(¢) > 0 in [a,b]. Wenn = auch
keine Nullstelle in (a,b) hat diirfen wir annehmen, dass > 0 in (a, b) ist.
Sei w = x/y € C(a,b). Dann gilt

o da(t) 2y (@)

w0 =535 e
L) AW WO ()
O ()

/

=V -W)w— 2¥ W'
Yy

Damit kann w kein positives Minimum im Inneren annehmen, da sonst w’ =
0 und w” > 0 in diesem Punkt, was aber dieser Gleichung widerspricht.

Wire z(a) > 0 und z(b) > 0, so wiirde w(t) — oo fir ¢t — a und t — b
folgen, und w miifite ein positives Minimum im Inneren annehmen.
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Sei jetzt ohne Einschrinkung w(a) = 0. Da 2/(a) # 0 und ¢/(a) # 0 miissen
beide positiv sein und wir diirfen annehmen, dass 2'(a) = y'(a) = 1. Nach
de 'Hopital

Ry L ) _
w(a) = lggw(t) = }grcll O tlgr(lzw(t) =1

und wir setzen w damit zu einer stetigen Funktion in [a,b) fort. Nach der
Gleichung gilt

Genauso argumentieren wir mit y. Es existiert also € > 0 so dass
2" (t) <y'(t)

fiir a < t < a + ¢ und nach der Taylorformel

r(t)=t—a+ / 2"(s)(t — s)ds < y(t)

fir @ <t < a+e. Damit ist w(t) < w(a) fir a < t < a+ . und w(a) ist
kein Minimum.

Wire y(b) # 0, so gibe es ein nichtnegatives Minimum in (a,b), also muss
y(b) = 0 sein. Wir setzen w stetig in b fort, sehen wieder, dass w(b) kein
Minimum sein kann, also da nach dem Satz vom Maximum garantierte Mi-
nimum im Inneren liegen muss, was wieder ein Widerspruch ist.

O

Satz 13.5. Zu j € N ewistiert genau ein \; € R und eine Eigenfunktion xd
mit (27) (a) = 1 mit j Nullstellen in (a,b). Zwischen je zwei Nullstellen von
a7 liegt liegt eine von 91!, Es gilt

A <A <A...
und

(-
b—a

gm
)P <Ay <supg+ ()"

inf ¢ + (
Beweis. Seien z und y Eigenfunktionen zu A < p. Es gilt
2" +(q-Nz=0  —y'+(@@-py=0

Da ¢ — p < g — X liegt zwischen je zwei Nullstellen von y eine von z. Sei
jetzt 7 € N und x eine Eigenfunktion zum Eigenwert A mit j Nullstellen. Sei
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s < o zwei aufeinanderfolgende Nullstellen und y = sin(s + ="~ (¢t — s)). Es

gilt

g—S8

™

y(s) =y(o) =0, —y" —( )%y

und mit Satz (13.4)

g —S

s

inf q(t) =A< (——)"< sup g— A

tE(S,a’) g—3S te(s,cr)
Wir schreiben m = inf ¢ und M = sup q. Es folgt

™ ™

< (0’ — S) < W (135)

A—m

und .

T

A—m
Insbesondere erhalten wir einen Mindestabstand von Nullstellen mit dieser
Ungleichung: Im Fall m > A ist der Abstand oo und fiir A > M einen
Maximalabstand von Nullstellen, der gegen Null geht.
Wir miissen nach zeigen, dass fiir jedes j € N eine Eigenfunktion mit genau
j Nullstellen im Inneren ist. Dazu betrachten wir die Losung des Anfangs-
wertporblem

-y +qy=>Xy  in[b—d
yla) =0,/(a) = 1.

In néchsten Kapitel werden wir sehen, dass y(t; A) € C([a, b] x R). Damit ist
y gleichmissig stetig auf kompakten Teilmengen. Wir definieren

h(\) = 00 falls (¢, \) nur j Nullstellen in (a,b) hat
~ | die j + 1-te Nullstelle sonst

Nach der obigen Uberlegung ist A — h(\) streng monoton fallend falls
h(A) < b. Da wir nach (13.5) die Absténde der Nullstellen nach oben und
unten beschrénken konnen ist A\g = supy{h(\) = 0o} < 0.

Wir werden zeigen, dass x(t) := y(t; \g) eine Eigenfunktion mit genau j
Nullstellen in (a,b) zum Eigenwert Ag ist.

Behauptung: Ist \yg € R und hat y(¢; A\g) j Nullstellen, so hat y(¢, \) fiir
A — Xo| < e entweder j oder j + 1 Nullstellen in (a,b). Ist y(b; Ao) # 0 so
existiert € > 0 so dass die zweite Moglichkeit nicht eintritt.

Daraus folgt der Satz.

Beweis der Behauptung: Seien y(b; X\g) # 0, s1...s; die Nullstellen in (a, b).
Dann ist (—1)7y/(s;; Ao) > 0. Wir wihlen ¢ kleiner als die Hilfte des Min-
destabstandes zweier Nullstellen nach (13.5) und wéhlen Punkte so dass

a<sy <ate<si—e<s <s1<s <---<s+e<s; ;=0
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Dann existiert g > 0 so dass

ly(t; Xo)| > 2p

fiir t € [s], Spyq) fiir k= 0...j. Dann existiert § > 0 so dass

Y& )] > p

fiir diese ¢ und [A — Xg| < 4. Da die Vorzeichen von y(s;, A) und y(s;, \)
verschieden sind existiert eine Nullstelle in dem Intervall. Aufgrund von
(13.5) existiert nur eine. Daraus folgt die Behauptung falls y(b; Ag) # 0. Die
Modifkationen im zweiten Fall sind leicht.

O]
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